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Socicte   Philomatique   de   Paris. 

(Extraits  inödits  des  procds-verbaux.) 

Suite  de  la  %ianee  du  19  avrü  1B45. 

Pbvsique.  —  M.  Ath.  Peltier  lit  la  note  suivante  8ur  la  cause 
des  oMiUations  du  niveau  a  bulle. d'air: 

„M.  Liagre^  lieutenant  du  g^nie  beige,  a  präsente  k  TAcad^mie 
des  Sciences  de  Bruxelles  un  memoire  sur  les  oscillations  du  niveau  k 
bolle  d'air  et  sur  les  moyens  de  rem^dier  k  cette  cause  d'erreur.  Cct  oHi- 
cier  formale  le  räsultat  de  ses  observations  et  de  ses  expäriences  dans 
les  termes  suivants:  ,,Un  niveau  ä«  bulle  d'air  tres  bon  et  treM 
sensible  ^tant  cale  sur  un  plan  invariable ,  si  Tune  des  extremites 
de  sa  bulle  vieiit  ä  se  trouvcr  en  presence  d*une  temperature  supe- 
rieure  ä  celle  de  l'autre  extremitä ,  la  bulle  tout  enti^re  marche  du 
cdt^  d'oü  ^manc  la  chaleur/' 

„Apres  avoir  decrit  les  experiences  propres  ä  constater  le  fait 
et  apr^s  avoir  fait  remarquer  combien  ce  aeplacement  de  la  bulle 
d'air  a  du  occasioner  d'ecarts  dans  les  observations ,  ^carts  que 
Ton  attribuait  tanidt  aux  dilatations  inegales  de  la  monture  de  tout 
lappareil ,  tantdt  ä  quelque  intidelitö  de  la  construction ,  M.  Liagre 
avoue  que  c*est  en  vain  qu'il  a  cherchd  une  explication  satisfaisante 
da  ph^nomene,  et  qu'il  a  dil  sc  borner  a  Tindication  du  moyen  qui 
kl  a  paru  le  plus  propre  pour  äviter  cette  cause  d'erreur.  (Voyez 
k  rapport  de  iVI.  Quetelet  communiqu^  ä  TAcademie  en  1844.) 

„LiSL  cause  du  däplacement  de  la  bulle  d'air  dun  niveau  me 
iRait  facile  k  expliquer  par  Tapplication  de  principes   connus  et 

Thcil  VII.  1 


'"■".i2:.':   ■ 

äu  moyen  de  quelques  experiencee  »ipt^daleH.  A  T^tat  d'equilibre, 
1u  pression  est  ^gale  daas  tonte  la  massp  d'uti  lluide,  quelle  qne 
soit  la  differeoce  de  la  temperature  de  aes  diverses  parties;  con- 
scqnenimeDt,  ce  n'est  jioint  dans  le  lluide  senl  qu'il  Tallait  chercher 
la  cause  de  ces  Tariations,  mais  daoe  l'additian  d'une  r^istance 
ctrangere,  Cetfe  resistauce  est  le  nroduit  de  l'attractioD  capillaiie 
du  verro  pour  l'eau  ou  pour  ralcool ,  r^sistance  qui  est  egale  sur 
■tonte  la  paroi  du  tube,  lorsque  ce  dernier  poaaede  la  menie  tem- 
perature en  tous  ses  poiuts,  tnsiia  qui  »'ufraiblit  in^lemeot  lors- 
que  la  temperature  n'est  point  uniforme.  Lots  doric  que  le  liquide 
renferme  dans  ce  tube  varie  de  temperature  d'une  maniere  inegale, 
lorsqu'noe  des  estremites  du  niveau  est  plus  echauJTee  que  l'autre, 
la  foree  capillaire  y  est  alTaiblte,  ainsi  que  la  resistunce  au  depla* 
cemeut  de  la  bulle  d'air;  cette  derniere,  placee  entre  denx  forces 
dissemblables ,  s'avance  vor»  la  portioD  cbauffee,  jusqu'au  tiouvel 
^qullibre  qui  s'etablit  entre  la  moindre  lesistauce  d'une  part  et  la 
pesauteur  croissanle  de  l'autre. 

„llne  exp^rience  tr^s  simple  demnntre  corahien  cttt«  r4ms- 
(auce  cajiillaire  est  puissaate  dnns  le  deplacemaiit  de  la  bulle  d'air. 
J'ai  fait  entrer  deux  cyüiidres  d'eau,  distaots  de  5  ä  10 centimetres, 
dans  un  tube  capillaire  oitvert  par  les  deux  bouts,  afin  de  leur 
laisser  toute  la  llbertö  de  leiir  mouvcment.  On  pose  le  tube  hori- 
zontalement,  et  lorsque  le  tout  etit  equilibr^,  ou  chaulTe  l'uu  des 
cylindres  d'eau.  La  bulle  marche  (Tabord  quelque  peu  vers  le 
cöte  chauffe,  itiais  hientöt,  en  s'echauffaut  par  son  contact  avec 
te  rylindre  cbaud  ou  pur  la  flamme  de  la  lampe  que  Ton  passe 
au-dessoiis  du  tube,  eile  s'agrandit  en  s'^lalant  dun  seul  cöte,  du 
c(Hä  nü  Ton  a  diminue  la  r^sistance  capillaire  par  l'tilevation  de 
la  temperature :  l'autre  cylindre  d'eau  reste  stable  ä  la  meme 
place,  Si  la  differcnce  des  tempriratures  est  faible,  le  cöte  froid 
recule  lorsqu'on  chauffe  la  bulle  d'air,  mais  toujonrs  moins  (lue  le 
ci^t^  chaud  et  dans  la  proportion  de  leur  difference.  Dans  le  ni- 
veau  d'eau ,  la  bulle  d'air  soumise ,  comme  dans  l'experience  prece- 
dente.  ä  deux  r^sistances  inegales,  s'allon^  ou  se  d^place  eti 
raison  de  leur  difference  et  cause  des  erreurs  d'observation  parce  _ 
que  l'oii  rectiÜe  rinstrument  d'aprös  la  nouvelle  position  qn'rf''^ 
a  prise. 

„Lorsque  Coo  emplole  le  mercu 
la'  cause  d'erreur  que  nous  cenons   i 
mais  la  marcbo  de  la  bulle  d'air  est  en  » 
sion  ou  son  extension  se  fait  du  cöte   l'ro 
inversion  est  facUe  k  d^montrer.      Dans  l 
n'est  pas  en  contact  r 


äu  lieu   d'eau   ou  d'alc< 
rappeler  existe  i^alemei 
ns  inverse.     Sa  progre 
d.     La  raisou  de  cette 
n  tube  de  verre,  le  mer- 
lubstance  mfinie  du  tube 
avec  la   couche    de   vapeur  d'eau   qui   est  toujours    attenante    aoX 

Parois.  Le  mercure  et  le  verre  ont  une  grande  allÜDite  d'adh^siw»' 
un  pour  l'autre,  conune  le  pronve  l'etamaee  des  tubes  barora^> 
triques  dans  lesquels  on  fait  bonillir  trop   longtemps  le  merci 

Dans  l'etat  nrdinaire,    il  y  a  une  *■-    "* '"' —      '" 

posäe  entre  le  verre  et  le  mercun 
En  cbaulTant  l'uu  des  cylindres  di 
la  force  capillaire  du  verre  pnur  1. 
cit  cette  mäme  couche  s^paratrii« 
du  tube  pour  te  mercure    croit 


:he  de  vapeur  d'eau, 
□i  s'oppose  ä  leur  adh«sioiq 
I,  on  diminue  d'une  pal 
et  dautre  part  on  amhl , 
resulte  que  l'attractioii'^ 
— '—    detruit  l'obstacle 


kk 


qui  les  s^parait,  et  en  mäiu«  temps  la  resistance  au  deplacemeat4-J 


. .  »..itmie- •^«•^ t'«» duuiCe  la  bulle  iluir.  |a  nisiBtance  ia  cAbi 
cJiauffe  i'lant  ileveuue  sufxirieure  ä  cell«  du  cdt*  froid,  c'est  ce 
deniier  f|iii  r«i^ule  rt  fe  c<tti^  chauti  reute  oti  r^pns  on  s«  de|ilace 
moins  i(ne  l'aulre.  Voilä,  suivant  iioiis,  lu  cause  *\u  tl^ilucenient 
ile   la  l>ullo  il'air  ilans  les  uiveaux  d'eau   ou  «rukiiul. 


^^Weitere  Erörterungen  analytischer^ 
'      Oe^enstände,   als  Fortsetzung   des 
Aufsatzes  X.  In  Thl-  V.  Hen  2. 


Herrn  Docior  llarfuss  7.11  Weimar. 


J  Es  sclieint  mir  niithig,  dass  ich  einige  Worte  über  den  Ge- 
JRtitspuiikt  vorausschicke,  aus  ivelchem  man  diese  uod  die  etivu 
noch  lüleendeii  Abhandlungea  ähnlichen  Inhaltes  zu  hetrachteu 
habe.  Als  Ich  mich  in  dem  Aufsätze  XXV.  (Tbeil  IV.)  xum  er- 
ftea  Male  g^en  die  gegenwärtig  von  vielen  Atafhematikera  ver- 
folgte Richtung  in  der  Analysis  erklärte,  kam  es  mir  zunächst 
nur  darauf  an,  die  Grundlosigkeit  der  ge^en  die  alteren  Theorien 
(««■richteten  Vorwurfe  un  eben  den  Beispielen  nachzutveisen ,  von 
VAJchen  die  Gegner ,  im  Vertrauen  auf  eine  scheinbar  strenge 
Itcehmuig,  ihre  Beweisgründe  entnehmen.  Beis|iiele  der  Art  lies- 
HeU'Eich  zu  Hunderten  vermehren  und  auf  oilie  ganz  ähnliche 
Wi'iso  behandeln;  allein  du'dieser  Weg  anf  Wissenschaftücbkeit 
kaum  einige  Ans[>rüche  machen  dürfte,  und  leicht  zu  fruchtlosem 
Hiu-  und  Herreden  führt,  so  verliess  ich  ihn  rsogleich  wieder  uad 
suchte  vielmehr  die  wichtigsten  Hlomente  der  Theorie  und  die 
dabei  obwaltenden  Schwierigkeiten  in  einem  mehr  systematischen 
Zusammenhange  zu  erörtern,  DieAbhandlung  X.  in  Tbeil  V.  soll 
der  An&ng  dieser  Erörterungen  sein,  und  vielleicht  darf  ich  hof- 
fen, nicht  nur  über  die  hier  in  Rede  stehenden  Gpundgedanken 
einiges  Licht  verbreitet,  sondern  auch  die  echte  Grundluge  der 
binomischen,  der  espoiientiellen  und  der  logarithmischeti  Gntwik' 
kelungcn  nachgewiesen  und  dieselben  in  ilir  richtiges  Verhältnisa 
znr  Elementararithmetik,  wie  diese  bis  Jet;<t  sich  gebildet  hat,  ge- 
«et(t  zu  haben.    Die  letzte  Grundlage  dieser   Entu  ickeluagen  ist 


ri«r  aritbmetiache  Säte  tou  der  Mnltiplteaäov  ilcr  1 
nämlich  das  Totalproduct    als  eine   Suinine  von   Partialprodui 
der  Glieder  erscheint,  die  sirh  in  liesondern  Fallen  nach  f;ewi4l 
(iesetcen    zusaininen stellen    Insi^en.      Uabei    nipine    ich   dui  * 
nicht.  Neues  voreefragen   zu   hahen;    das  Wesentliche  ist 
oft,  und  namentlich  in  der  mathemuti sehen  Naturphilosophie 
Fries  gelehrt  worden. 


l 


I 


}■  2. 

Meine  nächste  Ahsicht  ist  nun  die,  dass  leb,  dem  gewrihütP 
chen  Gange  zu  Folge,  an  die  Exponent iaireihen  die  trigonometn- 
schen  Entnickelungen  aaschliesse  und  deren  Fundamente  erkläre. 
Hierbei  stüsst  man  allerdings  auf  einige  Schirterigkeiten ,  deren 
Lösung  die  neuere  Analysis ,  indem  sie  nur  conrergirende  Reihen 
Eulassen  will,  bei  Seite  schiebt,  freilich  ohne  zu  beachten,  dasä' 
die  Oonvergenz  oder  Divergenz  der  Reihen  mit  diesen  Schivierlg- 
keiten  nicht  die  entfernteste  Venvandtschait  hat.  —  Der  nichtigste 
Schritt  in  dieser  Lehre  ist  dann  geschehen ,  nenn  die  Relation 
zwischen  dem  Bogen  und  seinen  trigonometrischen  Functionen  ge- 
funden ist  und  hierfür  habe  ich  den  Grundgedanken  schon  früher 
auscesprochen.  Gewöhnlich  eriJndet  man  die  EnfH-ickelungeu  auf 
die  Reihen:  "         — 


nm;c  =  miCosj^-' 


8in.r*., 


I 


ivo,  wie  bekannt,  m,,  m^,  n.  s.  w,  die  Binomialcoefücienfen  für 
den  Exponenten  vi  bedeuten.  In  der  That  empfehlen  sich  diesel- 
ben durch  ihre  Einfachheit  für  den  besagten  Zweck  besser  akff 
andere  zusammengesetztere,  besonders  da  sie  für  ein  ganzes  abs^J 
Intes  »(  auf  einem  sehr  elenieidaren  Wege  gefunden  werden  kllM 
nen.  Für  andere  Wertbe  von  m  muss  man  die  nach  Moivre  W^ 
nannten  Formeln  zu  Hülfe  nehmen;  dieselben  verursachen  jedocti^ 
bei  gebrochenen  Exponenten ,  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  Wur- 
zeln ,  einige  Schwierigkeiten,  die  vielleicht  bis  jetzt  noch  nicht 
genügend  gelöst  sind.  Ja  es  scheint,  nis  oh  einige  Mathematiker 
ein  Misstrauen  in  den  Gebrauch  der  imaginären  Grössen  setzten; 
andere  glauben  wenigstens  der  Wissenschaft  einen  Dienst  zu  thun, 
wenn  sie  die  Betrachtung  des  Imaginären'  so  viel  als  möglich  be- 
seitigen und  dasselbe  in  ein  hüheres  Gebiet  der  Analysis  verwei- 
sen, «leichsam  als  ob  dazu  eine  hrdiere  mathematische  Einsicl"" 
gehöre,  ivo  man  dann  freilich  lrat;en  mikfate,  was  elementarer  e 
als  diejenigen  Formen .  auf  welche  uns  schon  die  Auflösung  q 
d  ratisch  er  Gleichungen  hinweist. 

Einen  grossen  Mangel  fiililt  mun  freilich  hei  allen  bit«herigen 
Darstellungen  der  Moivresohen  Formeln  dadurch  ,  dass  man  filier 
den  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Form  i=^*^ — 1  gar  keine  Aus- 
kunft findet,  und  ich  möchte  ir<ir  fragen,  ob  irgend  ein  Schriftstet- ^ 
ler  darüber  im  Klaren  gewesen  «ei.  Wenigstens  beruht  jener  n 
glQckseligv  Ntreit  über  die  Eulersche  Reihe 


erwei- 
nsicM!' 

5  9^ 


^'^  cos  a^  =  cos  na + Hl  cos  (n — ^2)a-f  %cos(n — 4)a+.... 

lediglich  auf  einem  MissverstSndnisse  der  BedeutuDS  von  i  io  den 
Moivreschen  Formeln.  Ich  will  daher  dieselben  nacn  meinen  KräT 
ten  erläutern  und  bei  ihrer  Feststellung  mich  des  allgemeineren 

Zeichens  V^A*— 1   statt  V  —  1  bedienen. 


§.  3. 

Multtplicirl  man  die  beiden  Ausdrücke 

Pj^  3=  cos  Ol  +V^k — 1.  sin  ai, 
1^2= cos  a%+^k — l.sinos 

nit  einander  4  so  findet  man  leicht 

PiP^ = cos  (ai  -f  £%)  -|-  ^k-^i .  sin  (oi^a^  -f  ^  sin  Oi  sin  %. 

Multiplicirt  man  nochmals  mit 

jc>3=cosa3+1^/: — l.sinos, 
so  findet  sich 

-|-  A:  (sin  (oi -i-a^)  sin  a^+p^  sin  o^  sin  % )» 
und  wenn  noch  ein  vierter  Factor 


p^ = cos  a^  +  V"ä — l.sina^ 
hinzukommt ; 

•     J»iPaPsP4= cos  (öl +08+03+04) +V"Ä:—1 .  sin  (01+02+03+04) 
+iS;(8in  (oj  +  0^+03)  sin  04+ji4sin(oi  +02)  sin  03  +psP4sin  Oi  sin  o«). 

Man  kann  hieraus  schon  das  Bildungsgesetz  für  beliebig  viele 
Factoren  abnehmen,  denn  man  findet: 

I)    Pi PäPs  .... pm  =  cos( Ol  +a^+as  + . . .  am) 

+V^k—i  .sin  (01+O2+O3  + . . .  am) 

sin  (  Ol  +  O2  +  O3 +  ....  Om— 1)  sin  Om 

+  sin (ai+Oa  +  .  ...Oni— 2)sinoiii-i.pm 

+  sin(ai+Oa  +  . . . .  Om^a)  sin  Om—a  »pm—ifm 

-    ,    I   +sin(Oi  +  02+...«Om— 4')sinflOT— 3./lm— «Pi»-ipnt 

u.  s    w.    * 

+  sin(Oi  +02  +  «  ••  •Om— r)sinOm— r— 1  •pm—r—^"  •  'Pm 

U.   S.   W.        ■^ 

+  sin  0|  sin  o«  •  Ps  P4P5  •  •  •  •  jpm. 


1   ♦ 


'■/•7  '''V/jr  /r?/M  ^'^//Z  //fM  f^Mhftt^*^fV,^fintMrfif,*^h^Us  da  «ie  in  .-«pe- 

'^^ll^f^  AHfhSt^i,    H'«*lche  die  Ad- 


■7 '7  ''''7'  /!"'''  ^'<^'^  '£''  ft^W>«/>i 

1 /;//;//  hmn  hmr^n  ft/ fr-j^^v^^--"  .,^.,,,^^,,, ^.~ 

\\U\mn\     llii  Ui  ih^  Imirnntu   U)   //   J^'d^   lii^lii^hf^e  Grösse  seiD 
|i(|l     '/f  l'MH»(  lilijii  il      iiout  I  y /^     if^Uia  nU   iJimhhfingi.u  von   a 

'llllltlll'H' 

yi        ninmir  -     •illHI ,/!**♦    *  |  HUI ««.;>»»    ^ 

\\\\\\  \\\m 

\\\A\^^  V^VW  NNVASW  VA  v>W^  l^*<v  liWk^iniwt  ^H^s^^^J^  und  di- 

V''M\\  SSSW   'ViiWAsV  M*W-»ä^^x  ¥iMi<  ^«^  V  ^  fcnklVt  nun 

■ 


UI)  r««-|-r^stB2tf -f  r'siBo« <|-r"MNM 

1— :?rc©s«+r* 


IMtipGcirt  Bu  ■■■  %xMi  den  Gletdnmmi: 

Z*!  r*  SU  am) = r  siB  « -f  r^siB  i« -|- . . .  •  r*  «i«  M«, 
2r(r"eosaM)=i-Kca$«-|-r*co63«-f  ...r^c««« 

erste  Bit  rcosa,  die  zweite  mit  rsina  uod  addirt  die  Pradiicte» 


r  cos  a .  ^(  r"  siB  BM  ) -|- V  sio  «  v<^(r"cos  bm) 
srsüia+r^siBJa +  r>H-t  6iB(«i-|-i)«  =  «r(r»f^siQ(«if  l)ti>: 

also ,  wtmm  man  die  Fonnel  DI)  ra  Hilfe  mmnit: 

TV)   l-^-tcosm-^-t^casia-^- r^cosBMi 

l--^c^sa^'^*'^*casBM~^*^^*cos(»^-^l)a 

1  —  2r  cos  a  +  r* 

Die  ReiheB  in  Ol)  mod  IV)  steilen  blosse  Summen  und  keine 
Entirickeluneen  tot.  Einen  grossen  Iirthum  beseht  man  aber, 
wenn  man  die  Summe  dadurch  in  eine  EntwickfSum;  zu  verwan- 
deln glaubt,  dass  man  den  Zeiger  de«  allgemeinen  Gfiede«  unend- 
lich nimmt.  Doch  hiervon  ist  schon  die  Rede  gewesen.  Will 
man  die  Functionen  haben,  aus  welchen  ditf  ins  Unbestimmte 
foi%esetEten  Reihen 


vsina-f-r'sinSa-l-r'sinSii-f  • 
1  + 1  cos  a  "l"  c*  cos  2a  +  p'cos  3a+ 


entv^ickelt  werden  können,  so  muss  man  Alles,  was  in  den  Sum- 
menformeln  noch  ¥<hb  Stellenieiger  m  abhSngt»  weglassen,  l^lan 
erhält  dadurch: 

V)   em<^fo>sm2a-M'sin3a+ =    4     6^^^""    ,    ^  - 

VI)  i-hocosa+t^^cosäa-fo^^osSo-l- =     t-gpcoTa+r*  ' 

Denn  man  hat  z.  B.  aus  jlll): 
vsina 


Y    Q z — 5"  =  I?  sin  a  +  o*sin  2a  + . . . .  p**  sin  ma 

1— 2rcosa  +  r*  "  ■ 

V  sin  ma — sin  (  w + 1)  a 


ü"*4t. 


1  —  2r  cos  a  +  r* 

und  da  dieses  nun  fllr  jeden  Werfli  von  m  eilt,  so  folgt  eben.,  dass 
die  Ent^vickelung  in  V)  richtig  ist.    Zugleich  folgt  hieraus,  das« 


f  r^^Mi  ^«f2)«-f'«««  mnm  wtmmi^  Difj^nigen-  welch«  nnr  con- 
•'«tTsireifficf  UiHiem  tthimt»  woUeo .  k4«»en  der  HAufttsadie  nach 
ayf  <dartHicilpitr  zmüA^  mt  wetw^mMu  dht  Saaume  durch  WesUssinig 
««M!«  TlMüik»  der  5lfaHa»«crfonBel  id  eise  Eatwickehmir.  tenitbci- 
k«  Jnt  daw.  ii;au(  mbui  «eelauMeo  amsSy  d2uiach,  ob  es  for  deo^ 
«wwdfidii  fEf^fimm  5$(efkimu!cr  ai  rersdimndet,  wobei  sie  denn 
d«i  Weftli'd«r  •MvA^tfimm  Gr^ßUe  in  der  EotwickefaiDs  in  sewisse 


Mffal  MOMi  iisf  Vj  md  Vlj  r=1 ,  so  findet  sich 

Vfl>  Mn«  f Mfl2a4-fiin3a =icotia.. 

VlJly  1  ■§'^ßi^m4-toB2a+cas3a...,=^i, 

tßuif^  Awf4rMu^  haben  in  den  Fällen,  wo  a=0  oder=4:2 
hA^  ihf^  Hidhnwtniimte» ,  die  ich  nun  grEindJich  beseiti^n  will. 
H^iß^m  ffAer  habe  ich  die  Frage  aoigeworlen,  welchen  Werth  der 

^**'^''*^  13^5 Xr«'**^'  weno  c=l  nnd  a=0  genommen 

1— r             1 
wird*    Simmi  mau»  €THiar=0,  so  hat  man  7^ vi-^i *    ^«1- 

<;he«  denn  für  r^=l  anendlich  wird.  Wird  aber  erst  r=l  gesetzt, 
»0  trird  jener  Atisdmcfc  too  a  ganz  unabhäDgig  und  =4-"  Diese 

beiden  Werthe  mfissen  dem  Aosdnickef — 0; r—^  io    dem  gc- 

1 — 2rcosa+r*  ^ 

nannten  Falle  doch  wohl  zokommeD,  und  folglich  stellt  auch  die 
Entwiekelung  eben  diese  beiden  Werthe  £ir.  Die  Entwicke- 
lung  l4<;osa-^cos2a-f-....  hat  nämlich  allerdings  den  Werth  \  für 
a=Of  der  ihr  für  alle  übrigen  a  zukommt;  allein  sie  wird  in  die- 
sem Falle  zugleich  auch  identisch  mit  anderen  Entwickelungen, 
denen  der  Werth  od  zukfimmt.  Sucht  man  dieselbe  auf  einem  an* 
deren  Wege,  als  dem  obigen,  so  wird  sich  die  Unbestimmtheit 
für  a=0  allemal  offenbaren. 

Wenn  ich  nun  mit  dem  Ausdrucke  4=l4-cosa-f-cos2a-f-. . . . 
rechne 9  so  muss  ich  Acht  haben,  ob  a=0  wird  oder  nicht  Im 
ersten  Falle  rechne  ich  mit  einem  nicht  allgemein  richtigen  V^er- 
the  der  Entwiekelung  und  erhalte ,  wenn  auch  nicht  gerade  falsche, 
doch  wenigstens  einseitige  Resultate.     Diiiin  muss  man  zu  der  all- 

femeineren  Formel  in  \\)  zurückgehen,  und  um  dieses  durch  ein 
leispiel  zu  erklären,  wähle  ich  ein  schon  friiher  besprochenes* 
Herr  Doctor  Schlömilch  sagt  in  seiner  Abhandlung  (Tbl.  III. 
Seite  277.),  wenn  man  die  (unrichtige)  (üleichung 

cosar  |coM2jr  |  . . . .    :  —  j 

mit  f{x).dx  multiplicire  und  zwlNclion  don  (fron/on  0  und  a  inte- 
grire,  so  erhalte  man: 

A)  lf{x)djc\^}^  l^/lx)i\ima:tla'\    / ''/It.Onm^Airfa  |  ....   |=0. 
W^  aber  eigentlich 


.  2n+l 
am    ^    X 

aal»  m^  folse^  dass  der  Ausdruck  tu  A)  nicht  s=0  sein  könne,  son- 
derselbe  sei  vielmehr 


■X 


dx 

ftr  wachsende  71,  worüber  man  in  Tbl.  L  Seite  417.  nachlesen 
iBnne,  wo  jener  mit  Lim.  bezeichnete  Ausdruck  =:7r/*(0)  gefunden 
wird.     Aber  es  ist  doch 


Lim  I 


und  nur  wenp  6=0  ist,  findet  die  Ausnahme  statt.    Man  subtra- 
hire  nun  in  VI)  beiderseits  iy  so  wird 


i+rco8a:+r«cos2x+..,.  =  j^^^3|5_^. 


also 


/     9(j;)i2i?-f2|  V  I    coBX(p(x)dx  -{-v^  j    cos2x(p{x)dx^.,.,  1 

—•/  —  (,i     ^)J^  l_2r cos^r  +t?«" 

Damit  ich  hier  nicht  zu  weit  von  meinem  Zwecke  abkomme, 
will  ich  9>(a:)constant=j?  setzen.  Dann  ist  das  allgemeine  Inte- 
gral /=/J.arccos  —| ^^ j— 2 — |-Const,  also  /  zwischen  den 

A  "^^  V  COS  X  "1  c/ 

^  I  LI  JA  — 2ü+(l+r*)cosa      ^  „^ 

Grenzen  A-^nn  und  a=p.arc.cos— 3 : — s parc.cos(l). 

-*"  *^  1  — pcosa-J-r*       '^  ^  •' 

Dieses  verwandelt    sich    für  t?  =  linj5arccos(— 1)— 5arc.cos(l), 

worin  der  Ausdru<^k  nß  enthalten  ist.   Zwischen  den  Grenzen  J:n7r 

und    -^mn    verwandelt     sich    der    allgemeine    Ausdruck    J    in 

/}arc.  cos  (1)  —  ß  arc.  cos  (1). 

Wenn  man  aber  in  dem  allgemeinen  Integral  /  von  vorn  herein 

r  =  l  nimmt,    so   erhält   man    zwischen   zwei  beliebigen  Grenzen 

jr^=arc.cos(— 1) — arc.  cos  (—1),  worin  der  WerthO  begriffen  ist.  Die 

^  •  mordemen  Demonstrationen  stellen    noch  die  Bedingung,   dass    a 

.•nicht  ^\n  oder  wenigstens  nicht  grosser  als  n  sein  solle,  was 

>A.mber  nach  Obigem  offenbar  unrichtig  ist.    Ueberhaupt  bin  ich  der 

.-.    Meinung,  dass   die  Sache  durch  die  jüngst  betretenen  Wege  am 

-±,  wenigsten  erledigt  ist  und  dass  wir  uns,  in  Folge  obiger  Darstel- 

hme,  veranlasst  fühlen   sollten,    tiefere  Untersuchungen  über  die 

■    nacb  L  a  G  r  a  n  ge  und  F  o  u  r  i  e  r  benannten  Formeln  anzustellen,  und 


f 
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dabei  auf  Gründe  zu  fussen,  »elcbc  ans  tiel'cr  in  die  Matur  der 
tJat'he  eiDdringea  lai^eo,  als  dieCon-  und  Divergeoz.  Docbmehr 
zu  »aeeu ,  ist  hier  die  Stelle  uiclit. 

lileictier  BeliaDdlun^,  nie  die  Reihe  in  VIII),  unterliegt  auch 
die  in  VII).    Dieselbe  giebt  uns  für  a^O  das  paradoxe  Kesultat 

Ü^()f0-|- =00.     Dieses    Paradoxon    lägst    sich   freilich  durch 

den  Rest  der  Reihe  erklären;  allein  nenn  man  in  dem  allgemei- 
neren Ausdrucke  V)  a=i}  nimmt,  so  erhält  mau  n^ieder  0-HH- 

=0.  Indem  man  solche  Unbestimmtheiten  endlicher  Formeln  bloss 
an  ihren  Ent>vickelungen  bemerkt,  kann  man  freilich  zu  dem  Fehl- 
schlüsse gelangen ,  dass  der  Grund  aller  Irrungen  in  der  Diver- 
genz liege. 

Zuletzt  will  ich  noch  an  einem  Beispiele  zeigen,  Tvie  klar  die 
analytische  Sprache  der  Reihe  VII)   sei,    ungeachtet  ihrer  Unhe- 

stinmitheit  für  o=0.   Setzt  man  für  sina  die  Reihe  n — To^^" 

und  so  auch  für  sin  2a  u.  s.  yr.,  so  erhält  man 

icotia=i(l+2+3+...0a-ClH2H3'....)l^---- 


Nun    ist   1+2+3...-    der  Werth  der  Entwickelung   von  t 
für  x=:l,  13+2'+3^..,    der  Werth  der  Entwickelung  von  ■ 


(l-;r)- 

für  a:^l  u.  s.  w.    Also  hätten  wir  icotia:=o3a—  .  g  ^  +  .... 

Da  nun  bekanntlich  eine  Function  nicht  nach  lauter  positiven  Po- 
tenzen der  Hauptgrösse  entwickelt  werden  bann,  wenn  die  Coefli- 
cienten  der  Reihe  unendlich  werden,  so  sagt  die  Formel  VII), 
dass  man  die  Cotangente  nicht  nach  lauter  positiven  Potenzen  des 
Bngeus  entivickeln  könne-  Doch  so  etwas  wird  benutzt,  um  di« 
Ricntigbeit  der  divergirenden  Reihen  in  Zweifel  zu  ziehen. 


Doch  ich  komme  nun  zum  llaiiptzwecke ,  nämlich  zur  Fest- 
stellung der  Moivreschen  Formeln.  Wir  kehren  deshalb  zu  den 
Formeln  in  I)  und  II)  r.aröck.  In  1),  in  dem  mit  &  multiplicirten 
Theile ,  behalten  die  Coefificienten  aller  Producte  ans  den  verschie- 
denen p  einerlei  Grösse  und  Vorzeichen,  irenn  man  sämmtliche 
a  negativ  nimmt.  Da  aber  dadurch  der  Factor  p™  aus 
CoS  flm+'VA— 1 .  sindni  in  cos  o«—  V"A  —  l.sin  a«  sich  verwandelt,  und 
dieses  eben  auchgeschieht,  wenumanl^^—l  negativ  nimmt,  so  ist 
es  in  der  Gleichung  I)  einerlei,  ob  man  alle  a,  oder  ob  niui  V  /:— I 
negativ  nimmt. 

Denkt  man  eich  nun  in  dem  mit  k  multiplicirten  Theile  die 
Producte  der  p  nach  dem  gewöhnlichen  Multiplicationsgesetz  auf- 
gelöst, so  werden  sich  sänuntliche  Glieder  in  zwei  Klassen  ab- 
theilen lassen,  in  solche,  welche  gerade  Potenzen  von  ^^i — 1 
enthalten  und  folglich  rational  sind,   und   dann  in  solche,   welche 


I 


I 


nogerade  Pot«nxeii  vuti  V^k — t  haben  untl  fulelich  iirationttl  blei- 
beo.  Indem  mnn  in  <Ier  ersten  Klasse  die  Potenzen  von  k- — 1 
aonUst,    erbftit  man  einu  Reihe  ^it  +  fijt3-fC<("....,    »eiche  für 

An  gerades  m  (^Anzahl  aller  a)  bis  zu  AT  und  [ur  ein  ungpra- 
Am.  bis  xa  tl~^~  aufsteigt.  Sondert  mftn  aus  den  Gliedern  der 
zweiten  Klasse  den  Fartor  V/- — 1.  eo  behalten  sie  nur  gerade 
Potenzen  von  V  A— 1  uiid  -»eben  daher  eine  Relhfi  Vk^^  {Ä'k 
-|-SVf«-f  OX''  +  ....),  «eiche  bis  zu  iir~'  bei  geradem   und   bis 


I 


tX)  /,,]Pj....|»«=oos(«i  +  (ia  +  ....rt™)+^Ä-fßXa  +  ....    

+  (sin  C<i,-|-M  ■ . .. «™)  +  ^'A +^'AV. . . .)  V  A— 1, 

innd  es  ist  nicht  n-eiter  liiithiz,    dass  man  das  Bilduiisseesetz  von 
A,  B....A',  B'....  kenne. 

Nehmen  nir  nun  zuerst  alle  a  einander  gleich,    so  nerden 
auch  alle  p  identisch,  und  man  erhalt 

+  («n™n+J'A+J5'ft*  +  ---0V"A— 1. 
Wird  aber  die  Quadralivurzel  negativ  genommen,    oder  nimmt 
man.  was  Uach  dem  Vorigen  dasselbe  ist,  a  negativ^  so  wird: 
(cosa— V"A  — 1  .sina)-"  =cosmn  +  -i//+ÄÄ«+. . . .         __ 
~(mama+A'/(  +  B'i^+....)V'k—h 
Daraus  folgt  nun  sogleich 

<cos«-^^Ä^H[.sina)'"+(cosn-1^Ä^.sin«)'» 


»M  +  A/i  +  Bk-'  +  . 

XI)  ^  und  

1  (cos«-l-0— 1. 


'^"■-(cosfl-l^A- 


n«)'" 


^^3tl) 

^^^^B     \  =Biama  +  A'k  +  B'k'^  +  .... 

Man  sieht  nun  deutlich,  «eiche  VortheiJe  man  durch  den 
Gebrauch  des  Imaginären  hier  erlangt,  indem  durch  dasselbe  alle 
Glieder,  welche  noch  den  Factor  A  haben,  sogleich  beseitigt  »er- 
den Hierfür  kann  man  Folgendes  bemerken.  Das  Product 
PiPiPa  ••■  -pi^  lässt  sich  immer  so  entwickeln,  dass  man  stvei  Theile 
eniält..  vffB  denen  der  eine  ratmial  ist,  der  andere  mit  dem  Factor 
^k — 1  hehaftet  bleibt.  Gelingt  es  nun,  den  beiden  Theilen  der 
Entwickelung  verschiedene  Formen  zu  gehen ,  dass  man  also 
P  hQVA— 1  das  eine  Mal  und  P  +  Q'lfk  —  i  das  andere  Mal  er- 
hält, so  müssen  w-ir  schliessen,  dasa  P^P"  und  Q~Q'  sei. 
Denn  wenn  man  V  k — 1  negativ  nimmt,  erhält  man  P — QVi — 1 
-P*  —  Ü'^k  —  1,  und  wenn_diese  Gleichung  mit  der  vorigen 
^^'QV  A— 1  =  P'  +  C  vi— 1  Terfaundeu  wird,  so  folgt  sogleich 
y^f,  Qz=Q'.    Man  kann  also  die  Elimination  von  V  k — 1  ganz 
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umgehen  und  dafür  sagen ^  dass  in  der  Gleichung  P+  QVk — 1 
—  P'\-Q^  S  k — 1  der  rationale  Theil  nur  dem  rationalen,  dei 
iirationale  nur  dem  irrationalen  gleich  sein  könne. 

Aber  hierbei  ßllt  sogleich  m  die  Augen,  dass  die  Betracb* 
tung  gar  nicht  an  einen  l>esondem  Werth  von  k  geknüpft  and  daMi 
daher  auch  die  Giltigkeit  der  Resultate  nicht  auf  bestinunte  Werfh« 
Ton  k  beschrankt  ist.  Wer  indessen  im  Anfange  der  Be- 
trachtung durchaus  nur  reelle  Werthe  für  i^Ä — 1  xulaM 
sen  wollte.,   müsste  dann  überlegen,   dass  z.  B.  P  yj| 

P'  Functionen  bloss  von  k  und  nicht  mehr  tou  VIE^S 
sind,  die  für  k^\  immer  gleiche  Werthe  haben^  nadl 
hieraus  müsste  die  Gleichheit  tou  iP  und  P'  auch  iai 
allen  anderen  Fällen  nachgewiesen  werden.  Da  di«-9 
ses  keine  Schwierigkeiten  hat,  so  will  ich  nicht  Ungar' 
dabei  verweilen. 

Die  Gleichungen  IX),  X)  und  XI)  gelten  also  auch  fBr  fr-ft 
so  dass.  wenn  nun  |)r= cos Or-f-t  sin  Or  ist: 

XII)  PiPtPi |^»=cos(ai+aj  +  a5  + a») 

-|-£sin(ai-f  Os-f  a,-f Om), 

XIII)  (cos  a-i-i  sin  a)*  =  cos  ma  -{-  i  sin  ma , 

(cos  a  4- 1  sin  a)*  +  (cos  a — t  sin  a)» 
cos  ma  = ?;^ j 

XIA-)    ' 

(cos  a + 1  sin  a)* — (cos  a — i  sin  a)"» 

sin  »Ml  =  jx. ^ 

:2t 

uod  wenn  man  noch  das  Binom  (cosii±isina)*  auflost: 

icosm<i=co$a"  —  m^cosa"— "sina* +1114  cos  a"—*  sinn* 
fsiniita=3iiiCosa""~  'sino— mjcoso*""  •sina'+ifijcosa""'* 


Alle   diese  Formeln  sollen   zunächst    nur  für   ganze  positive 
Werthe  von  m  gelten,  doch  reichen  ^e  noch  fiir  die  goniometrische 

Darstellung  der  m  Werthe  von  %''^i  aus.    Aus  XIII)  folgt  nSm- 

lich.  wenn  man  •    statt  a  setzt: 

m 

sofern  man  an  diese  Form  noch  keine  andere  Forderung  stellt, 
als  dass  die  Kntnickelung  ihrer  mten  Potenz  =  cos  a  -|- 1  sin  a  wer- 
det! soll.  ?nmmt  m.'in  nun  «1  ~:2fi.T  oder  =  (2fi-|-l)s^  so  wird 
cos  a-fi^n<i=  f  1  oder  =:=  — 1«  und  man  hat 

-  + 1  sm . 


ism 


§.6. 

leb  komme  nun  znr  Erßrtenin^  des  Falles,  wo  in  den  Moi- 
~**'^*^  Formeln  der  Exponent  ei»  Bruch  ist.  Hier  laagen  sich 
r  die  Rechnunf^en  mit  dem  allgemeineren  Zeichen  *  A  — 1 
n;  da  indessen  die  Formeln  IX)  und  X)  des  vorigen  §. 
rin  für  jeden  Werth  von  k  f>elten,  so  kann  man  der  weit- 
ren  Rechnung  durch  den  Gebrauch  des  ImagiDSTeii  iiber- 
Bein.  Hierbei  darf  man  aber  die  daselbst  gestellte  Bemer^ 
f  nicht  übersehen,  dasn,  wenn  für  dieselbe  Form  ztvei 
-Akeiuagen  P+iQ  und  P'^iQ'  gefunden  worden  sind,  P^=P' 
I  Q^=  Q'  sein  muss.  Dieser  Schluss  ist  unfehlbar,  und  mit  ihm 
'  'diedeutend  ist  das  E I im inations verfahren  durch  eine  zweite 
...kwBg,  die  man  erhält,  wenn  man  i  negativ  nimmt;  aber  man 
t  hier  oft  ein  Elim  inations  verfahren  in  Anwendung  gebracht,  das 

mt  beim  ersten  Anblick  tadellos  erscheint,    aber  demnngeachtet 

f  sicli  als  ein  sehr  gefahrvolles  erweist. 

Aus  XIII)  ISsst    sich    aui    eine  leichte    Weise  folgern,    dass 


coa  — n  +  isin— a=y"(coso+?8in«)'" 

-Ccosa  +  fsin«)^ 

sein  muBs.  Da  aber  dieser  Ausdruck  wegen  der  Vieldeutigkeit 
der  zu  cosa  und  sinn  gehörigen  Bügen  ein  vieldeutiger  ist,  so 
pflegt  man  geivilhnlich  die  Vieldeutigkeit  durch  HinzufÜgung  des 

Factors  1 "  zu  erklüren ,  ohne  weitere  Rücksicht  darauf  zu  nehmen, 
dass  es  doch   eines  Beweises  bedürfte,    dass  die  Vieldeutigkeit 

[eneR  Ausdrucks  durch  den  Factor  l"  wirklich  dai^estellt  < 

di«  Gleichung 


von  jener  ersten   riadarch ,    dass  man  ir  negativ  nahm   und  meinte 
dann  weiter  die  Gleichungen 


2istn— fl  =  (cosaf;«infl)"~(coBa— isina)"=M— (t 

besrQndet  zu  haben.     Aber  auf  solclie  Art  ist  dan  Imaginäre  nur 
bei  fingen  des  ersten  Quadranten  eliminirt;    man  muss  bei  gros- 

■eren  BSgenwerthen  die  conjngirten  Formeln  (cosa-ftsina)"     und 

{cosa — isina)"  nicht  dadurch  aus  einander  herleiten,  dass  man  a 
negatiT  nimmt,  sondern  man  muss  i  negativ  werden  lassen,  damit 
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•ach  das  t  in  den  Factor  1"  an  der  Verandenmg  mit  Theii  Dimmt/^ 
Dabei  wird  es  denn  freitich  notbwendig,   dass  man   Torher  £ejg 
Fomel  cos  aAhisma  anf  Bv^en  des  ersten  Quadranten  rediicire*j 


Statt  dessen  setite  man    aber  immer  obiges  ic-ff  sM  Scos  — 9 
■■d  ar — rstattSisin — a  nnd  umgeicehrt,  obne  den  bestimmten  Aoph 


dnck  liEr  die  Tieldeotigkeit  jener  Formeln  in  Recbnong  m 
men.   verlor  dadurcb  ancb  am  Ende  alle  Vieldeotigkeit  und  ] 
wmr  für  Bugen  des  ersten  Quadranten  giltige  Resultate.     Abeivj 
wms  nocb  scbfimmer  war,   man  nabm  anf  etwaige  Factoren  =4' 
die  ansser  dem  1  der  M^^rrescben  Formeln  in  die  Rechnung  flldi<| 
cinscbfidicn ,  gar  keine  Rficksicbt  and  eÜminirte  daber  ganz  nd8ch|t.j 
crUelt  foteGdi  ancb  faiscbe  Resultate  ^   nnd  wäbrend  non  die  frft4 
keren  MaAcmatiker  allen  Scharfsinn  anfboten,  am  den  Irrthum  iHi 
inden.    so  baben  riele  Neuere  dage^n  die  Scbuld  des  liifhumeiil 
dabin  geschoben,    wo  alles   weitere  JBrgründen   aufboren   musste,' 
nimlicb  auf  die  Divergenz  der  Reibenr     Darum   geben    sie  sich 
auch  nicht  die  Muhe  nachzuweisen  ^  wie  dieDirergeoz  der  Reihen 
Ursache  zu  Fehlem  wird,  sondern  glauben  ^nue  zu  thun^    wenn 
sie  zeigen,  dass  man  bei  Venneidung  dirergirender  Reihen  nichts 
'f  wenn  auch  nichts  Allgemeines,  erhält. 


§•7. 

Aus  dem  im  vorigen  (.  Gesagten  ^ht  zur  Genusre  hervor,  dass 
I  bei  der  Feststellung  der  3Ioivreschen  Formeln  äir  gebrochene 
Exponenten  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  Anfangs  ganz  vermei- 
den muss.  Es  sei  a  ein  (positiver  oder  n^ativerj^  Bogen  des 
ersten  Quadnaten  und  x=coso,  5=$ina,  so" wird  x  immer  eine 
positive  Zahl  sein.    Man  hat  dann 


(cos<i  +  *T^,sin«)«  =  (x+*T^.5)« 

='-+(^)r"''"^+(r)r ' ''^^'-'^ 

was  wir  mit  I?  +  iS  ♦  X* — 1  bezeichnen  können  •   so  dass  R  und  S 
nur  noch  voi^  t^  nicht  aber  von  ^  k—i  abhSngen.    Man  hat  also 

■ 

Man  setze  R   -y  ihvs»^   und  «S  —  y  sin^,    als*>  'f^9  =  75»  «o 
wird  9=**K«  I  Ä    Daher 
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-yßamo+A'i+B'k^....)^k 


(co«  a+V  k^i.MU a)*"  =  ^ (cos 9  +  t^it — 1 . sin 9))", 
eder  nteb  §.  5: 

^1      ^   {+ (sin  W9  +  21'it  +  »'it« 
^  (      +....)^A^ 

IJJBliiii  nun  folgt: 

^"^         cosiiia+-4A  +  ÄA*....  =  ^(cosw9)+2(^+®Ä:«...). 
sin  niii + ^'Ä + Ä'it« .  • . .  r:^  ^«  (sin  «9 + 3I'A  +  55'^« . . . ). 

h    Diese  Gleichungen  sind  richtig  ßir  jedes  k^i,  sie  sind  daher 
Ir  alle  Werthe  von  k  richtig,  und  wenn  man  nun  i=^0  setzt ,  so 
«Ifadet  man: 

cosYyta=^cos9t9,  sin  77?«= 5^  sin  119. 

Um  den  Werth  von  q=^K^+S^  für  k=0  zu  erhalten,  mul- 
tiplicire  man  die  Gleichung 


:) 


m  

(cosa+0-^l.sina)»  =  /2+  SV"F-l 


mit 


00  erbllt  man 


(cosa— O— l.sina)«  =Ä— SO— 1, 


m 


(l  —  Äsino*)»  =Ä«+S«— S^Ä. 


Setzt  man  hier  A'=0,    so  fol^t  q^=R^+S^=i,  q=i,  und 
fo^lich  cosiiia=cos7i9>9  sin  711a  =  sin  ng),  daher 

77t 

0)  =  — a. 

^      n 

Nimmt  man  nun  die  Werthe,  in  welche  die  Reihen  R  und  •$ 
für  ^-  =  0  sich  verwandeln,  so  erhält  man: 


?!L_a 


XVII)  cos— a=co8a" 

'  71 


cos  Ä»       sin  o* ... , 


—  (  —  )  cosa»       sina^ 

in  —a  =(  —  I  cos  o*      sm  «— ( —  j  cos  a"      sin  a 
n        \n/i  VW/3 

+  (— j  cosa" 


fiim 


rü-5 


sina' 


»It  jedoch  nur  9  wenn  der  Bogen  a  im  ersten  Quadran- 
ten liegt,  wie  man  sich  auf  folgende  Weise  überzeugen  kann.   Aus 
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üeii  Gleicbiuigeo  co»ma=cosn(p    und  sin ma= sin nq>  liesse  sU 
«Uttrdiugii  Hip=^2^X'i'nia  iolgeni,    wo  fi  eine  ganze  positive  od 

Mgative  Zahl  sein  kann.    Dieses  gäbe  y=  ,  so  dass 

die  enim  iex  ebtgMi  Reihen  =  cos         wäre.  Allein  dieselbe' 

kann  nur  eisen  von  den  in  cos  — enthaltenen  Werthen  V( 

n 

i.Htfi>M"i    iumI  da  sie  ffir  a=0  den  Werth  1  hat>   so   muss 
cos— ^--  ==t,  and  folglich  f*=0  sein. 

Ilaher  giebt  jene  erste  Reihe  den  cos— a,   wenn  a  spitz  ist^, 

m  "^ 

9§ßi  dMN  kann  sie  nicht  zugleich  zur  Darstellung  von  cos  ~(2f«9r-|-a) 

diemw«  Auch  gilt  sie  nicht  mehr  Rir  solche  Werthe  von  a^  fBr 
i^ekhe  cosa  negativ  ist,  weil  die  ganze  Rechnung  darauf  ruht» 
4sut»  rA$na  positiv  sei. 

§.  a 

Will  man  nun  für  die  Vieldeutigkeit  der  Moivreschen  Foi_ 
b#»{  gebrochenem  Exponenten  einen  klaren  Ausdruck  erhalten  ^ 
«»ifd  man  sftmmtlicne  Wurzeln  auf  eine  primitive  zurückföhren 
müimeu»  Vm  nei  a:  die  absolute  Grosse  des  Cosinus  eines  Winkels 
A  Mtd  y  fiedeute  den  (positiven  oder  negativen )  Sinus  desselben 
WiokelM  f  mt  wollen  wir  die  Zurückfuhrung  auf  diejenige  Wurzel 

des   Binoms   (;r-i-f;y)*  machen,  welche  durch 

K©.' -'-(?). -'-v+..) 


ausgedrückt  wird,    wenn  man  fSr  die  gebrochenen   Potenzen 

jf^       ,  u.  «.  w.  nur  ihre  absoluten  Werthe  nimmt.  Ist  a  der  (posi- 
tiie  oder  negative)   spitze  Bogen,  der  zu  x  als  Cosinus  und  zu  y 

ttU  JSiuus  gehurt,  so  ist  diese  Wurzel  nach  §•  7.  =  cos     o  -\-  i  sin — a. 
Ferner  ist  klar,  dass  für  jeden  Werth  von  h 

(cos6-|-isiu6)ii      CO«     h\  i  An      Ik 

wenn  man  an  den  Ausdnick  zur  Linken   nur  die  Forderung  stellt, 
dass  seine  »te  Potenz   -   (cohA  |  fivInA)"*  \\-en(en  soll.    Auch  fUlt 
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Vieldeutigkeit   dieses  Ausdruckes  hinweg,    wenn  man  nicht 
die  Werthe  von  cos  b  und  sin  b  im  Auge  hat^    sondern  den 
Ftrtli    des   Bogens  b    selbst  als    einen    bestimmten   voraussetzt, 
in  dann  würcle  zwar  die  wie  Potenz  von 

cos  -5- — ' +  1  sin  — ^- — = 

n         ■  n 

noch  dieselben  Werthe  von  cos  b  und  sin  6,  aber  verschle- 
ppt Werthe  von  b  liefern.  fi^ 

Nnn  hat  man 

CO«  (6  +a)  +  isin(6  ^a)=(cos6  +  £sinÄ)  (cosa-|-tsin  ä), 

wenn  man  dieses  zur  Potenz  vom  Grade  —  erhebt : 

n 


XVIII)  (cos  (6  +  II) +1  sin  (6 +  a))« 

=(co8— o  +  tsin  —b)  (cosn-l-tsina)". 

Ist  aber  hier  a  ein  spitzer  Bogen ,  dessen  Cosinus  ==  x  und 
dessen  Sinus  =y  ist,  und  nimmt  man  6=2ft7r,  so  wird  zu  ^^7C-\-a 
decli  noch  x  als  Cosinus  und  y  als  Sinus  gehören,  und  wenn  man 
aleo  SfAff+a  mit  A  bezeichnet,  so  hat  man: 

XIX)  (coS2«  +  fsin^)^=(cos?"2£^  +  isin?^5^)(ar  +  ty)". 


n 


n 


So  ist  der  Ausdruck  zur  Linken  in  XIX)  im  Allgemei- 
nen n  verschiedener  Werthe  fähig,  so  fern  man  näm- 
lich nur  die  Werthe  von  cos  ^  und  sin^^  nicht  aber 
zugleich  auch  den  von  A  berücksichtigt.  Geschieht  das 
letztere,  so  verschwindet  natürlich  auch  die  Vieldeu- 
tigkeit, und  man  müss  ft=0,  =1,  =2,  u.  s.  w.  nehmen, 
je  nachdem  A  im  4.0Hhlsten,  4.14-lsten,  4.2-f  isten, 
u.  8.  w.  Quadranten  liegt.  Diese'  Bemerkung  ist  für  den 
Gebrauch  der  Formel  XIX)  nicht  ohne  Wichtigkeit 


Da  aber  cos 


2m(i7t 


-|-  tsin 


2m(in 


n      '  n 

verwandelt  sich  der  Ausdruck  XIX)  in 


die  n  Werthe  von  1"  vorstellt. 


m 


m 


(cos  A  +  isin  A)^  =  l«  (.r +y)* , 


m 


dass  die  Vieldeutigkeit  von  (cosi^  -f- 1  sin  ^)"  durch  die  nWerthe 
von  1*   wirklich  dargestellt  wird. 


m 


m 


m 


m 


Und  weil  (:p-|-iy)"  =  (cos a  +  £sina)*  =  cos— «  + tsin -a,  8o 
verwandelt  sich  XIX)  in 


ThtUYIL 
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*fc' 


(cobA  +  t«in^)»  =cas — ^—-2- —  +tsiD  — ^^^—^ 

m   .      ...    m 
=  €08— -4  +  ism — il, 

M  CJAM  also  die  allsemeine  Giltigkeit  der  Moivreschen  Formeln, 
die  Manche  in  Zweiiei  gezogen  haben ,  für  diesen  Fall  gerecht- 
fertigt istv. 

Nimmt  man  nun  hierin  A  oder  i  negativ,    so  erhält  man 

(cos  A  —  i  sin  A)^  =  cos  — A  —  i  sin  — A , 
und  aus  dieser  Gleichung  endlich  mit  der  vorigen : 

m    ^     (cos  A-{-i  sin  A] 
cos 


m    ,  _ (cos  A-{-i  sin  A)^  +  (cos  A — t sin  A)n 

A  — —————————— -        , 


m  m 


.    m    ..    (cos-^  +  ?sin-^)"  —  (cos-4 — tsin^" 
sin  — -4= ^—cp ^: 

und  auch  diese  Formeln  lassen  sich  noch  rechtfertigea, 
wenn  man  nur  eine  solche  Verbindung  der  Wurzeln 
nimmt,  dass  das  Imaginäre  sich  hebt.  Sobald  man  also 
mit  den  Ausdrücken 

m  m 

(cos  A-{-i  sin  A)^  +  (cos  A  —  i  sin  AY  ^ 

m  m 

,  (cos  A'\-i  sin  ^)»  —  (cos  A  —  i  sin  Ay 
una  2 

rfie  Bedingung  verbindet  oder  verbinden  muss^  dass 
das  imaginäre  sich  heben  sollj  so  wird  man  auch  den 
ersten  =  cos  ma,    den  andern  =  sin  ma  zu  setzen   haben. 


imaginären  Form,  und  wenn  uns  der  Verlauf  einer  Rech- 
nung auf  sie  hinführt,  so  müssen  wir  uns  hüthen,  die 
genannte  Bedingung  mit   ihnen  voreilig    zu   verbinden. 

m> 
Nur  wenn  —  eine  ganze  Zahl,    oder  wenn  bei  gebroche- 

m 

nem  Werthe  von  —  der  Bogen  a  im  ersten  Quadranten 

n 

liegt,  ist  der  erste  jener  Ausdrücke  allemal  unbedingt 

t=  cos --«,  der  andere  ==  sin— a,   denn  dann   ist  mit   den 
M  n 
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oben  genannten  Urwerthen  von  (cos^-jr^^in^l)'* kein  ande- 


rn 


rer  Werth  von  1"  zu  verbinden  als  die  1. 

Die  Gleichung  XIX)  gilt  aber  nur,  wenn  cos^  eine  positive 
Grosse  ist.  Ist  cos  A  negativ,  so  wird  A  im  3ten,  7ten,  Uten, 
n.  s.  w.  positiven  oder  negativen  Quadranten.  liegen.  Man  nehme 
dann  in  äVIII)  6  =  (2fiH-l)jr  und  setze  (2f*  +  l)7c-|-a=:2l,  so  wird 
immer  cos-^i  =  —  x  und  sin -4=  —  y  sein,  und  man  erhält: 


m 


XX)  (cos  A  +  isin  A)^ 


m 


=r  (cos     ;  ^J^        +is\ü     '  ^7        )  ^'^+*^^" ' 

wo  nun  fi=0,  =1}  =2,  u.  s.  w.  zu  nahmen  ist,  ie  nachdem  A  im 
4.0+3,  4.1+3,  4.2  +  3,  u.  s.  w.  Quadranten  liegt.  Man  sieht 
also,    dass  wenn  die  Zurückfiihrung  auf  die  oben  bezeichnete  Ur- 


m 


Wurzel  von  (a:  +  ry)"  gemacht    werden    soll,    die   Verschiedenheit 

-  m(2u+l)% 

aller  «Werlhe  von  (cos^+tsin^)'*  durch  den  Factor  cos — 


n 

+isiH  =( — 1)»  dargestellt  wird.    Aueh  folgt  auf  gleiche 

Weise  wie  oben 

cos  —A  +  i  sin  —A  =  (cos  A + 1  sin  A)^ , 
und  Zugloch  erhellet  auch,  da^s  die  Ausdrücke 

m  m 

(cos  A-Yi  sin  A)^  +  (cos  A  —  i  sin  AY  __  i  rr^i  i  Vn 

w«  "»  «. 

—  —  m  "* 

,  (cos  A-\-i  sin  ^)^  —  (cos  A  —  i  sin  ^)" j  1^« i.  pr"^ 

Mf  Hl 

nichts  anderes  als  cos  — a  und  sin  — a  bedeuten,   wenn  noch  die 

n  n 

Bedingung  hinzugedacht  wird,    dass.  in   den  Wurzelverbindungen  , 

das  Imaginäre  sich  heben  soll.     Ohne  diese  Bedingung  aber  giebt 

es  jetzt,    wo  cos^  negativ  ist,    ausser  für  ganze  Werthe  von  — , 

keinen  Fall,  wo  man  jene  Ausdrücke  unbedingt  mit  cos  —  a    und 

sin  — a  zu  vertauschen  sich  erlauben  dürfte. 

E^  ist  jetzt  nur   noch  nuthig,  dass  ich  die  imaginäre  Bedeu- 

m  I»  mm 

tung  der  Ausdrücke  \  U»  +  \  F" und  ~ü^  --'  4f  ^^    angebe.       Zu 

dem  Ende  bezeichne  man  (+1)"  durch  ly+i-ö',  so  hat  man 

2* 
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Un=(ti+id)  («+lf»)»  =(ij+t^)(co8-o+isin-a). 

Wird  aber  der  Bögen  A  negativ   genommen,    so  wird  auch  y 
negativ,   und  es  venvandelt  sicn  U  in  F.    Daher 


Daher 


§.9. 


'  I 

Ueber  die  Moivreschen  Formeln  mit  negativem  Exponenten 
ist  nur  wenig  zu  sagen  übrig.  Die  Betrachtung  iässt  sich  auch 
hier  mit  der  allgemeineren  Grosse  yk — 1  statt  des  i  beginnen  und, 
man  erhält  zuletzt  ähnliche  Resultate,  wie  bei  positiven  Exponen- 
ten.   Denn  wenn  zuerst  m  eine  ganze  Zahl  i^t,  so  hat  man 

* (cos  a  ^—  ^k—-l,  sin  g)"* 

(cos  a+Vk^l.  sin«)-  "^(eosa+4^Fj .  sinaMcosa-^TiPl .  sin^ 

(cos  a  —  ^k — 1 .  sin  a)"» 

welches  sich  nach  §.  5.  in 

(cos  o  +  y^k—i .  sin  a)— "» 

!     cos  ina  +  Ak'\-Bk^+*,..  ) 

verwandelt,  woraus  sich  alsbald  alles  Weitere  ergiebt. 
Ist  aber  der  Exponent  ein  Bruch  =  —-,  so  hat  man 

m 

(cos  a+y  Ä— 1 .  sm  a)     »  =  -^ — ^^ 

(1  —  ksma^^ 

Hier  lassen  wir  nun  den  Bogen  a  zuerst  im  ersten  Quadranten 

m 

liegen  und  lösen  (cosa  +  I^Ä— l.sina)     »auf  in 

cosa      "+( j    cosa      «         sina^.(^ — 1)  +  .... 
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I   CO«  a 


*        8in  a 


(m\  — ü— 3 
)    coso      *         sin  a'.(A- — 1.... 


V  /  - 1 


Nach  5.7.  laust  sich  aber  (cosa— i^Jt— l.sina)«iDÄ-SV  it-l 
«■modeln,  so  dass  man  also 

R 


Rf= 

m 

(1  — )5fsina*)» 
t.    Daher  fOr  £=0 


S'  = 


—  Ä 


(1  — A:sina«) 


9Mi 


B'=:Ä=cos — a=co8( a), 

'  =  —  5= — Sin — a=sin(— — a). 

Blan  sieht  hieraus,  dass  die  Reihen  in  XV)  für  jeden  Werth 
m  selten,   wenn  der  positive  oder  negative  Bogen  a  nur  Im 
cnten  Quadranten  liegt. 

m 

Bei  (cos^l-f-tsin^l)      *>  muss  man  ebenfalls  die  Reduction  auf 

das  Binom  (x+iy)      "  machen,    wo  x  die  absolute  Grösse  von 
cos^  und  y^sinA  ist.    Man  wird  da 


(cos  ^  •)- 1  sin  ^)      *»  =  (cos  — i^  —  t  sin  — &-)  (a  +  iy) 

n  71 

weoD  cos^l  positiv  ist,  und      ^ 


m 
n 


m 


(cos^-h^'sin^)      " 
=  (cos —  t  sm  ^^^  ^ — -Kx+iy)     " 


fffi 


wenn  cosil  negativ  ist,  erhalten.     Unter  (x  +  iy)      *  ist  diejenige 
Wurzel  zu  verstehen,   welche  durch 


"-(-:-).''■">+(-?).' 


••—4 


y*.... 


m 


m 


+'[.(-7>^--''-(-:)/-"-v+- 


I 


berechnet  wird ,  indem  man  für  j;      * »  o:      "        ,  u.  s.  w.  nur  die 
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absoluten  Zahleowerthe  setzt.      Hieraus  ist   aber  klar,   dass  die  i 


jit 


Ausdrucke  XIX)  uud  XX)  auch  für  uegatiFe  Werthe  voo  —  gelten 

"  '        1 
§.  10. 


.i 


•  1 


Zuletzt  will  ich  noch  die  Anwendung  der  bisherigen  Theorie 
an  einem  Beispiele  zeigen,  und  zu  dem  £nde  die  berüchtigte  Reihe 

l7=cosjiii-|-iii c6s(it — 2)a  +  W2  cos(/i — 4)a.... 

wählen,,  welche  Euler  als  die  Entwickelung  Ton  S!" cos o"  gefunden 
hatte  und  die  nach  ihm  für  alle  Werthe  von  n  und  a  gelten  sollte. 
Aber  Poisson  entdeckte  nachher,  dass  diese  Reihe  mr  n=l  und 
jpz=7t  nicht  mehr  richtig  sei,  und  seitdem  ist  sehr  riet  über  diese' 
Sache  Terhandelt  worden.  Mir  scheint  in  der  hier  gegebenen 
Theorie  die  allereinfachste  Auflösung  der  VerwidLelung  zu  liegen. 

Es  sei  iK  überhaupt  ein  positiver  oder  negativer  Bruch  —und zuerst 

cosa  positiv.    Der  spitze  Bo^nwerth  zu  cosa  sei  q>,   so  ist  all-  , 
gemein,  wenn  k  eine  ganze  2ahl  bedeutet: 

cos(^  — 2it)a 
=  i[cos  (^— 2il)2f*:r+isin(2- 2it)2tt.T]  (co§g)  +  tsing))  f  ' 

+  i  [cos  (2— 2il)2f*.T— i  sin(2— 2il-)2i4.T]  (cosg)— i  sing»)  T"** 

Spprr      .    .    2/>ftnr  .  .      .  4~«* 

=i  (cos  + 1  sm -^ ) (cosy  + 1 sm  9)  f 

2pf*nc      .   .   2/^tt».,  .   .      v^-«* 

+  4(cos-^-^^ 1  sm— *-^ — )(cos9  — tsm^)  f 

Hier  setien  wir  zur  Abkürzung 


1 

1 


cos—      dt«^^n-^-=(^^J. 
cos<3f»4:*Si>n9>  =  f  nh 


und  erhalten 


^-•»»^  '-i* 


ros(^— :J*)«=  RPn     ^^   f  R*l^n 
Dadurch  verwandelt  sich  die  Reihe 
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IB 


[ 


u=iEcp^^(^X  /.-+(!) 


+i'^A^^"'«  ••> 


+  i^'(^^  +  ©.^'    '  +  (fX^ 


*^»?A'"~*+—^ 


L  E. 


Aber  man  hat 


cos  9 -fi  sin  99 
=  cos  q>  +  iainip  +  cos  9  —  t  sin  9 = 2  cos  q> , 


eben  so 


P'-f -i=2cosg>. 


Unsere  Reihe  wird  also 

E.  P  Pf 

C7=4Ä(2coÄ9)9+iÄ'  (2cos9))«=:i(Ä+jB02«(co8<y))ff , 

,    ,     „  2p(in     t  P 

d.h.   t/  =  cos-^-^~- .2«  (C0S9)«. 

Daher  ist  allgemein 

XXI)  2«  co8^2^  (cos  g))« 

=  cos|«+(|)^  cos(|-2)a+(|)^cos(|-4)a+....    ^ 


COS 
2  \^ 

und  dabei  ist  cos  9  =  cos a 9    und  man  muss  nach  §.  S.  (i=^0,  =1, 
=2,  n.  s.  w.  setzen»  je  nachdem  a  im  Isten»  5ten,  9ten,  u.  s.  w. 

Quadranten  liegt.    Ist  9  =  1»  also  ^  eine  ganze  Zahl  n,   so  wird 

2tiiifr9r 
eoe— ^•^---=1,  und  man  erhält  die  gemeine  Reihe 

2*coso"=cos7ia+7ii  co8(n — 2)a+n2  cos  (n — 4)  a  + . . . . , 

'die  füt  positive  und  negative  ganze  n  allgemein  gilt. 

Ist  nun  zum  Zweiten  cos  a  negativ ,  so  wird  man  setzen  müssen . 

cos(2— 2Ä)a 

=r  ^  [cos  (^ — 2it)  (2ft  f  l)7c  + 1  sin  (2  — 2A-)(2f*+l)a]  (cos9+ising>)  ^  "  '^ *" 
+  4  [cos  (2  -  2k)  (2(i+l)7t  - 1  sin  (^  -2/t)(2^+l)a]  (cos<p-i  8in<p)T  ""  ** 


u 

^  WBomfT  dcfljeiiisefli  s|NtEea  Boem  Tersfanden ,  der  zu  cosa 
al«i  Umect  ZaU  seiiört.     Dadurch  ei^t  man  anf  gleüdie  Weise  J 


Wj 


=~f-*(f).'~(?-^>+(f).~(?-*>+- 


md  maa  aivss  jft=0.   =1,  =2,  o.  s.  w.  nehmeDy  je  nadidem  ir 

Jtau  ^te«,  Utes,  a.  s.  w.  Quadranteo  iie?t  Unter 2  f  iaid(co89)ff 
■nr  aligaoliite  ZaUen  za  Terste&en.  ^ 


^m  ■■■  Ider  mit  Poisson  ^=1,  m=n,  aoislcos^ 

=  1,  «id  man  otalt,  weil  m=x  im  Sten  Qaadnnten  11^  vnd 
t=0  ist: 


1 1 


2"«s(|).  l^=e«0)(l+a\  +(J),+....)=«»(j)(l+l)',      ! 


weldbei:  mn  ni^t  melir  uriditis^  ist  ^ 

Wild  in  XXU)  9^=1  §:enoBguiien  ^  so  erkSlt  man  abeimals  die    j 

iP 
scwSUklie  Reüie.    Denn  cos^f  wird  der  Grusse  nach  dodi  inuner* 

==  cosef  »  aher=-|-cosaf  hei  geradem  und  = — cosaf  betunge»  ,  | 
Exponenten.    Das^:eo  wiid  cos— (2|*-|-i)»= — 1  hei  «ige« 

nnd  =^1  hei  seiad^n  ^;     daher  der  Wecth  ¥on  XXII) 

1^  IL 

=9f  cosut, 

Hitte  ich  aber  anfan$;s 

^— «* 

^  i^cwsit — is^n«>t 

cesetxt  und  mit  di^ew  Au^^lnid^te  %\\^  K^H^nnnoe  isemacht,  <Ane 
mich  weiter  um  die  Yl^d^tigkeil  der  WiirAeln  ^«n  ktaimem,  so 
hStte  ich  ein  nnr  tf)lr  Werihe  v^hi  «i  \m  ersten  (^mdranten  panaen- 
des  Resultat  erhaltt^u  eheu  xxeil  jem^  ^^)^nlU99elxwM^  w  fifr 
solche  Werthe  vmu  «  iviiKv^t 
ladesoen  Urt  die  Formel 
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2»  cosa*  =  cos7ta-|-nicos(n— 2)a-|-%co8(n— 4)a.... 

anfangs  y    wenn  ich  Dicht  irre»  auf  einem  anderen  Wege  gefunden    , 
worden  9    bei  welchem  man  die  klare  Uebersicht  über  die  Rech- 
*ming  verlor.    Man  setzte 

u=coaa-i-i8ma, 
v=co9a  —  isina, 

dass  2co8a  =  u-|-o  wird.     Dadurch  erhielt  man 

2»»  cos  Ä»  =  («  +  »)«  =  u»  +  WiW»-*  i?  +  W2M""-*«*+ . . . . , 

Iches  sich,  weil  uv=i  ist,  in 

2"  cos  a»  =  tt"  +  niu^—* + ti^u^—*  +  •  •  •  • 

verwandelt;     Weil  es  aber  einerlei  ist,   ob  man  u-i-v  oder  v-{-u 
•ebreibt  ^  so  hat  man  auf  gleiche  Weise 

2"  cos  o"  =  r" +Wi  »"—•+%«>»—■*+•••  •> 
nad  wenn  man  beide  Reihen  für  2"  cos  er"  addirt: 

!l«co«a-  =  — ^— +«i( ^ )+n2( ^ ^)+.... 

Bis  hierher  ist  die  Rechnung  ohne  Tadel*  und  der  Ausdruck 
(är  jeden  Werth  von  n  und  a  richtig.    Nun  setzte  man  aber 


M»  -f  r"        (cos  a-i-i  sin  a)«  +  (cos  a— i  sin  a)» 

— 5—  =  o =  cos  na. 


I    und  beging  hier  die  Unvorsichtigkeit.   Wenn  n  eine  ganze  positive 
^   odar  negative  Zahl  ist,  so  kann  man  nur  cos  na  statt  — ^ —  set- 
zen, desgleichen  auch  nur,  w^nn  bei  gebrochenem  n  der  Bogen  a 
im  ersten  Quadranten  liegt.     Aber  wenn  im  letzteren  Falle  a  den 
eisten  Quadranten  Überschreitet,  so  kann  man  noch  etwas  Anderes 

lär 5 —  setzen ,  und  womit  will  man  denn  beweisen ,  dass  gerade 

hier  in    — g —  das  Imaginäre  bei  aller  Vieldeutigkeit  der  Wurzein 

sich  heben  müsse  (6.  8.).  Hiermit  aber  hat  der  Streit  alle  Bedeu- 
tung verloren  und  die  analytische  Allgemeinheit  der  Binomialreihe 
ist-  auch  hier  gerechtfertigt. 

Doch  ich  fürchte,  dass  dieser  Aufsatz  schon  zu  lang  gewor- 
den und  schliesse  für  dies  Mal  mit  folgenden  Bemerkungen.  Hat 
man  sich  denn  in  diesem  Streite  wirklich  gefragt,  was  man  unter 
dem  Ausdrucke  2*^  cos  a"  bei  gebrochenen  Exponenten  denken  wolle? 
Wollte  man  die  verschiedenen  Werthe  von  cos  a"  bei  gebrochenem 
11  darstellen,  so  entsprach  die  Rechnung  der  Voraussetzung  nicht. 

Setzen  wir  ^  statt  n  und  bezeichnen  (±1)9  durch  17 -f-t^.  Seifer- 
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■er  fp  der  n  eesa  als  Zaiil  gehurige  spitze  B^^enweith,    so    ist 
««        =(^-f-r^)(eos7-|-isiD9)f        ,  und  wir  haben  2f  (cosa)f=   , 
(^+f^>[(cos7>  +  isiD9)f +  (-)   (COS9-I- tan9)7      +.••.]•  Neh- 

\Yx  1 

nea  wir  aber  a  Degativ,  so  wird  auch  sintp  o^atiY  and  man  findet 

2  9  i€os  fl)  •  =  ( »?+*^)  [  (cosfp — t  sin  9)  ♦  +  (  -  )  (cos^— fein^)  f      + ..] 
und  wenn  san  nnn  beide  Reihen  addiit^  so  erhalt  man,  da,  wegen   ^ 
des  spitzen  Werthes  ron  9,  (cos9^-l-l sin  9) '  —  (cos  9 — tsin  g>)  f  nichts  ' 


9 

2?{ea5 «)f  =(,  +  •>)  [cos J9  +  (0  cos  (^  - 2)^ +....] . 
wdcfces  eben   nidifs   weiter  säst,    als 

2f  (cosa)f=2f  (17  + t^)(cos9)f. 

War  der  Sinn  der  oben  angegebene,   so  durfte  da^s    | 
Imaeinäre  ans  der  Reihe  nicht  verschwinden. 

tl'ollte  man  aber  die  Ausdrucke  in  XXI)  und  XXII)  erhalten, 

p_  ] 

so  hatte  man  bedenken  müssen,  dass  in  (cosfi)f  selbst  noch  das  ; 
Imasinäre  steckt,  das  man  aber  ganz  unberücksichtigt  liess  und  J 
somit  g^^n  den  Sinn  Ton  1  Terstiess  (§.5.u*$.6.),  das'man  fölsch-  - 
lieh  für  eliminirt  hielt.  Man  hatte  dann  statt  aer  eben  angeführ- 
ten Gleichung 

LI.  L    /o\  L^% 

2f  (cos«)f  =(lH^•^)[(cos9^^'sin9)f+(^Jj^(cos^H^•sin9)f      +.]    I 

Tielmehr 

=  (i|  +  t0)[(cos9  +  isin(]p)?  +  r^j    (cos9  +  isin9?)f      +....] 

setaen  sollen.    >Vird  hier  t  negativ  genommen,  so  findet  sich 

t  £ 

2f  (1/— ♦»(cos9)f 

=  (if~i^)[(ro»y  — islnq(^)t  f  f ~J  (ro«<|p— isiny)f""  +•••.] 

und  indem  man  nnn  beide  Reihen  aiidirt «  erhalt  man «  da  nadi  {•  & 

t  t 

( V  -f- 1^)  (cos  9  -{- 1  sin  9«)  f  f  ( ly  ^  j{^)  (iHW  <r  - 1  sin  <f)  «  nichts  anders  als 

^cos^o  ist, 
9 


2r 


*\  • 


2f  i2(cosg))«=cos-a  +  ^^J^  cos^^^2^af 


welches  die  Ausdriicke  in  XXI)  und  XXII)  darstellt    Subtrahirt 
I  dieselben  Reihen^  so  erhält  man  noch 

p  p 

XXIII)  2»-^ (cos 9)) V 

•  p 

Mrb  nun  '^=sin-^ —  oaer=  sin^-^^ ^-—  gesetzt  werden  muss. 

je  nachdem  cos  a  positiv  oder  negativ  ist. 


Velber  eine  gewisse  Oattun^  Yon  Auf- 

(^aben  für  Prüftanf^eii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Unter  den  mathematischen  Aufgaben^   welche  sowohl  hier  als 
anderwärts  zum  Gebrauch  für  Schulen  vorgelegt  werden^  vermisse 
ich  eine    gewisse  Gattung^    die    mir  n.omentlich   zum  Behufe  von 
schriftlichen  Prflfungen    ))esondere  Vorziige  zu   besitzen   scheint. 
Eis  ist  bekannt,  wie  wenig  solche  Aufgaben  dem  Zwecke  der  Prü- 
fungen entsprechen,    deren  Losung   einen   besonderen  Kunstgriff, 
einen   glücklichen  Einfall   erfordert,,   bei  dessen   Aufsuchung  die 
Schüler  vielleicht  Stunden   zubringen    können,    ohne  ihn  dennoch 
m  finden.     So  darf  man  z.  B. ,  wenn  man  et^va  bei  einer  Abituri- 
enten-Prüfung den    Ptolemäischen  Lehrsatz  zum  Beweisen   vor- 
*  legt,  —  vorausgesetzt,  dass  dieser  im  Laufe  des  Unterrichts  selbst 
nicht  vorgekommen  ist,  —  zuverlässig  erwarten,  dass  kaum  Einer 
auf  die  dazu  nöthige  Uülfslinie  verfallen  wird ,  so  dass  mithin  allen 
denen ,  welche  sich  vergebens  darüber  abgemühet  haben  (und  diese 
pflegen  gerade  die  besseren  zu  sein) ,  die  Gelegenheit ,  den  wirk- 
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liehen  IJestanil  ilirer  Kenülnisse  zu  zeiseii ,  abgeschniltep  ist. 
Von  der  itnderea  Seite  liünnen  aber  aucli  diejenigen  Aufgaben  dem 
Zwecke  der  Prüfunsen  nur  theilweise  genügen,  welciie  im  Laufe 
des  Unterrichts  wirklich  vorgekommen  sind;  deun  hier  wird  die 
Losung  zu  sehr  Gedächtnisssache,  und  kann  zu  keinem  Urtheil 
über  die  gewonnenen  Fähigkeiten  des  Schülers  führen. 

Von  beiden  Üebelständen  frei  scheint  mir  diejenige  Gattung 
von  Aufgaben  zu  sein,  wekhe  ich  hiermit  in  Anregung  bringen 
will.  Das  Charakteristische  dieser  Aufgaben  besteht  darin,  dass 
in  ihnen  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  als  veränderlicb  ange- 
sehenen Grössen  aus  einer  dem  Schüler  bekannten  Sphäre  gege- 
ben, und  dabei  gefordert  wird,  während  die  eine  dieser  beiden 
GrCssen  alle  Werthe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  durch 
läuft,  die  zugehörigen  Werthe  der  andern  Griisse  anzugeben.  Die 
Lösung  dieser  Aufgaben  erfordert  keine  besondere  Erfindungsgabe 
von  Seiten  des  Schülers ,  und  dennoch  verlangt  sie  mehr  als  eine 
todte  Wiederholung  vorgetragener  Lehren;  sie  eignet  sich  demnach 
in  gleichet  Weise  für  den  fähigen,  wie  für  den  schwachen  Schü- 
ler, und  liefert  deshalb  auch  den  besten  Massstab  zu  einer  ver- 
gleichenden Beurtheilung  beider.  Ich  will  einige  Aufgaben  her- 
setzen ,  die  sich  für  schriftliche  Abiturienten  -Prüfungen  eignen 
möchten ,  zu  welchem  Zwecke  ich  sie  theilweise  bereits  angewandt 
habe.  Dass  sie  nicht  zu  leicht  sind,  darüber  glaube  ich  die  Er- 
fahrung aller  denkenden  Lehrer  für  mich  zu  haben.  Die  Zahl 
derselben  wird  jeder  Lehrer  ohne  Mühe  vermehren  können. 

1.  Anzugeben,  welche  Werthe  die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung  a:"— 7a;  +  m=0  successiv  durchlaufen, 
wenn  man  m  alleWerthe  von  0  bis  ao  durch  laufen 

lässt. 

2.  In  derselben  Gleichung  alle  (positiven  und  nega- 
tiven) Werthe  anzugehen,  welche  m  durchlaufen 
darf,  damit  die  Wurzeln  der  Gleichung  nicht  ima- 
ginär werden. 

Eine  dieser  Iteiden   Aufgaben  mochte  völlig   hinreichen ,    um 
sich  darüber  zu  versichern,  wie  ein  Schüler  die  Theorie  der  qua-    . 
dratischen  Gleichungen  verstanden  hat.     Dasselbe  gilt  von  der  fol-    i 
genden  dritten  Aufgabe  in  Bezug  auf  die  Begriffe  der  trigonome- 
trischen Functionen. 

3.  Anzugeben,    welche  Werthe  der  Winkel  i))  in  der 
Formel  tang  i(;=l  +  sinK-cos<*  allraäüg  durchläuft,  , 
wenn  man  a  allmälig   alle  Werthe  von  0»  bis  360" 
durchlaufen  lässt. 


4.   An 


ecks 


)  Bestandtheileu 
I    eine    Seite   und 
rt  beihe- 


einen  ihr  anliegenden  Winkel  ungt 
hSIt,    aber  den   gegenüberliegende 
Werthe  durchlaufen  lässt,  deren  er  fähig  i 
Diese  Aufgabe,    der  sich  noch   viele  andere  zur  Seite  stelleu    1 

lassen ,    kann   sowohl   zu  geometrischer   als    zu  trigonometrischer  | 

Behandlung  voi^legt  weraen. 
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tf.   Aflingeben,   fflr  welche  Werthe  von  x  der  Aus- 
drocklogi im  briggischen  Systeme  successiY 

:    r  die  Werthe  0,    1,   2,   3....  bis  od,    sowie —1,   -2, 

-3....  bis  —00  annimmt. 

Aoch  physikalische  Aufgaben  lassen  sich  so  behandeln »  z.  B. 

,.S.  Die  Lage  des  Spiegelbildes  von  einem  gegebenen 
^  :^i"  Objecte  in  einem  sphärischen  Convezspiegel  an- 
Iki^'.-     'ugeben,   bei  allen  möglichen  Entfernungen  vom 

Spiegel,    die    das    Object    succe#5iv    annehmen 

kann. 

Ich  ftige  hinzu 9  dass  sich  diesen  Aufgaben^  wenn  man  sie  in 
~  Unterricht  selbst  hineinziehen   will  y    bequem  die  Betrachtung 
Haximi»  und  Minimis  anknüpfen  lässt,  und  darf  sie  schliess- 
allen  Lehrern  zum  Versuche  empfehlen. 


IV. 

VoehmaUffe   Einreden   ^egen   Herrn 

Doctor  fi(chl9nitich. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zu  Weimar. 


§.  1. 

In  dem  Aufsätze,,  in  welchem  ich  die  Moivre'schen  Formeln 
^^BtzusteUen  bemüht  bin,  habe  ich  zwar  die  Erklärung  abgegeben, 
Afls  ich  den  Weg  der  Streitschriften  verlassen  und  dagegen  die 
'^htigsten  Momente  der  analytischen  Theorien  lieber  unabhängig 
.^  zufälligen  Einreden  anderer  in  einem  mehr  geordneten  Vor- 
fcige  erläutern  wollte ;  aliein  die  beiden,  von  Herrn  Dr.  S  ch  1 G  m  i  1  ch 
(•^  mich  gerichteten  Aufsätze  in  Theil  V.  Heft  4.  dieses  Archives 
^  durchaus  von  der  Art,  dass  ein  gänzliches  Schweigen  nicht  statt- 
inden  kann.  Denn  abgesehen  von  allen  Persönlichkeiten,  so  lassen  sich 
las  jenen  Aufsätzen  doch  einige  Bemerkungen  herholen,    welche 
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für  die  Beleuchtung  der  Theorie  nicht  ohne  Wichtiskeil  siod. 
Ich  habe  mich  über  Herrn  Dr.  Schlümilchs  EinreUea  in  der 
That  Sehr  gefreut,  um  sa  mehr,  &\s  im  Eingänge 'UoShung  ror- 
hauden  scbieQj  dass  ein  Einverstfindniss  bald  niugl ich  sein  werde; 
als  ich  aber  diejenigen  Ideen,  welche  die  Seele  der  ganzen 
Aoalysis  aut^machen :  syntaktische  Bedeutungen  als  Hinterthü- 
ren ,  Einheit  der  Formen  als  unglückliche  Einbildungen  bezeich- 
net sah,  da  niusste  ich  die  gefiisste  lloffnung  alsbald  wieder 
aufgeben. 

Dass  ich  diesen  Streit  um  die  Methode  der  unbestimmten 
Coetlicienteu  unif  die  divergirenden  Reihen  selbststSndig  und  im 
Interesse  der  Wissenschaft  unternommen  habe  und  dabei  kein 
blinder  Nachbeter  hin,  Vie  mir  Herr  Hr.  SchlÖ milch  vorwirft, 
'laube  ich  genugsam  bewiesen  zu  haben.      Steht   denn   hier    Heir 

SchlOmilch   auf  seinen   Füssen?       Dass  ich    bei  meinen 

itrebun^en  nicht  irren  kCnute,  habe  ich  nie  behauptet,  aber  ich 

kann  von  ]edem  Anhänger  der  neueren  Theorie  dieselbe  Ruhe  und 
Würde  ini  Vortrage  verlangen,  die  der  verehrte  Herr  Herausgeber 
dieses  Archives  für  meine  Ansichten  zur  Bedingung  macht.  Dem- 
selben gebührt  hier  In  der  That  die  grüsste  Hochachtung  und  An- 
erkennung, indem  er,  obschop  gesenw artig  den  neueren  Ansichten 
sich  zuneigend,  dennoch  seinem  iVrchive  nicht  bloss  eine  einsei- 
tige und  eben  desshalh  für  die  WissenKchaft  verderbliche  Rich- 
tung geben  mag.  Daher  kann  ich  auch  nicht  glauben,  dass  er 
etiva  bloss  aus  demGrnnde  der  Vertheidigung  der  älteren  Ansich- 
ten hinderlich  in  den  Weg  treten  werde,  weil  Herr  l)r,  Schlo- 
milch  alle  ßiscussionen  hierüber  so  lange  zu  verschieben  bittet, 
bis  seine  kritischen  Werke  erschienen  sind  *).  Ich  bin  der  Mei> 
nung,  dass  auch  ich  kritisire,  and  habe  eben  begonnen,  meine 
Ansichten  in  diesem  Archive  zur  Beurtheilung  vorzulegen,  und 
wie  nun,  wenn  ich  meinen  Gegner  bäte,  alle  Di scui^s Ionen,  ja  dlt 
Herausgabe  seiner  Werke ,  so  längs  «inzostellen ,  bis  meine  Grür- 
terungen  vollständig  abgedruckt  sind. 

Doch  ich  will  nun  züt  Sache  kommen. 


L 


*)  Für  der)^le1(,'hen mich  persrinlicb  tictretTcnd^  nnhlmcinende  Aeuue- 
rnngen  meiner  gcclirten  Herrn  Milacbeiler  liin  lüh  denselben,  yrie  sich 
von  sclbiit  veritebc,  jederxeiC  zu  dem  grössteu  Unnke  vcrufliohtet,  mid 
dioaelhEn  müsBcn .  nenn  ich  nicht  ganz  die  menschlirhE  Katar  verleug- 
nen will,  natürlich  wohlthucnd  für  mich  sein.  Ans  einem  in  meinem 
Innersten  bej^rändeten  ei  gen  Ih  um  liehen  Gefühl,  wclehes  eH  mir  überall 
nnd  jederzeit  wünsehenswerth  macht,  so  wenig  als  nur  irgend  möglieh 
von  mir  selbst  xix  reiten  und  reden  zu  laitsen,  habe  ich  der|;[eichen  Stel- 
len bisher  in  den  AafaStien  jedoch  immer  gestriiJien,  wenn  es  «ich 
irf;end  thun  tiesi.  In  dem  vorliegenden  Falle  ging  dies  indeas,  «hne  den 
Sinn  nud  den  ganzen  Zusaiumenhnpg  wesentlich  zu  bceintrücUtigcn, 
nicht  gnt  au ,  wealialti  die  oliige  midi  |iersnnlicfa  betrcITende  Stelle  liat 
stahen  bleiben  müssen.  —  Ich  hitbo  hei  der  Heransgabe  des  ArcliiTa 
(ediglioh  di(!  Absieht,  der  Sache  ru  nüttten,  nnd  bin,  auch  iihne 
es  pfiVntlicti  auHgcs  pro  eben  icird ,  ühxrzengl,  dnas  alle  diejenigrn,  welcb« 
es  mit  der  Sacke  wahrhaft  wohl  meinen,  mir  ihre  Anerkenanng^  für 
meia  redlich   gemeintes  Streben   nicht  ganx  versagen   worden. 


I 
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§.2. 

:i  Herr  Dr.  Seh  15 milch  bespricht  zuerst  meioen  Gegeoaafsatz 
Hr.  XXV.  io  Theii  IV.  dieses  Arcnives  und  yerwirft  ganz  uod  gar  meine 
jMichtoi  (ich  bitte  die  Leser,  es  nicht  übel  zu  deuten,  wenn  ich 
■mcbflial  von  einer  fremden  Erfinduni^  als  von  der  meinigen  rede) 
Aer  die  Methode  der  unbestimmten  Coefiicienten.  Auch  ich  habe 
jmtis  einiges  Unrecht  gehabt ,  aber  nur  in  so  fern,  als  ich  den 
lom  viel  zu  viel  zugab.  Die  Ansicht,  dass  die  Form  der 
vorher  nothwendig  oegründet  sein  müsse,  ist  durchaus  ohne 
,  die  frühere  Meinung,  dass  es  sidi  von  selbst  schon  her- 
dien werde-,  ob  die  Form  der  Reihe  passend  gewählt  worden 
ist  schlechterdings  richtig,  und  nur  einige  übel  verstandene 
lele,  welche  eigentlich  mit  der  Methode  der  unbestimmten 
icienten,  nie  dieselbe  gewöhnlich  aufgefasst  wird,  gar  nichts 
An  haben,  sind  die  Schuld  der  von  mir  hinzugefügten 
rfinkuDg.  Eine  gründliche  genetische  Erklärung  der  analyti- 
acheD  Reihe,  welche  ich  in  einem  der  nächsten  Aufsätze  ver- 
iDchen  werde,  wird  hier  alle  Zweifel  lösen.  Eine  solche  ist 
HBeioes  Wissens  noch  nie  gegeben  worden  und  die  älteren  Mathe- 
matiker haben  das  Richtige  oft  mehr  gefühlt,  als  klar  gedacht. 
Daher  rühren  aber  auch  manche  bodenlose  Erklärungsversuche. 

Was  Herr  Dr.  Schlömilch  in  der  Theorie  der  unbestimm- 
te CoefBcienten  segen  mich  auszusetzen  hat,  erklärt  er  zum 
Tbeii  selbst  für  blosse  Caprice,  theils  ist  ihm  die  Sache  noch 
Didlit  klar,  oder  er  hat  meine  Worte  übel  gedeutet.  Ich  fragte 
frfiher,  wo  wohl  der  Erklärungsgrund  herzunehmen  sei,  dass  lür 
iwei  verschiedene  Functionen  dieselbe  in  allen  ihren  Theilen 
bestimmte  Reihe  gefunden  werden  könne.  Darauf  antwortet  mir 
Herr  Doctor  Schlömilch,  es  sei  die  Reihe 

1_H-1_14..... 

nicht  nur  die  Entwickelung  von 

l 


sondern  auch  von 

1  +  x 


— ^  X  "■*■"  S/  "T*  •€»      — ~*  iC     "i"  .  .  .  .  , 


+  x-{-ar  '  ' 

und  allgemein  von 

Ar  ari=;l,  und  darnra:sei  ja  1  —  1+1  —  1+,...  etwas  gansä  Unbe- 
kstimmtes  =:— .    Hier  Messe  uns  auch  LaGrangeim  Stiche.— 

U  Überlasse  es  nun  dem  Publikum ,  zu  beurtheilen ,  ob  dieses  auf 
jieiDe  Erörterung  passt.  Die  Erklärung  von  La  Grange  ist  frei- 
Och  nur  aus  der  Luft  gegriffen,  ich  aber  mache  die  liinterthür 
>Qf  und  flüchte  mich  zur  analytischen  Bedeutung  der  Reihe. 
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Was  HUB  Herr  Dr.  Schlumilch  hier  sa^,  ist  nns  längst  be» 
i,   aber  wir  meioeo  keine  divergirende  Keike,  die  wir  so  auf 
PSqiier  sdirnbeo    und  mit  einer   gewissen  »SelbstgeföUi^eit  ^ 
'  m,   sondeni  eine  Reihe  mit  syntaktischer  Bedeotone»   und 
B«B  die  Reihe  1  — 1-|-1  —  1-|-I...  die  syntaktische  Bedea- 
ÜBg  TOB  1 — x-t-Jt^ — x'-l-....  hat,    so  ist  ihre  Summe  =i  und 
keine  andere.     Man  muss  es  Herrn  Dr    8chlomilch  Dank  wis- 
sen, dass  er  diese  Sache  schon  jetzt  anger^  hat;  bei  meinen  nor  , 
langsam  Torwarts  schreitenden    Arbeiten   wäre  sie  Tiel  später  sor  ' 
Sprache  gekommen.     Da  aber  hierdurch  eben  ein   ^osses  Licht  "i 
wer  die^rage  Terhreitet  wird,    so  entschloss  ich  mich  zur  Her- 
anngahe  dieses  Aufsatzes. 

^iHeiT  Dr.  Schlumilch  hätte  nur  etwas  weiter  gehen  sollen, 
im  £e  grosse  Schunheit  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Reihen 
aa  begreifen ,  gegen  die  er  mit  diesem  Argumente  zu  Felde  zieht. 
Er  wfirde  dann  eeliniden  haben  ^  dass  sie  kein  leeres  Spiel  sei, 
sondern  weit  reichere  Fruchte  tragen  kunne ,  als  die  Ri^hentheorio 
mit  der  gegenwärtigen  Beschränkung. 


5.1 

um  fieses  dnrdi  ein  Beispiel  zu  erlSuteni  und  um  zngleir 
den  Ton  Herrn  Dr.  Schlumilch   angereeten  Zweim    die 

ige  RechenschaH  zu  $eben»  wähle  ich  "ein  fe^s|Hel  aus  dem 

matheinitiiirhfn  Lexicon  (BÜL.  V.  Abth.L  Arirmfotmung).  Daselbst 
wird  fie  cooTei wende  Reihe 

'^-n     ii  +  6+n+i6     n+a^^  •• 
so  umgefonnt«  dass  sie  conTergenter  wird.    Da 

SO  folgt  leicht 

_l     _l n* 

"*«     «V«  ♦  *^  ^  UV«  f  AH«  f^ 

^  in«  I  *v(i">^rr:.,(#4fis>* 

MTtfd  nun  in  dtnr  Kethf^  «  staH  jM««  6IMk«  ^ 
nndi  dkoein  Cioneta  »uhstUulrl«  so  otMII  man  Itklit 

«I 

«  '«(«IM 
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1        2&  _^26_ 

^fl'^o(Ä+6)''"«(a+6)(a+26 

1    _36  26.36  ^.2&.3& 

,  n'^'aCa  +  A)      a(a  +  A)(a  +  2A)  "*■ « (a  +  6) («  f  :JA) (a  +  36) 


oder 


U.    8.    W. 


5=^(1-1  +  1-1+....) 


a(a  +  6) 
6.26 


(1—2  +  3—4+5—....) 


a(o+6)(a+26) 

6.26.36 
a(a+6)(a  +  -26)(a  +  36) 

U.   8.    W« 


(1—3+6—10+....) 


(1—4+10—....) 


Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  Ist  nun 


1-1+1- 


1  +  1 
2+3 

3+6 


1—2+3— 


1—3+6— 


1  +  ....= 
4+....n 
10+.... 

U.    A.    W. 


I 

■  1 

■  4^ 

_  1 


Daher 


S= 


X  1 . .  _A«_ 

«•fl  +  *'a(a  +  6) 


+  i. 


6.26 


a(a+6)(a+26) 


6.26.36 


16  • « («  +  6)  (a +26)  (a +36) 


"f" .... 


Was  nun  Herr  Dr.  Schlömilch  gc(;en  diese  Rechnung  ein- 
wenden wird ,  ist  leicht  zu  sehen ,  aber  die  Richtigkeit  des  ft esul- 
tates  wird  er  nicht  Inugnen  können.  Aber  eben  diese  Rich- 
tigkeit des  Resultates  hat  doch  wohl  Gewicht  genug,  um  nicht 
die  divei^irenden  Reihen  für  puren  Unsinn  zu  erklären. 

Die  Reihe  1  —  J  +  1  —  1  +  ....  hat  in  obiger  Rechnung  aller- 
dings keine  bestimmte  syntaktische  liedeutuug  und  daher  auch 
keine  bestimmte  Summe.  Ist  das  die  Meinung  des  Herrn  Doctor 
Schlömilch 5  so  sind  wir  alle  einig  ^nit  ihm.  Weil  aber  eben 
jeoe  Keihe  keine  syntaktische  Bedeutung  hat,  so  le&^te  der  Urbe- 
ber  dieser  Rechnung  eine  solche  hinein,  indem  er  ihr  die  Bedeu- 
tang  von  a: — x'^  +  x^ — a:*+....  gab,  so  dass  1  — 1  +  1  — ....=  i 
mrd.  Aber  eben  dadurch  gab  er  auch  allen  übrigen 
Reihen  ihre  syntaktischen  I3edeutungen  und  hat  diese!- 
heo  treu  bewahrt,  so  dass  die  ganze  Rechnung  richtig  werden 
musste.     Denn  indem  er  der  Reihe  1  —  1+1  —  1  +  ....  die  Bedvu- 


Thcil  ni. 


:) 


lunj 


>K  von  ;c-^a^ 
Den  Reihe 


1 


I 


zu  Her  allgemeineren 

X  J*  X'^  3,^ 

filier,  deren  Summe  ganz  nach  demselben  Verfahren  a^  t^efunden 

r;^ia-^+«'— «■■+■■■■)»! 


d.  b.  nämlich 

''--o-U  +  i^+o(»  +  4)Vl  +  .»/      »(«+S)(«  +  26)U  +  »/'  ■■■• 

woraus  zuslelch  hervorgeht,  daf<s  die  umgeformte  Reihe  selbst 
dann  noch  liruuchbar  ist,  wenn  die  ürreihe  schon  divergirt.  Also 
dadurch,  dass  der  Urheber  dieser  Rechnung;  1  — 1+1  —  ,...:=\ 
setzte,  entstand  die  Nothnendigkeit  1  —  2  +  3 — 4  +  ....  —  ;,  1 — 3 
+  6  — 10  +  .. ..  =  8  zu  nehmen.  Dies  mag  sich  Herr  Dr.  SchlB* 
milch  überlegen,  um  die  Hinterthiir  zu  begreifen,  welche  in  den 
synfaiLtischen  Bedeutung  liegt.  , 

Aber  derselbe  wird  sagen,    ja  wenn   ich  nun   der  Reihe  1 — 1 
+  ]  —  1  + die  syntaktische  Bedeutung  von  1  — ji^+a.!" — afi+.. 

=  -rq^ — jr~^  gegeben  und  sie  =%  genommen  hätte? 

ganz  frei  gestanden,    denn   dadurch   hätten   n 

Reihen  eine  ganz  andere  Bedeuhmg  erhalten,   1 — 2  +  3  —  4  +  ." 

die  von  1— 2j;''+33,3_4j:9  +  ....  ü.  s,  „. ,    indem  dann     ' 

steigen  von  der  besonderen  Reihe  >$  zu  der  allgei 


I 


Das   hätte 

auch   die  übrigen 


f^-„— a+A  +  a+2Ä~o  +  3ö"-- 

statt  gefunden  h.^tte.  Man  hätte  dann  ;war  eine  ganz  andere  Um^ 
bildung  von  S  erhalten ,  aber  dieselbe  muss  immer  noch  de^l 
Wertli  von  ,S  hallen.      Die  Reihe  S  kann    ein  specieller  Fall  voT 
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ilBzählich  vielen  verschiedetieti  Functionen  sein ..  »o  wie  auch  lede 
LUil  in  unzähligen  Function^fornien   enthalten   sein   kann.     Man 
»ft,   wie    unendlich   viel    aus    dieser  Theorie  fliessen  kann: 
»henumbildungen  der  verschiedensten  Art«   bostimnite  Integrale 

Also  nicht  die  Convergenz  entscheidet  über  den   Werth  einer 
Bcihe^    sondern  allgemeiner  die  syntaktische  Bedeutung,    und  wo 
, «HB  diese  in  der  Gewalt  hat,  ist  jene  ein  unnützer  Zusatz.    Keine 
^■pgdelie   Reihe   hat  aber  an  sich    eine   syntaktische   Bedeutung, 
sie   nun    con-    oder    divergiren,    sondern    diese   Bedeutung 
"^    sie    erst  'durch    eine    gewisse    IVothwendigkeit  der   llech- 
oder    sie    wird,    wie    im    vorigen    Beispiele,    willkiilirlich 
JDgetragen.    Die  convcrgircnde   speciellc  'Reihe 

1  —  « -1. 1 »  i_  1 

■         3   I   a         I   F  «.  •  •  •  • 

m  ein  specieller  Fall  von 


oder  von 


*v  3    .*»         ^^    TL    «■  '  Y     »C<         •    •    . 


cos  ar — i  cos  3a:  +  J  cos  5a: ... . 


mid  von  unzlihligen  anderen  Reihen  sein,  obschon  sie  immer  nur 

der  besimmten  Zahl  ^  gleich  ist 

Hiermit  darf  man  aber  die  Fälle  nicht  verwechseln,  wo,  wie 
■umchmal  geschieht,  der  Werth  einer  Reihe  in  derselben 
•y ntaktischen  Bedeutung  zweifelhaft  wird.  Die  Rech- 
miDg  mit  solchen  Reihen  wird  dann  nur  einseitige  Resultate  lie- 
fern, wenn  sie  nicht  mit  Rücksicht  auf  den  Comulex  aller  Werthe 
S^fiihrt  wird  9  wie  ich  dies  bereits  schon  nachgewiesen  halie.  Doch 
r  diesmal  g^nug  hiervon. 


§•  4- 

Selbst  die  einfachsten  analytischen  Theorien    können  gefiihr- 
lich  werden  j    wenn  man  nicht   die  gehörige  Vorsicht  gebraucht. 
Ich  flbereehe  das,    was  Herr  Dr.  Schlömilch  in   seiner  ersten 
Gegenschrift  (Tbl.  V.  Nr.  XXX.)  weiter  vortrügt,  weil  man  dem  ver- 
ehrten Herrn  Herausgeber  unmöglich  zurouthen  kann ,    den  Raum 
mit  nutzlosem  GezünE  zu  verschwenden.    Ich  unterlasse  es  auch, 
den  Vorschlag  n&her  zu  prüfen,   wornach  Herr  Dr.  Scblömilcb 
fllr  diverffirende  Reihen  nicht  das  Gleichheitszeichen  gebrauchen. 
sondern  dafür  lieber  das  astronomische  Zeichen   des   niederstei- 
genden Knotens  schreiben  will.     Er  erkennt  damit  doch  wenig- 
rtens    eine   Beziehung    zwischen    Urform    und    Reihe    an ,    wenn 
deich  die  Art,    wie  er  die  Beziehung  aufzufassen  scheint,    die 
Verbindung  aller  möglichen  Reihen  mit  jeder  beliebigen   Grösse 
gestattet     Aber  einen  Punkt  kann  ich  nicht  mit    Stillschweigen 
ifliergehen,  die  Philosophie  nämlich,  mit  welcher  Herr  Dr.  Schiö- 

-li ;r;r-j  «nd  insbesondere  auch  für 


J  „       1— o:»   ' 
P"^   dx 
I      i—x^  einen  reellen  Werth  erzwingen  will. 


:\* 


IhiH  iilli;wneine  Integuil  //■{j-j.  »/it  isl  ilifjt-nige  Function  F{.r) 
vim  .1,  ilpren  Differential  ^/'(.j)  «ir<l:  ilii"  liestiiimite  Integral 
r  fix) .  rfjr  ist  dann  =  F(t<)  —  F(h). 

Unter  dieser  Ansicht  habe  ich  /      ^-j -^    liir   einen  arith- 

luetischen  IJueinn  erltlärt.  weil  es  den  Loßiirithnieu  einer  negati- 
ven Zahl  enthalt  und  also  in.aj-inar  wird.     So  ist  z.  Ü.  fj^j^ 

ry3""''S-y3-.-     "»«    von    x=0 
his  :i-^cc  den  Werth  J^  +  i'^sC"')  g'eht.    Hier  lehrt  niieh  nun 

Herr  Doctor  SehlOmilch-den  imaisinären  Logarithmen  reell  zu 
machen;     es   sei   nämlich  log{—l)  =  llog(—l)*=ilogl=0.   und 

daher  /  i-----i=T~F=i-  Uieses  ist  ein  wahres  Universalniittel.  das 
llnmii^licheiUMgliehisu  machen,  kh  weiss  nun, daS8dieWurzell-|-1^ — I 
derCleichuüo;  .t^ — ^2.r-f2=0  nicht  imaginär  ist,  denn  ich  hal)e  1'^ — 1 

^i(:ZT)ä— vT=l. 

Herr  Uocttir  Schirmiilch  fjieht  sich  viel  Muhe,  von  seinem 
kritisch- philosophischen  (Jtandpnnkte  unH  das  Ima^nSre  in  obigen 
Formeln  weg  zu  disputircn  undf  lindet  den  firuod  aller  unserer  Ir- 
rungen in  d«r  ungliicklicheti  Idee  von  der  Einheit  der 
Form.  Wir  hahen  diese  Idee  für  eine  nothwendige  in  der  mathe- 
matischen Analysis  gehalten,  ohne  welche  letztere  gar  nicht  denk- 
bar ist.  Wir  haben  geglaubt,  dass  dieser  Idee  alle  atlgemelneres 
Algorithmen  ihre  Entstehung  verdanken,  dass  aus  ihr  die  Lehre 
von  den  entgegengesetzten  Grossen  hervorging,  dass  in  ihr  die 
imaginären  Grössen  ihren  Grund  haben  ;  nun  aber  müssen  wir 
diese  Liehlingsidee  aufgeben  .  und  auf  die  kritischen  Werke  des 
Herrn  Dr.  Schi  um  i  Ich  warten! 

Wissen  Sie,  Herr  Uoclor  Schllimilch,  dass  nimmermehr nn- 
bedin^  Iog( — /j)=;Ioe{ — «)'  ist,  sondern  es  enthält  log(— «)  nur 
den  einen  imaginären  Werth  von  Iok( — a)*,  statt  dessen  Sie  nnn 
den  reellen  nehmen,  wie  es  aben  Ihre  Kritik  erfordert.  Dadurch 
erzwingen  Sie  eine  Formel,  deren  klares  Verstandniss  Sie  zugleich 
vertieren.    Die  Analjsis  fragt  nichts  nach  Ihrer  Formel 

_y^A-'')-''-''=nA")+/i:«+'5)+A«+2<J)  +  ..+/tn+i(«-iM)], 


und  es  ist  dieselbe   nicht  einerlei   mit  obigem  /"(*)  — F(«).    „.,.,  , 
einmal  in  allen  Fällen,  ivo  das  allgemeine  Integral   l/'(x).i/x   im- 1 


reclttnlnkliclieii  Caonli  nuten 


.-(=2u  il«n  Werth  — 

Il'nend  liehe  Tührt. 
_      Dodi  ich  enthalte  mich  jetzt  di 
f 
Bach 


ist  <laK  DiffeTential  dor  Fljiche  th  = 

i  giebt  von  x=Obii) 

,  "ührenti  ül>i<;eIS!iheriitigsrormel*)  uitfdaa 


Doch  ich  enthalte  mich  jetzt  des  Weiteren   und    beiaurlie  nur 

:li,  dass  die  Analyeis  niclit  halil  1 — j-  hiild  j-  —  1  maclieii  darf, 

einen  Logarithmus,  der  sich  unter  der  Recbnuni;  als  miraiig- 

tJi  ergieht,    reell   zu  machen.     Anch   darf  sie   nictit  statt   einer 

m  3t  eine  andere  B  netzen,  die  mehrdeutii;  ist  bX»  A.  und  sieli 

en  Werth  nach  Gefallen  ausleseiiT 


Doch    dieser    Streit    hexog   sich    zuti.'icbst    nur    auf   die  Art, 
Schlümilcli    die     Integration    durch 


pDach    welcher    Herr    Dr. 
eine  Ueihe  mit  der  Formel 


Nach  I 


I  /  r^~ij=0  verglich. 
Art,  die  .Sache  zu  betrachten,  aiebt  auch  die  dlvereirende  Reibe 
uocli  das  richtig  Resultat,  wed  eben  loi;  ( — l)=^ü  i»t.  Mit  sol- 
cher Kritik  nill  man  uns  also  den  Gebrauch  der  diversirenden 
Reihen  nehmen  I  will  man  uns  Drithi^en ,  bodenlange  Kechnungeii 
zu  lesen,  die  »vir  mit  ein  Paar  Zeilen  abmachen  können.  Bie 
Wissenschaft  mag  auf  der  Huth  sein ,  dass  sie  die  Uebersicht 
über  sich  nicht  verlieren  lässt.  Will  man  eine  Theorie  widerlegen, 
so  reicht  es  nicht  bin,  Esemjiel  auf  Exempel  zu  häufen,  die 
man  nach  Principien  erklären  will,  nelcbe  die  Theorie  selbst 
tils  falsch  Kurückweist.  Herr  Dr.  Schliimilch  wird  dann  auch 
einsahen,  dass  eine  Summe  unendlich'  vieler  Glieder  uud  eine 
Rntwickelung  im  .\ll°;e]ueinen  sehr  verschiedene  Dinge  sind  und 
dann  die  Kraftlosigkeit  vieler  seit>er  WaBfen  von  selbst  fahlen,  mit 
denen  er  die  Theorie  bekämpfen  will.  Er  wird  dann  vielleicht  auofa 
meinen  Satz  vnii  der  Convergenz  der  entwickelten  Reihe,  d.  h. 
derer,  welche  ich  als  die  Enttvickelnng  einer  Function  kenne,  dann 


Hier  □ 


mir,  >*enn  aiirh  gPfTfii  mem  antiat  atcU  bofiiie^ 
doch  etnraa]  cinR  BRm«rkung  cn  machen  erlaulicn .  da 
nach  meiner  Ansiclit  die  nbige.  fiir  die  );nnxe  Anul^riii«  hoth»t  wkhEige 
Formel  (oder  vielmehr  Glcirliun^)  durr.hitu«  keine  blnsie  Käheianga- 
formcl',  sondern  vielmehr  rine  Rftni  genaue,  in  viitligct  Strenge  gel- 
tende Gleichung  i»[,  w  '  '  -  ■  ■■ 
der  Anaijsi«  erfordert, 

belmcfalet,  welcher  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheit) 
«eicheni  airh  nähert,  wenn  n  in'a  Unendliche  wÜi^hst,  atso  ^  ia's  Unend- 
tiche  ahnininiL  Ich  nianhe  diese  ßrmerkiin^  liicr  namentlich  und  ei;;ent- 
Keh  zunöchiC  hIoBs  deahalb.  weil  ich. m!r vorgeiiniumen habe,  den  wich- 
ügcn  Gebruncli  der  nbt|[cii  Gtelcliniig'  bei  verscliicdi 
wenn  dieBeltioil  mit  töltiger  Strenge  geführt  wcrdei 
kleinen  gelegentlichen  Aiihätien  unter  den  Misi 
M.  E.  iibrigenN  such  meine  Abhandbing  Tbl.  II.   Nr.  WX.  S.  275. 


D  strenge  Behandlung 
estimmte  Integral  f    ßyijdx  als  die 'G 


Igen 
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nicht  SO  siddIos  findeu.  —  Die  Reihe  coDvergirt,  wenn  ihreSumrae« 
arithmetischen  Verstände ,  dem  Werthe  der  Function,  woraus 
ent^vickeit  wurde ,  sich  mehr  und  mehr  nähert ,  je  mehr  man 
der  nimmt.  Fassen  wir  das  in  der  Totalität  zusammeD,  so 
sich  sagen :  die  Reihe  convergirt,  wenn  die  Summe  ihrer 
lieh  vielen  Glieder  dem  Werthe  der  Function^  woraus  sie  entmi 
wurde,  gleich  ist.  Dieses  findet  immer  dann  statt,  wenn  die 
der  der  Reihe  his  zum  Verschwinden  klein  werden»  wie 
Doctor  Schlumilch  an  dem  bestimmten  Integrale ,  das  er 
Gegenbeweis  anfuhren  will,  beispielsweise  hätte  sehen  kSni 
Und  der  Satz  scheint  so  lange  zu  bestehen,  als  man  nicht  Tei 
dern  kann ,  dass  eine  Function  in  gewissen  Fällen  unendlich  wi 

Doch  es  ist  nicht  abzusehen,    wozu  die  längere  UnU 
führen  konnte.    Denn  was  sollen  wir  sagen,  wenn  uns  ein  Mat 
matikcr  eine  philosophisch -kritische  Bearbeitung  der  Analysis 
spricht,   und  im  Voraus  bemerkt,    dass  das  Unendliche  eine 
lusung  der  Gleichung /"(wi) /"(«)= /'(m+?i)  sei?    Oder  wenn  er 

die  Reellität  Yon     / ^   dadurch    besnreiflich    machen 

dass  logarithmische   Integrale  durch   den  Werth    einer    gei 
Constante  imaginär  werden,  obschon  sie  reell  sind.    Hier  mi 
wir  jedesfalls  die  näheren  Erläuterungen  erwarten ,   die  uns 
Dr.  S  ch  1  u  m  i  1  ch  von  seinem  kritisch-philosophischen  Standpi 
aus  geben  will;    einstweilen  wollen  wir  uns  nur  vorbehalteB, 
Dinge  nach  unserer  Weise  betrachten  au  dürfen. 


V. 

Iiitefn*al  j 


\ 


Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlö  milch, 

Privatdocentcn     an     der    Universität    zu     Jena.  *\ 


So  viel  man  sich  mit  dem  Integrale 

0 


/' 


und  den  daraus  entspringenden  analytischen  Betrachtungen  bc« 
schäftigt  hat,  so  wenig  Aufmerksamkeit  scheint  man  dem  allge- 
meineren Integrale 
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r    er'**f\n^xdx  (1) 


»iikt  zu  haben,  obgleich  ^a^selbe  bei  verschiedenen  analyti- 

Uotersuchunf^en  vorkommt.    Ea  muge  daher  in  diesen  Zei- 

kleiner  Beitrag  zu  einer  Theorie  desselben  folgen»  der  sich 

auf  den  Fall  beschränkt ,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl 

I. 
Sendet  man  die  bekannte  Ileduktionsformel 

/  uvdxz=iuj  tdx  —  /  dujvdx 
das  Integral  (1)  fiir  }£=8in  ^x^  v=ze—^  au,  so  erhält  man 

fän  ^xe  ^dx^tiin'**xl  e-^dx — m  /sin  ^"^^ xco9x  dx  fc^'dx 

^'       =— •-sin»"a:6— <»*-|- —  iBxw^—^xcosxer^dx.,,  (2) 
a  aj 

\\  Benutzt  mau  die  genannte  Reduktionsformel  noch  einmal   für 
m  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Integral,  indem  myaQ 

ti  =  sin  •»»~*a:co8a:,  ©=«— ^ 
tzt,  so  ist 

/sin ^~^x cos X  er-^  dx:=: sin  »"-* ^x  cos xle"^** dx 

—  /  K^'* — •I)sin'»-*a:cos*a: — Hin'^x]dx  jer-^dxi 
ler«  wenn  man  bemerkt,  dass  cos^ar=l — sin'j;  ist: 

►—  /  \{m — •!) sin  '»— *a;— -m sin  "*a:]f^*  j er*" dx 

rr  — •—  sin  "*""'  a:cos  x  er^ 
a 

-f  ^tH-  /sin  "^^x er-^ dx—-    /sin ^x c— «* dx. 
a  J  aj 


Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (2),  so  wird 

Hin    ^xv^ 

a  n 


sin  "*x  <r-«'  der-. —      Hin   *" xp-^ ^  ^""  '"""^^cos.r  e-^ 


od  wenn  wir  hier  da«  Integral 
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/ 


sin"»jr 


dx 


als  UpbekaDnte  ansehen  und  algebraisch    bestimmen^     so  ei 
teo  wir 


/ 


siu^x  er"^  dx 


= s-^ — 5 siü^-^xe-^^-i — ^-7 — öT^/sin  "»-^o? 

Diese  Reduktionsformel  führt  unser  Integral  aul  ein  andei 
zurück^  in  welchem  der  Exponent  von  sino:  um  2   erniedrigt  *' 
(jrehen  wir  zur  Gränze  fiir  wachsende  und  ebenso  zu  der  für 
nehmende  x  über,  so  ist  im  ersten  Falle 

Lirae— «^=0, 

sobald  a  positiv  bleibt,  und  im  zweiten,  wegen  m>l. 

Lim  sin  "^*a:=0, 
folglich 

sin  ^xer^^dx  =  — 3-r — ~  /      sin  "»— ^j: 
0  (^+m^Jo 

Mit  Hülfe  dieser  Reduktionsformel  kann  man  für  jedes  ganze  ] 

Eositive  m  den  Werth   des  Integrales  auf  der  linken  Seite  fiodeo. 
^urch    mehrmalige  Anwendung    derselben    ergiebt    sich    nämlich^ 
wenn  2p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet, 

/OD 
8\n^xer-^dx=^ 

Ist  nun  m  gerade,  so  kann  man  2/)=m  nehmen,  wodurch  das 
letzte  Integral  in 


"^xer^^dx. 


/ 


»— OJ 


ÜX 


1    . 


übergeht,  dessen AVerth  bekanntlich  —  ist.    Man  hat  dann 


/ 


sin  '**x  c^dx 


2.1 


«der 


/: 


m(»t—  t)    (»»— •2)(m— 3)  

aH'«''   ■   aH('«— 2)*    ««+2«   "« 


1 .2.;{.-i (»»  •  1)»« 


0    '""'"•'■'■  '"''*'"'  «"(«'«T2*H«*|i'')(«-M>'^.'....(aHm«) 


•  ■•••(O/ 
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Ist  aber  i»  ungerade,  so  kann  man2p =791—1  nehmen,  wodurch 
Ldas  letzte  Integral 


=  /      8100; 


6~*'rte=^ 


a«  +  l« 


iid.     Es  ist  in  diesem  Falle 


X 


sin»»a:e~**r/jr 


_  w(w— 1)  (7n—2)  (wi-^)  3.2  1 


/. 


*  ^-.^m^.r-nx,!,—  1.2.3.4 (/«-!)>»        ,. 

8.n  ^«-"<'^(„-,^ia)(„2^2)(«a^.52).7:r(JH«/-0  •  •"  ^*^ 


Man  kann  die  Werthe  unseres  Integrales  auch  noch  auf  einem 
ganz  anderen  Wege  linden.    Man  hat  nämlich  fiir  jedes  gerade 7/t: 


( — 1)'"^2'*-*  sin  "•ax=Wo  cos  ma: — //ij  cos  (m — 2)»t+W2Cos(i/i — 4)ar— . 


m   . 


...  +(—1)'*       W,m-iC0s2a:  +  (  — l)'^i7W.„, 

wobei  tni9  m2,  etc.    die  Binomialkoeflizienten  des  Exponenten  m 
bedeuten.    Multiplizi.rt  man  diese  Gleichung  mit 

und  integrirt  zwischen  den  Gränzeu  a:=0,  .r=x  ,  so  ist 


1/  0 


«/  0  «/  o 


t/  0      ^ 


coBmxe~~^ilx 


-'"i/o  ■ 


cos  (m— 2)a;  <?-<"  f/j:+ .... 


wenn  man   den  Werth  jedes  Integrales  nach  der  allgemeinen 
Formel 


f> 


OS  hx  r—'"'  dx  == 


a 


a^  16'^ 


bestimmt : 
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(— .1)?2~-Y      »in^jre-^rfa: 


_     Mpa wiio  m^a ^_^  . 

~  o*+m*^    a«+(7ii-2)«  +  a«  +  (m-4)2      '*"       > (1 

noniit  der  Werth  des  Integrales  für  gerade  m  gefunden   ist. 
Für  ungerade  m  hat  man  bekanntlich 

(— ^  1 )  *  2*"—^  sin  ^x  =W0  sin  nix — mi  sin  {m — 2)a:+mjjsin(iiir-4)a?— . 

m— 1 


+  ( — 1)   *  m^(m-.i)  sino:» 
mithin  durch  Multiplikation  mit 

iT^dx 
und  Integration  zwischen  den  GrSnzen  a=dO ,  x=^ : 

(— 1)~«~2«- Y      sin  «^  e-^dx 
=»»o/      sin?/ia:c-«»rfa: — iWil      sin(iii — ^2)a:e-«'dar+ 

t/  0  t/  0 

m— 1  /»CD 

-K— 1)   2    m«(w--i)    /      sinare-Ä'dla:; 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrationen  rechts  nach  der  allg 
meinen  Formel 


/»x  ^ 

/      sin  hx  «-«'cfcrsr— ^--— 
o  «H^ 


ausfuhrt : 


M  —  1  />X 


wioWi  wit  (m — ^2)  yiig(y/t — 4)    . 


•— 1 


(—1)  «  y»i(m-i).l 
•     •+  a«  +  l« 

womit   der  AVerth   des   Integrales    für    jedes   ungerade    m   gefu 
den  ist. 

Multiplizirt  man  die  Gleichung (3)  mit  Hl  )3*2"«~S  ebenso  (4)  n 
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[— 1)""T~  2**— *  und  vergleicht  Hie  darauf  mit  den  Resultaten  unter 
}  unr 
»oeD 

(— 1)?2~-M.2.3 m 


und  (6)9  ^0  erhält  hian    folgende  zwei  rein  algebraische  Rela- 
:    fdr  jedes  gerade  7/1: 


fl(«2+2«)  («a+4«)  (aH6*) («Hw*) 


wio« 


71/x^ 


m^d 


a*+  ?/£*     aH(w»-2)«  ^  «2  +  (wi— 4)2 


(7) 


m 


'—1 


m 


+  a*+22  +         2a 

ftir  jedes  ungerade  m: 

(—1)  T~2'»  -1 .  l  .2.3 Jii 


(«2+1«)  Oi*f  3«)  (a^+ö-Ä) (oH^w*) 

7/i(,wi         7Wi(w — ^2)         m^Oii — 4) 


n 


m— 1 
.     (  —  1)    -2    7W:(m-i).l      . 


(8)*) 


ci*  fl-* 


11. 


Wir  wollen  nun  noch  einige  Anwendungen  der  gefundenen  For- 
meln niittheiien. 

Hat  man  Gleichungen  von  folgender  Forin: 

q)  (x)  =  ilo + -^2  **'"  *'^+  -^4  sin  *a:  + . . . ., 
-^(0;)==  Jj  sin  ^+^3  sin  'a;-|-^5  sin^o;  -|- . . .  . 

und  gelten  dieselben  für  alle  Werthe  von  ar=0  bis  ar—oo, 
so  kann  man  dies#;lben  auch  mit  er-^ d.c  m  u  1 1  i  p  I  i  z  i  r  e n  und 
zwischen  den  Gränzen  a:=09  a:=oo  integrircn^  so  dass  man 
die  neue  Gleichung  erhält: 


9(0?) 


e^^dx 


und 


/»«  i^OD  /«OD 

^==-^1/      sinare-^fte+i^s  /      tC\r)?xe-**dx^rA^I      sin*j:e— ^r/a-f .. 


*)    Liessen  sich  dic«if.'   beiden   Sntxc   wohl  tiurli  auf  ülcnicntarein 
'Wege  beweisen? 
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Hier  lassen  sich  die  Werthe  sänimtlicher  Integrale  aul  der 
jedesmali<jcen  rechten  Seite  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (4)  ao- 
s^eben,  und  hierdurch  gelangt  man  zur  Kenntniss  eines  bestuninteD 
Integrales,  wenn  man  die  Integration  auf  der  linken  Seite  sonst  '< 
nicht  zu  bewerkstelligen  weiss,  dagegen  zur  Kenntniss  einer  Rei- 
hensumme, wenn  man  auf  anderem  Wege  den  Werth  des  Integra- 
les links  in  geschlossener  Form  angeÜen  kann.  Z.  B.  Aus  der 
für  jedes  beliebige  x  und  gerade  m  geltenden  Gleichung 

cos7wa;=i-— ;j-Tc  sin  ^X'\ — ^  ckc,  i  — sm  ^x 

l.I  l.i.o.4 

1.2.3.4.5.6  *'"  "^ "•"••• 

folgt  durch  Anwendung  des  obigen  Prinzips  der  Multiplikation  mit  ' 
e  -^^dx  und  Integration  zwischen  den  Gränzen   a:=:0,  ar  =  ao: 


cosvixe-^  dx  =    /      c~°*cLr— ^pjj  /      sin  ^x  e—'*^  da: 

0  t/  0  ^'^J  0 


— T-FTö-T— f      Sin  ^ae-^'nx —  .... 
1.2.3.4  J  o 


d.  i. 


a  1     m^         1.2  ?//2(///2-22)  1.2.3.4 

aHm«  -  «""  1.2  '  a(aH22)  +     1.2.3.4     '  a(a^  +  2^)(a^  +  A^)       "" ' 

oder  wenn  man  beide  Seiten  mit  a  multiplizirt,  von  1  abzieht  und 
mit  m^  dividirt: 

l 


a^  +  wi^ 


_      1     _         w2  --  22  (y;|2_22)  (m2— 42)         _ 

"^a2+22        (a2+22)(a2+42)  +  (a2+22)  («2+42)  (a2+62)      "••  ^^^ 

gültig  für  jedes  gerade  7w>0. 

Wendet  man  das  nämliche  Verfahren  auf  die  für  jedes  unge- 
rade m  geltende  Gleichung 

m  .  wi(//i2— 12)   .  7//(m2— 12)  (m2— 32)  .    . 

sin7wa:=^sina: \  sin  3^:+  —^ -^ '\  > ^sin*a:  — .... 

1  1.2.3  1.2.3.4.5 

an,  so  erhält  man  ähnlich: 


__J m2-12  (m2^l2)(m2.^32) 

•"«2+12      (rt2+P)(«2-(-32)-^(^2^12)(«2^,32)(„2_|.52)     ••  vw;  ; 

für  jedes  ungerade  //;. 


*)  Könnte  man  diese  Sätze  auch  algebraisch  beweisen? 
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Anch  von  den  Formeln  (7)  und  (ß)  lassen  sich  einige  bemer- 
kenenrertfae  An^vendungen  machen.  Man  schreibe  nämlich  in  (7) 
xrftir  a,  mnitiplizire  mit  slnya:  dLvund  integrire  zwischen  den  Grän- 
sen  ^=0,  ar=QO  ,  so  \si,  1.2.3....7it  kurz  mit  m  bezeichnet: 

f    iw.>«_i    »     /** sin yjT da: 

P^  a:s\nyx  ,  /**     o: sin  vor      ,     . 

[woraus  man  unter  Anweuduns:  der  bekannten  Formel 


/ 


.r  sin  rar  ,         n     vi. 
0     ar  +  Ä*  2 

die  für  jed^s  gerade  m  geltende  Gleichung  erhält: 

r_i)?2»«-im'  n 5!£r^^£_ 

==  ^  |wj,r-'"?'-?Wi c-('»-')?'+w/a«-^'"-*^ >'-...  \     >   (11) 

....  +(-1)"""'  wi.,n-i  e-«y  +  (-1)'^  i  w  im 

Setzt  man  ebenso  in  der  Gleichung  (8)  x  fiir  a^  multiplizirt 
mit  cosyxdxy  integrirt  zwischen  den  Gränzen  xzziO,  a:=QO  und 
bringt  rechts  die  Formel: 

,  fär  Ä=m,  w — 2,  m  —  4,  ...  3,  1  in  Anwendung,  so  erhält  man 
eben  so  leicht  für  jedes  ungerade  m: 

.^bi}^;j      ^     ,     /** cos  yx  fix 

^^  ]>  7Woe-i^_Wie-("»-*)y+?/iae-("-*)y  —  ....  .     (  ...  (12) 

m-i 

....  +  (  —  1)     'i   m|(iii_i)C-y 
welcbe  Gleichung  das  Correlat  zu  der  (ll)ten  bildet. 
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VI. 

Uelier  das  Ton  Herrn  Clausen  auf 
ü.  2f99,  Theil  IT.  Heft  2.  angregrelbene 

Theorem. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlo milch, 

PriTiitdocenten    an    der    UnWersität    zu    Jena. 


i£t 


Der  Satz,  dass  die  Samme  der  Reihe 

2+         2Tä  2.3.4  +•"• 


^    ,0,--Lr,  0, 


-  w+:3  '  /I+3'    '      w+3'     '  w+3 

ist,  je  nachdem  72  der  Form 

6r,  6»  +  l,  2,  3,  4,  5 

angehört^  ist  nur  ein  spezieller  Fall  eines  bereits  bekannten  allg^* 
memercn  Theorenies. 

Man  hat  nämlich  für  jedes  ganze  positive  m 
2  cos  Jiuv = (  2  cos  a:)"»  —  ^  (2  cosar)*"-  ^-\ — ^'       '  (2  cos  o:)"»— ^ 

_m(«^:^|i-5)^2c«sx)— 6+ . . .: 
Daraus  folgt  für  a'  =  -^: 

^cos-3— .1     j+— ^72  17273 +•••• 

oder 
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I— 2oos 


m 


mn 

3   _ .      w— 3 ,  (m-4)  (w— 5) 
'■^ *""2^        2:3  ••• 


Setzt    man    ooch   7»  =  « + 3 ,  so  wird  co«     -  —  cos  (  -j^  -  +  tt  ) 


;—  COS  -«-,  folglich 


_i_(H.2cosf) 

-4__fa.i,(«-l)(«-2)     («-2) (»-3) (»-4)  . 

-'     ^^^T-O OTi + 

ras    man    sogleich   da)9   Clausen'sche  Theorem   erhftft^    wenn 
der  Reihe  nach  71^=60,  0v-f-l>  %  3,  4,  5  nimmt,  worin  v  eine 
ize  positive  Zahl  bedeutet« 

£iD  ganz  ähnliches  Theorem  ISsst  sich  aus  der  Gleichung 


smTit^r 

■  ii       I  ■ 

sino: 


=(2co8a:) 


m— 1 


^(•icoMT)  — »+  l^Lz3)g?L=i)(2co8^)".-«-... 

1.  \.»M 


n 


ableiten.     Setzt  man  hier  x^z-^vnA  m:=n-^%  so  wird 


8in    ^  -n 


__3 _i_n      (n— l)(yi-2)_(n>^2)(n— 3)(yi 

sinjjt    "■         1+        1.2  1.2.3 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Summe  der  Reihe 

,      n^(n-^l)(n-2)_(n-2)(ii^)(yi^)  , 

=+1,0,-1,-1,0,  +1 

ist,  je  nachdem  n  unter  der  Form 

6r,  6r+l,  2,  3,  4,  6 
steht,  fvorio  v  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


-4) 


+  . 


Veber  die  Construction  der  IVormaleB 
Tangenten  und  Hriimmun^shalbme» 
ser  an  solchen  Tnrven,  welche  durcft 
einen  Punict  liesclirieben  werden,  dei 
mit  zwei  andern  naelt  einem  ^e^ebe- 
nen  Oesetze  sich  beweg'enden  Piinktea 
fest  verbunden  ist. 


Herrn  Professor  Doctor  Stegmaon 

an  der  Universität  zu  ALrburg. 


lu  ilüiii  Joiirnul  „L'Institut"   fanden  sicJi  iD  ilfii  Ivtzten  fJttl 
mern  «Ics  vorigen  Jahrganges,  nJinilicli  Nr.  573  und  Nr,  574, 
kurze  Dericlitc   über  eine  von   Herrn  Abel  Transon  ereoimei 


•:>itzung«i 
ip   Metnodi 

Ciirven,  w 

als   entstände« 
"  b  auf  eegi 


und  der  Soci^tt^  phili)matii|ue  zu  Putis 
IJO.  November  und  14.  Det^enilier  lSi4  vorgetragi 
Bestimmung  der  K  rfi  mmung^biU  bin  esse  r  bei  solche 
entsbinden  sind  (oder  angeKelieii  nerden  kiinnen 
dureli  IteivcgunH  eines  Puntls,  der  ml t  zwei  and eri; 
beueu  Curren  beivegpriden  Punkten  tix  verbündt 
Methode  ist  nicht  allein  an  und  Tfir  Mcb  so  sinnreieh  imd  il 
Anwendung  in  den  geeigneten  Fi'illen  no  flirderlich  und  die  andi 
bekannten  Mittel  (ilterlreffend ,  sundern  ftuch  ein  Paar  Lefaralit; 
aufweiche  sie  gei^tiitzt  ist,  sind  so  interessant,  dass  es  zo  bedl 
em  sein  nürdc^  nenn  in  Deutschland  die  Aulnierbsamkeit  (_ 
Geomeler  Hielt  nicht  darauf  hingerichtet  hlitte.  Zugleich  aber  sii 
die  AndcutuDeen,  welche  dan  genannte  .Inurnal  darüber  macht, 
kurz  nnd  die  BefieiHv  so  unterdriickt .  daes  man  nicht  leicht  ; 
den  ersten  Blick  das  (ianze  zu  darcbsdiauen  vermag.  Aus  di«i 
Grdnden  erscheint  vielleicht  die  Milthellung  der  lolgenJen  Be 
heilung  drcsea  GegenstiiDdeu  nicht  unnütz. 


S.  I- 

p       wir  oehmen  an,    pin  SystMn  von   Punlclen  >    welche  in  einer 

I  Clwntt  li^'gen  iiikI  eine  tinverSiHlerli<:he  L»^  K^K^"  einaniier  behsl- 

Lü  ■•iillro,  alHO  »iSinmtliL'h  iih  Punkte  einer  dienen  Piifur  Keducht 

.   T."i[ineii.    Iimei^e  sidi  in  «einer  ICbenu    nncli  Irifi^nu  einem 

>Sini1  dabei  <liv'  l/miep)  beLuniil,    in  ivelchen   zwei   der 

I  .-iicni-n  Punkte  lortziirückm  eenlitbiß;!  eimi ,  s»  werden  hIcN 

lut'h  alle    nndern  Linien,    die   von    den   übricieri  Punkten 

'  iii'ii   werden .    viillkninnien    beNtlnimen    litiisen,    ueil  jeder 

1    Ulkt  dwt  JSystems,  s.itiald  mnn  ihn  mit  den  beiden  znernt 

:i    Punkten    verbindet,    in    jedem   An^etiblii^o  die    dritte 

,<t,.ii  )>(i<>t>l)enen ,  nnvef.'inderlichon  Trians«U  bildet.     Wenn, 

-  liefMinderen  Fiitls  au  |fP<)*"''en ,    Kivei  von  den  nngennm- 

l'iokten  nuriianillelen  Ueraden  lortriicken  eullen.  vfun 

li  ■'unveründerlirbcn  Alratundf  jener  Punkte  nur  "etiehehen 

'  I  xn   lern  ihre  UeweKuuf;  nacfi   einerlei  und    nirbt  elnit  in 

i^-i-Netxter  Ricbt.itn^  vor  sirli  K'lit,  no  wird  augenwcbeinlicb 

ixlire  Punkt  äi'st  Sy^itoms  nicb  ebenfalls  in   einer  gernden 

ilru  bi-idt'n  ersten  <>efudon   jiur.illuleii  Linie   fiirliieHeften. 

ir   diesen    bi'Humlcrn    Fall    ledocb   bei  Seite,    eben   «eil 

i'i/ii;e  Turve  diibei   in    lletrucbt   ktiRimt,    mi   »ind  nur  drei 

<  'L.'lich:    niitidieh  enlivcder  lievve|;t  dich  kein  einitiger  l'unkt 

U-nis  iiJ  einer  Oeruden.  «der  nur  ein  Punkt,    oder  er<dli';b 

>>    >>L;en  «icli  zivei    Punkte  in  xwui  convoriienten  (loraden  und 

db-  r>1ini;cti  Punkte  iti  krummen  Linien  (Vgl.  $.  10.)- 


'  Man  knnn  mm  für  jeden  Aiii];enblirk  der  Itewe^ing   die  Diffe 

reiuiafien  der  vnn  den  einzelnen  Punkten  beNcbnebenen  Curven 
nln  Kli-mente  von  Krei»bo,e;en  aufTitsse».  welche  Kiinimtlii-b  von 
i^tnem  und  demHelben  Ceniruni  O  au»  bemehrieben  werden,  als» 
die  Kcivefjung  des  ganzen  Syati-ni«  als  eine  Summe 
iiR^hhli^er,  auf  einander  Tnlgendcr,  unendlich  klcinvi 
Uiituli'incn  um  einen    KUcce»»iv  fortrückenden  Miltel- 


(lUtl 


tl  O. 


en  Jb.  ß^  die  Wege, 
ablaufen  werden.  vvJih- 
.-ton  dt-n  vier  Punkli-n  d,  B,  V,  />  K«hilde(e  System 
'\\  einem  gegebenen  liesetze  forlbeivcgt,  so  ziiar,  dans 
>1  A  nnch  A'  hlnrtickl,  die  Punkte  B ,  C.  D  beziebungs- 
M.  h  Ä',  V.  />  gelaniten  werden.  Wenn  min  AO  und  So 
:iid  B  auf  den  ('urvcn  Aa  und  Bß  normal  stehen  und  wenn 
.  Uednnkcn  den  Bogen  AA'  in  den  Zustand  dos  unendlicbeii 
nenn  versetzt,  so  wird  auch  ßß'  unendlich  klein  werden. 
ide  Tu rvene lernen le  jIA'  und  HB'  kOnnen  Sowohl  vis  F.le- 
der  Tangenten  AT  und  BT,  wie  auch  als  Kiemente  von 
Kmaen  gi>dncfit  werden,  deren  M!t1el|>nnkfe  in  der  Nonnale  AO 
lieriehnni^Kw eise  BO  Degen.  Aber  frcdich,  da  der  Punkt  B'  niiT 
der  Turve  Bß  liegen  und  ausserdem  A'B'  cnustant  gleich  AB  sein 
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«oli,  SO  ist  die  Lage  von  B'  bestimmt,  sobald  AA'  ftls  indepen- 
dentes  Differenzial  angenommen  worden  ist,  und  es  steht  daher  A 
beweisen,  dass  sich  die  Differenzialien  BB'  und  AA'  zu  emand^' 
verhalten  wie  die  Normalen  OB  und  OA,    denn  wenn  die«  der 

AA' 
Fall  ist,  so  sind  die  unendlich  kleinen  Winkel  AOA' ^=-q-t    und 

BB' 
BOB'  ='7jj^  gleich  und  man  darf  sich  dann  ohne  Weiteres  vor-  j 

stellen,    der  Winkel  AOB  habe  sich  um  seinen  Scheitel    O  co 
gedreht^  dass  er  in  die  Lage  A'OB'  gekommen  sei.    Zu  diesem  J^j 
A wecke  setze  ich 

W.  ATO=:a,      AA'  =  h,      OT=m; 
W.  BTO=ß,     BB'=k; 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung 

AT^^B'n^'iAT.  BT. cos  ATB^AB^ 
^A'T^+B'T^—^A'T.B'T.  cos  ATB 

in  folgende: 

m^  cos  a^ + m*  cos  ß^ — 2ni^  cos  a  cos  ß  cos  (a  -f  j3)  = 
(m  cos  a—-  h)^  +  (wi  cos  ß  +  Ä')^ — 2  (in  cos  a — A)  (m  cos  jS+A*)  cos  (o-f~A* 

Lässt  man  aus  dieser  Gleichung  die  gleichen  Glieder  beider- 
seits und  die  Glieder  mit  den  zweiten  Dimensionen  der  verschwin- 
denden Grössen  h  und  k  weg^   so  ergiebt  sich 

StwA  cos  a — 27W^cos  j3=2m  [h  cos  ß  —  k  cos  a]  cos  («  + j3) , 

also 

A[cosa — cosj3cos(a+j3)]  =  k[co8ß^-^cosacos(a^ß)\ 

oder,  nach  leichten  Transformationen, 

Ä .  sin  («  + j3)  sin /5  =  Ä: .  sin  (a  +  j3)  sin  a, 

d.  h. 

ksiußOB 
h  ~~sin  cf      OA  ' 

was  zu  beweisen  war. 

Es  bedarf  nun  ferner  nur  noch  der  Bemerkung,  dass  jeder 
andere  Punkt  C,  D  u.  s.  f.  des  angenommenen  Systems,  weil  er 
fest  und  unveränderlich  mit  den  Punkten  A  und  jSr  verbunden  ist, 
während  der  unendlich  geringen  Drehung,  durch  welche  das  Drei- 
eck AOB  in  die  ha^eA'OB'  übergeht,  auch  gegen  die  Seiten 
OA  und  OB  dieses  Dreiecks  eine  unveränderliche  Lage  behalteo 
wird,  dass  also 

W.  AOC=A'OC,  sowie  OC=OC 
W.  AOD=A'OD',  ODz=zOD' 
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a.  8.  f.  sein  wird.  Und  hiermit  ist  der  am  Anfange  dieses  Para- 
graphen aufgestellte  Satz  Sj^erechtCerti^t ,  iiikI  es  er<4:iebt  sich  zu- 
mich,  dass  die  von  O  aus  ^ezos^enen  Kadien- Vectoren  06*. 
uD  U.S.  f.  auf  den  von  C,  iJ  u.  s.  f.  beschriebenen  Curven  nor- 
mal stehen  miissen. 


§.3. 

Die  mit  den  Halbmessern  OA,  OB,...  beschriebenen  Kreis- 
kpn  stehen  mit  den  von   den  Punkten  A,    B.,,.  bei  der  conti- 
nrlichen  Bewegung  des  Systems  wirklich  durchlaufenen  Curven 
■I  Allgemeinen  nur  in  einer  Ik'ri'ihrung  der  ersten  Ordnuni;,  und 
der  Piiukt  O  ist  keineswegs  der  Kriinimungsmittelnunkt  für  diese 
Carven,    wie  am  Deutlichsten  vielleicht  aus  der  ßemerkiing  her- 
vorgeht,  dass  die  eine  oder  andere  dieser  (airven,    wie  Bß\   ihre 
convexe  Seite  cegen   O  hinwenden  kann,    also   ihren  Kriimmungs- 
mittelpunkt  auf  der  VeriangeruiH^  von  OB  über  B  hinaus   haben 
muss.     Forscht  man  nach   der  Grösse  der   einzelnen  Krümmungs- 
halbmesser,    z.  B.  für  den  Punkt  A,    so  müsste   man  sich  \\\  A' 
ebenfalls  eine  Normale   auf  die   Curve  errichtet  denken  und  den 
'    Punkt  zu  bestimmen  suchen,  welchem  sich  der  Durchschnittspunkt 
dieser  Normale  mit  der   vorhergeheu<len  A(}  bei  dem  unendlichen 
Abnehmen  von  AA'  ohne  lünde  nfihert.     Errichtet  man  ebenso  in 
B'  eine  Normale  auf  die  Curve  Bß ,   so  wird   diese  mit  der  eben 
gedachten  in   A'   auf  die   f'urve  Au  errichteten  Normale   sich  in 
einem  Punkte  O'  durchschneiden ,  und  es  würden  also  die  C.-onver- 
^enzpunkte  von  AO  und  A'0\  BÜ  und  B'0\  CO  und  CO'u.s.f. 
in  Beziehung  auf  das  unendlich  klein  werden  von  AA'  gedacht,  der 

Reihe  nach  die  Krümmungsmittelpunkte  der  von  A,  B.  C be- 

«srhriebenen  Curven  sein. 

Berficksichtigt  man  indessen.,  dass  der  eben  gedachte  Punkt 
€j\  nachdem  die  unendlich  kleine  Drebuns;  um  den  vorigen  l>re- 
huuuspunkt  O  geschehen  ist,  ganz  an  dessen  Stelle  tretend,  wie- 
derum den  31ittelpunkt  für  eine  neue,  uiiendlicli  geringe  Drehung 
absiebt,  sowie  dass  OO'  als  Differenzial  der  Curve,  auf  welcher 
itährend  der  Bewegung  i{eü'  ganzen  Systems  sich  alle  Drehuriüs- 
niittelpunkte  O  befuiden,  mithin  als  unendlich  kleine  aber  gerade 
Linie  zu  denken  ist:  so  wird  muri  leicht  auf  eine  andere  \'or- 
stellung  gefuhrt,  nach  Avelcher  man  das  uanze  System  aller  von 
A,  Bi  C....  in  jedem  einzelnen  Au-jenblick  beschriebener  Cur- 
vepelemente  als  zusammenuehiirise  Differenzialien  eines  Systems 
cy kloidischer  Curven  (semeiner,  oder  gestreckter,  oder  ver- 
dchiansener  Cvkioiden)  auffassen  wird,  welches  System  in  dem 
jedesmaüsen  Punkte  O  denjeniijen  Punkt  besitzt,  wo  der  sich  f«*rt- 
^älzende  Kreis  die  sogenannte  Basis  OO'  tangirt. 

In  der  That.  wenn  in  Taf.  I.  Fiir- 2.  der  um  den  !^fittel|.unkt 
Q  mit  dem  Kadius  QO  beschriebene  KreU  l.'inüs  d«T  lionulnn 
CM  fortrollt  und  zwar  in  dem  durch  die  hinzu  gozelchrieten  ITrile 


6'i 


licmeTklich  gemachten  Sinne,    s«  hcächreiht  Jeiler   lieliebig^ 
Kiiene  dieses  Kreific»«  anftetiammene  und   mit  Uma  Alilfvlf 
aiif  eine  feste  unil  unverämlerlielie  Weise  verlpumleiie  Piii._.. 
i^DiiieiDe  »der    gestreckte    mler    verB<'hlun;;eae    iVkl«. 
je  naclidem  sein  Abstand  von  Q  ftleie!«  ist  liem  Uadtiis  I^C)|  iL 
(deiner,    wie  «lies  liei  dem  Punkte  A,   oder  irriiseer,   nie  dieB|| 
denn  Punkte  ß  der  FaJl  i»t.     Zuvörderst  lasst  nich  nui 
driNS  in  jedem  dieser  Fülle  die  vi>n  O   aus   mich  den  beschretlg 
den  Punlkten  gezogenen  Geraden  OA ,    OB ....  aul'  den 
sen  Punkten  Wscnri ebenen  Cvklotden  normnl  sieben.    Die__.  _, 
ist  in  Betreff  der  gemeinen  Cykloide  allgemein  beknnnt,  er  ISsat  ^ 
aber    auch    ohne    Schwier)<;keit    filr    die   andern   Arten  t^tvci  ' 
penn  setzt  man   QU  — r.    QA  =  U  und  den  veränderlichen  ^ 
zungsMinkel  OQA  —  fp,    nininit  fiÜ  als  Absciosenaxe  an  uu 
Ordinatenaxe  {laraltel  t.u  OQ,    und  fixirt  den  Urapriing  der  i 
dinalen  dahin  wo  tp—ii  ist,  so  bestehen  die  (ileichungen 


nqj,  y^=r  —  RcoBip 


*  folgt 


il,v^(r  —  If  cos  (p)  il(p  ^  t/ttqj ,  ity  ^  fl ^\n  ipifqi , 
tltf  Rginip' 


Nun  ist  aber  offenbai 


ß^=^-(ang^06\ 


Ic  stn  fp  ^  ' 


<he 


und  da — y-  die  trigonometrische  Tangente  des   Winkels  angieH 

unter  welchem  die  Normale  der  Curve  gegen  die  Altscis« 

neigt  ist,  so  muss  die  Normale  des  Punktes  A  mit  AO  z 

fallen.    Auch  eilt  alles  dies  unverändert  für  den  Punkt  B, 
man  unter  R  den  Abstand   QB  versteht  und   bei  (p  sich, 
der  festgesetzte  Sinn  der  Drehung  verlangt,  den  convexen  ^ 
Icel  OQt}  vorstellt,  so  dass  in  der  Gleichung  ,2:  =  r^  —  Rsin  p  d 
letzte  Ücstandtheil  Hsm^  an  und  für  sich  einen  negativen  Wer 
erhält. 


Man  stelle  sich  nun  vor.    der  mit  dem  Radius  QO  bescl 
bene  Kreis  rolle  ans  der  betrachteten  Stellnni;  weiter  fort,  sa  doC 
00'  =  T.^qi  sei,  und  es  gelungen  dadurch  die  Itadien  QA,  Q~ 
iir  die  Stellung  Q'A'.  Q'ii..,  so  werden,  sobald  man  OO'  in  c 
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Zutend  den  unendlichen  Abnehmend  vortictzt;  die  Winkel  AÜA'\ 

'MOB'  0.  s.  f.   sUmmtlich  einander  srleich,    Aämiicli  deich  dw 

Off 

•weg-  ausfallen.     Denn  es  ist,  wenn  man  AA':^tU\n\A  die  Normale 

ilO=ir  setzt. 


AOA'^Un\^AOA~--^^\ 


ds  =  V  ^te«  +  dfy-^ -^  dq>  .  V"y«  + Aising)*. 
xV :-   V^j^T~i>P^  ---■  ty+ 7^2 sing)« ; 


r/s        . 

Und  da  überdies  die  (/urvenelcmente  AA^ ,  BB*,..  bc^zie- 
hungsweise  auf  OA ,  OB ....  normal  stehen ,  so  dass 

OA'  ={OA^^AA'^y  ^OA\i^\(^^^   +....I 

bei  dem  unendlichen  Abnehmen  von  AA'  sich  von  OA  nur  um  ein 
anendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  unterscheidet;  so  sind  die 
Umstände  für  die  Erzeugung  der  cykloidischen  Curven  in  jedem 
einzelnen  Augenblicke  ^anz  dieselben  als  wenn  sich  ein  unverän- 
derliches Dreieck  AOiI,  oder  allgemeiner  ein  unveränderliches 
System  von  Punkten  A,  B,.,.  um  einen  in  seiner  Ebene  liegen- 
den Punkt  f>  herumdrehte.  ]\lit  andern  Worten:  das  System 
aller  gleichzeitig  beschriebenen  Differenziaiien  der 
Cyklolden  AA' ,  BB',...  lässt  sich  auffassen  als  ein 
•System  von  gleichzeitig  und  um  das  gemeinschaftliche 
Centrum  O  herum  beschriebenen  Kreisbogenelementcn. 


§.  G. 

Stellt  man  mit  diesem  Ergebniss  nun  dasjenige  zusammen, 
was  in  §.2.  und  §.3.  über  die  newegung  des  Systems  A^  B,  (\,.. 
der  Taf.  I.  Fig.  1.  gesagt  wonlen  ist,  lifilt  man  also  namentlich  fest 

erstens,  dass  sowohl  bei  jeder  der  früher  gcdachlen  von  A, 
Bf  C...  in  Taf.  1.  Fig.  1.  bescbfiobcnen ,  als  auch  bei  den  so  eben  in 
j.  4.  und  §.  5.  besprochenen  (^^ykloiden  die  von  O'  aus  gczogeniMi 
Geraden  OA\  OB'  u.  s.  f.  wiederum  normal  auf  den  bei  ^-1'.  B'.... 
anfangenden  Curvenelementen  A'A'\  B' B"  stehen  würden; 

und  zweitens,  dass  bei  jeder  (iirve  sowohl  der  einen  als  doi 
andern  Gattung  der  Krümniüngsmittelpunkt  gedacht  werden  kann 
als  der  Ort,  welchem  sich  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der 
l>rehuiigswinkel 

AOA'-BOB'  -COC  u.  s.  f. 
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der  ConFergeDzpunkt  der  beiden  Noriualen 

AO  und  AO' ,  BO  und  B'O'  u.  s.  f. 

ohne  Ende  nähert; 

so  ergiebt  sich,    dass   die  Krümmungshalbmesser  zu  den  Curven 
Aa ,  Bß ,  Cy...,  der  Taf.  I.  Fig.  1.  identisch  sein  müssen  mit  den  ,j 
Krümmungshalbmessern  eines  vorläufig  noch  unbekannten  Systemiif, 
von   Cykloiden,    dessen    Wälzungskreis  im  Punkte   O   die   ßai^' 
tangirt.      Dieses  System  von   cykloidischen  Bogen,    die  mit  dm] 
Curven  Aa,  Bß,   Cy....  in  einer  Berührung  der  zweiten  Ordj 
nung  stehen,  wird  aber  genau  bestimmt  sein,  sobald  es  geluni^ 
ist,   aus  der  Beschaflfenheit  der  beiden  gegebenen  Curven  Aa  nnA 
Bß  die  Richtung  des  Differenzials  OÖ',    sowie   die  Grösse   dem 
dem  Wälzungskreis  zukommenden  Radius  OQ  zu.  ermitteld.     Unct 
hierzu  verhilft  eine  gewisse  sehr  einfache  und  bei  allen  drei  Arten 
der  Cykloide  geltende  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser. 


§.  7. 

Wenn   wir  nämlich,   um  diesen   Krümmungshalbmesser   nach 
der  Formel  ^  ^ 


^—-dxdhj'-dyd^x 


ds^ 

1 


ZU  berechnen,  die  in  §.  4.  gefundenen  Gleichungen 

dx  =zyd(p  und  dy  =  Ä  sin  cpdcp 

nochmals  diflferenziiren,   dcp  als  independentcs  Diflferenzial  behan- 
delnd,  so  erhalten  wir 

d^x  =  dtßdtp  =:  Rsiu  cpdqy^  , 
d^y  =  R  cos  cpdqy^ ; 

also 

ilxd^y  —  dyd^x  =^  {Ry  cos  (p  —  /2*  sin  qy^)  dtp^ 

=  (Rr  cos  (p^—R^  cos  (p^  —  R^ sin  q>^)  dq>^ 
=  —  R  (R — r  cos  9?)  d(p^. 

Ferner  ist  zu  Folge  §.  5.,  wenn  man  durchgängig  unter  N  die 
Normalen  AO,  BO  u.  s.  f.  versteht, 

d^  =  Ndq), 
also 

^     ^  R(R — rcosq>y 

Sobald  man  aber  von  Q  das  Perpendikel  Q  (7.  auf  ^  O,  und  von  O 
ans  ein  (in  Taf.  I.  Fig.  2.  nicht  gezeichnetes)  Perpendikel  O  Wi  auf 
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AQ  fiUt,  80  ersieht  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  Triauirel  AQUi 

N      AW 
nd  AOWi  die  Proportion  '^Q=~jrwj^ »  ^'  h. 

N K  —  r  cos  q> 

Setst  man  diesen  Werth  von  j?  in  die  Formel  für  q  und  be- 

iDet  den  Winkel,  welchen  die  vom  Drehungsmittelpunkt  O  nach 
beschreibenden  Punkt  A  gezogene  Normale  mit  aem  nach  dem 
rum  des  rollenden  Kreises  gezogenen  Radius  OQ  bildet,  durch 
so  dass  OVi=^rcosd'  wird,  so  hat  man 

__     _J^_ 
^~*iV— rcos-^' 

'Dabei  ist  es  leicht ,  sich  zu  überzeugen .  dass  die  eben  gebrauchte 
^'Gleichung 

N     R—rcnatp 
Ä~iV— rcosO 

auch  in  den  Fällen  richtig  bleibt,  wenn  entweder,  wie  z.  B.  für 
den  Ptmkt  C  der  cos^  emen  negativen  Werth  erhält,  oder  auch 
dano»  wenn  cos  9  negativ  ist. 


5.  8. 

Die  gefundene  Formel  lässt  sich  nun  nicht  allein  dazu  benut- 
xeD ,  um  Q  zu  construircn ,  sobald  N,  r,  ^  bekannt  sind ,  sondern 
«ie  wird  auch,  wenn  an  zwei  Punkten  des  sich  bewegenden  Systems 
ABC...*  die  Kriimmungshalbmesser  gegeben  sind,  sehr  bequem 
cur  Bestimmung  der  Lage  und  Grösse  des  gesuchten  Halbmessers 
OQ  verhelfen/  Denn  angenommen,  ausser  den  Normalen  ^O— 2V| 
und  BO=N2  seien  auch  die  den  Punkten  A  und  B  zugehörigen 
Krümmungshalbmesser  Qi  und  g.^  bekannt ,  so  wird  man  zuvörderst 
die  Grossen 

Är7a~-(A^a— rcos{>2)=     -i 

tenstruiren,  hierdurch  die  Punkte  f7|  und  Ü^  bestimmen  und  so- 
bald man  in  diesen  Punkten  üi  und  V^  Perpendikel  auf  die  Nor- 
flUtlen  AO  und  BO  errichtet,  so  wird  deren  I>urch8chnitts|mnkt  den 
gesachten  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  angeben.  Alsdann 
aber  ist,  um  für  einen  beliebigen  dritten  Punkt  des  sich  bewegen- 
den Systems»  z.  B.  für  den  Punkt  C,  den  Krümmungshai bnie.^^ser  ^ 
ra  bestimmen,   in  der  Formel 


-licht  allein  iV,  =  6'Ü  .md  r.  Si.ndern  aucli  O^^t^OQ  licknJ 
SCMorder] ,  unil  man  wird  also  yj  als  dritte  PruiiortionaUime  ■ 
zwei  i-cfieheiwn  Litiioti  ohnu  Mühe  coastruiren. 

Ks  hcdarl'  hierhei ,kaum  ilcr  Bemerkung,  dii^s  man,  wenif. 
eilt  stuinpler  Winkel  ist,  tiir  den  Nenner  iVj— rcosd'.  Iiet  « 
ronslrnction  von  c^  eine  fjuinme  zweier  Linien  «rhält,  <1as! 
8clbe  aller  in  nllen  Fällen  geradezu  durch  die  Lfin^e  CU^  t 
stellt  H'ird  ,  sobald  man  vom  gefundenen  Mittel tiunkt  Q  d^U 
[lendikel  QC;,  auf  r;0  gelallt 'hat.  Eine  hcHundcre  Krwähoa 
dagegen  verdient  allerdings  der  Umstand,  dass  der  Krümmniia 
niiftolpnnkt  üfters  auf  der  Nonnale  N  nicht  von  dem  die  CuQ 
hesclircihendcn  Punkte  gegen  den  Drehungsmlttehiunkt  O  f 
sondern  in  der  imtgegengesetztcn  Verlan i^rnn«!;  von  N  lie<> 
Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  nenn  die  Cykloide,  welche 
beecbriebeuen  ('urve  in  einer  Berührunu-  zweiler  Ordnung  Btn 
an  dem  betreffenden  Punkte  ihre  Convexitht  der  Basis  Gtl  znktM 


durt'h  f"{x),  so  mnse  bekaantlich,  wenn  der  eben  angedeifl 
Kall  eintreten  soU,  yf"{x)  einen  jiositiven  Werfh  erhalten.  In 
lern  nun  x  nicht  als  independente  Variable  behandelt  werden  soll,  i 


_  flTrPif  —  iJy  A^x 


folglich  bei  den  Zykloider 


möge  der  in  J.  7.  entivickeltcn  Formeffl 
R{R—r 


,By) 


und  es  erhSlt  also  yf"{x)  einen  positiven  Werth   nur  dann,    wem 
r  cos  ip"^  R  ist. 

Bei    der    verschlungenen  Cykloide  ist  r</' und   bei 
gemeinen  iat  r=R,   folglich  kann  bei  dienen  beiden  Arten  i. 
niiüs  die    eben    aufgefundene   Bedingung    erfüllt  »erden,    d.  h.  _ 
keinem  ihrer  Punkte  wendet  eine  verschlungene  oder  eine  gemein 
Cykloide  der  Baals  GH  ihre  Oonvexität  zu.  »"' 

Bei  einer  gestreckten  Cykloide  ist  dagegen  r'> li,  und  aobal. 
also  cosqp  nicht  alb.n  klein  ausrillt,  d.  h.  sobald  W.  <fi  nahe  f^n^l 
an  Null  oder  an  -itt  angenommen  wird,  so  muits  rcas^'^R  acp 
also  die  Curve  convex  gegen  die  Basis  liegen.  Für  die  nSbC 
Betrachtung  eines  solchen  Falls  ist  die  gestreckte  Cvklolde  1 
Tal'.l.  Fig.  3.  gezeichnet  worden,  welche  in  der  Nahe  des  PunM 
B  Ate  erwähnte  Lage  liat.  Da  cos  tp  für  diese  Annahme  nofhi 
dig  positiv  sein  miiss,  weil  sonst  R — rcosqj  gar  nicht  n^ 
wernen  ktmnte,  eo  wird  der  W.  OQß,  mag  er  nun  «Is  tp  e 
wie  e«  in  dieser  Figur  die  Umstr>nde  erfordern,  als  2w  — y 
liiSBt  werden,  jedesmal  spitz  sein.  Und  da.  wenn  man  dj 
pendlkel  OW  auf  QB  ßllt,  QW^rcastp  wird,  wäl.re.id  Qß^ 
ist,    äo    rUhit  die  Vornusuotzung  rcun(p>/£  xa   der   Folgonun 
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f 


da»  der  Fusspunkt  W  auf  die  Verlftiieeriiiiff  von  QB  filier  ii  liiii- 
MS  fallen 9  (Iomm  aiMo  W.  OBQ  stunipr  Kein  iiiflNse.  lleN\i-e(t«Mi 
aber  musei  auch  der  Fii8H|»unkt  des  PeriieiidikelN  QV^  niif  die 
VerlfiDgeniiip;  von  OA  (il>er  ^  hinaus,  niitnin  in  die  ('onravi- 
^.tlt  der  ("urve  fallen. 

Alles  dien  hat  ntin  zwar  keinen  lindernden  F/influMN  nnf  die  in 
.'7.  vorc^enommenen  Rechnungen,  denn  nian  erhült  gcgenwlirti^ 

ÄI/a=rcos#  — iV,  ßW=rcoHq>'-R, 

immer  noch  l8t 

BO     B IV 


liQ^BU^ 


ih. 


N 
R 


rv.OH 


£ 


-// 


rcoHd— iV  ' 


iabo 


-A 


Aliein  es  eri>el»en  sirh  aus  diesen  Hetrarhtun^iMi  fiir  difsii.-lHMf.* 
Amvendunir   der  am   Anfani^e   dieNCs    Parairr.'i|dHfii    frklärtiMi    imi 
Rtructifinen  folgende  crs^änzende  K«ft£eln: 

1)  um  den  Mittelpunkt  Q  iXes  KreiM;K  zu  lind«*!!,    uelrher  al « 
Wälzimsskreis  fiir  die  von  den  Punkten  A^  B,  (' —  zu  lif*M-hM*i 
bendeii  c\'kloidi.schen  Tunenelemente  zu  betrachten  iht,  ntii'^'-»  man 
die  Ci  rossen 

A'.*  V  2 

A  l\  -^  -^  und  B  l\     — *- 

von  J  beziefauD^pvieirie  %on  ^  aur«  auf  i\vr  Normale  A',  rf'»»p.  .V^ 
Dach  der  cnncaren  Seite  der  C.'urve  hin  auftragen;  —  und 
3;  HeDO  man  aJ^iarm.  um  für  ein^n  amJeren  Funkt  df***  Im^^c^- 
licke«  NyMem!*:  z.  U.  fiir  C  den  KrünimunsMnittHpunkt  zu  li<'>>tini- 
men.  die  NormaJe  1'O^y^  sezogen  und  auf  dif*««  von  dem  u^'^uu- 
deoen  Punki  €^  da«  Per^iendikei  UL\  gefällt  hat,  f«o  rnui»«^  man 
die  Linie 


V« 


y\' 


f'  l'i      .V,  —  r  COM  5^, 


e^. 


TftB   lieiBf.iireii^erjdeD   Punkte   f 
CO  vadider   Seite    hintragen. 


au*»    auf    di'f    \'irfii;«l« 
-.1  o  h  i  n    H  ••  f    f  «  ►  »*  j*  ij  ♦!  k  ? 


4e«  PeT|"f»iid'iie!*  ^/f/,  2efalle'j  i-T.  weil  die^^-f  Pv'iL!    f'y 
■■4  ^er  KTS]iiMitrMiiJtle)|«iikt  mirrjer  Wde  in  Art  CV*'*»*vitS*  d»*! 


rsiwmeTi 


V 


\  • 


lMir'*b  da**  ^  -'»rt »*-•■:. •rb^^'j":'*'  :•*!  ■  u' 


H 


*  f  t  - 


\  ■.*.  ! 


ji«9  «TMiuueiie  ^erlLitreD    £i.r    ff>-^i)iJLU:L!!j   <!er    KrC>::v: 


1  f  fc  •• 
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Sär  To)fstfindt^et)9utert.  Sobald  näiiilii:)i  die  iti  §.  i.  voraus- 
j^esetzteD  Umstände  ointreton ,  d.  h,  sobald  eiue  Ciirve  auf  die  Art 
entstaDdeii  ist  nder  uXs  entstanden  aufgeTasst  werden  kaoo,  dass 
der  besch reibende  Punkt  C  mit  zivei  anderen  Punkten  A  und  B 
zu  einem  festen  und  unveränderlichen  Dreieck  verbunden  ist  und 
dass  diese  letütgenannteo  Punkte  auf  zwei  gegebenen  Curvcn  Aa 
und  Bß  fortrücken:  so  kann  man,  ivohin  auch  immer  der  Punkt  C 
gerifckt  sein  nio^,  zuvürderst  den  Punkt  O.  daraus  die  Richtung 
3er  Normale  CO,  also  t^leichzeilig  auch  die  Lage  der  Tangente, 
und  dann  nach  den  Regeln  des  §.  8.,  insofern  man  die  den  Punk- 
te« A  und  B  zugebürii^en  und  den  ße«:ebenen  Curven  Aa,  ßß 
entsprechenden  Kriimniuugtjhti  Ihm  esse  r  (fi  und  q^  ohne  allzu  grosse 
.  Weitläuftigkeit  zu  constmiren  im  Stande  ist,  auch  den  Krüm- 
ln unashalb  messe  r  für  die  Curve  Cy  bestimmen.  Uebrigens  dürfen 
wir  hierbei  nicht  mit  Stillschweigen  übergehen,  dass  das  erste 
Theorem,  worauf  Herr  Abel  Transon  seine  Methode  gegründet 
hat  und  welches  wir  in  §.  2.  ausgesprochen  und  bewiesen  hauen, 
nämlich  dass  alle  Normulen  der  von  den  einzelnen  Punkten  des 
beweglichen  Systems  beschriebenen  Curven  in  jedem  Augenblick 
in  einem  einzigen  Punkte  zusuiujiien  laufen,  zuerst  von  Chasles, 
und  »war  als  eine  Verallgemeinerung  eines  von  Des-Cartes  be- 
nutzten Satzes,  aufgestellt  »vordeii  ist  (S.  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie,  S.  649  der  Uebersetzung  von  Sohncke). 


§.  10. 

Am  einfachsten  und  merkwürdigsten  unter  allen  ßewegnngen 
des  Dreiecks  ABC  ist  der  Fall ,  wenn  die  gegebenen  Wege  fflr 
die  Punkte  A  und  B  beide  geradlinig,  also  die  Schenkel  eine« 
Winkels  BQA  (Taf.  1.  Fig.  4^  sind;  und  um  tou  den  vorhergehen- 
den Regeln  zum  Reschluss  eine  Anwendung  zu  machen,  wollen 
wir  diesen  Fall  voraussetzen.  Jeder  beliebig  in  der  Ebene  der 
Figur  angenommene  und  mit  A  und  B  fest  und  unveränderlich  ver^ 
bundene  Punkt  C  beschreibt  alsdann  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt sich  im  Scheitel  des  W.  BQA  befindet.  Errichtet  man  mat 
in  A  und  B  auf  die  Schenkel  des  W.  BQA  die  Perpendikd  AO; 
und  BO  und  zieht  nach  deren  Durchschnittspunkt  CO,  so  hat' 
man  (Me  Normale  und  kann  sofort  auch  die  Tangente  am  Punkte! 
C  ziehen.  Ferner,  da  die  Krümmungshalbmesser  an  den  Punkten] 
A  und  B  gegenwärtig,  in  was  fiir  eine  Lage  das  ^  ABC  auch 
rücken  mag,  jedesmal  unendlich  sind,  so  fallen  die  im  Vorher- 
gehenden mit  'Ui  und  Ü^  bezeichneten  Punkte  mit  A  resp.  B  za- 
sammen,  woraus  folgt,  dass  jetzt  der  Scheitel  des  W.  BQA  zu- 
gleich den  zu  suchenden  Mittelpunkt  des  Wülzungskreises  bildet. 
Alles  dies  ist  ffbrigens  auch  bei  der  gestreckten  Cykloide  der 
Fall,  welche  der  Punkt  A  in  Taf.  L  Fig.  2.  oder  der  Punkt  B  in 
Taf.  1.  Fig.  a  beschreibt,  sobald  der  W'.  QAO  (resp.  QBO)  ein 

Rechter,   nämlich  "!<'*9'— 750=^  's*-  "*''  •'^nn  In  den  gefundi 
nen  Formeln 


I 
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Di 


Ml 
K 


^■^R(R^rcoa(pj  '*'**'" ^  —  iV— r cos ^ 

Nenner  sich  auf  Null  reducirt. 

FiUlt  man  daher  id  Taf.  I.  Fig.  4.  von   Q  aus  auf  CO   da» 
»dikel  QU,  so  ist  der  Krünimungshalbmesser  filr  den  Punkt  C 

£(Jß 

-^jJt  und  ist  aufzutragen  in  der  Richtung  von  C  nach  (7. 


^.  11. 

Bei  einer  genaueren  Betrachtung  der  hier  gedachten  Bewegung 
Dreiecks  ^ÄC  ergeben  sich  jedoch  noch  einige  andere  merk- 
le  Gesetze.    Sucht  man  nünilich  für  den  Punkt  O  den  ceome- 
BD  Ort  zu  bestimmen,  dessen  Differenzial  früher  durch  OO' 
nchnet  wurde  (Vgl.  §.  3.),    so  findet  man  dafür  einen  Kreis, 
Jer  um   den    Scheitelpunkt   des    gegebenen    Winkels 
[ÜQiimit  dem  Radius  QO  zu  beschreiben  wäre. 
Denn  man  setze 

QOz=zr,  W.QOJ=^i,  \\.QOß  =  &.i, 

«0  das«  W.  AGB  — AQU --^i-^^^  ist,    so   erhalt  man  aus  dem 
^AQB  die  Gleichung 

i^ßi.-^r^sin  V+»'^«<n^2^— -»"^«»»^i  wn^2^-«'^(^i  — -^a)- 

lud  aus  dem  ^  AGB  die  Gleichung 

ifi2=r«cos^i2+r2co8V-2r2cosOiCos^2Cos(^i— Oa)- 
^lich  durch  Addition 

2  JB^=2r«  [ft  cos  (-»i  —  -a^)«]  ::=2r2sin  ({^^  — -^a)^ » 


i<ß  =  rsin(^i  — -^2)=  ^i^^>-sin^Qi?. 
Bieraus  aber  fliesst  ifir  QO  der  Werth 

^^-^xuAQB' 

Vnd  da  sowohl  der  Zähler  als   der  Nenner  dieses   Bruches  unver- 
Werlich  ist,  so  bleibt  QG  während  der  Bewegung  des  Dreiecks 
r    ^C  eine  constante  (vriisse,  Avas  zu  beweisen  war. 

Wir  haben   freilich   hier  den   Fall  zu  Grunde  gelegt,    wo   die 
^  Perpendikel  AO  und  BG  sich  ausserhalb  des  Winkels  Q  schnei - 
,^9  im  entgegengesetzten  Falle  aber,  wenn  O  zwischen  die  Sehen- 
"M  des  W.  Q  füllt,    lässt    sich    der   Beweis   mit    einer   nur  ganz 
fttingen  Aenderung  eben  so  leicht  führen. 

Man  nehme  jetzt  an .  das  von  Q  auf  CQ  geHillte  Perpendikel 


eo 


'  üY« 


J  sottnitte  liei  seiitor  VerlHngeruii!;  die  Ellipse  ii 
nil  of>  gehürtun  nüt  C  dir  Puntlc  Ä'  und  B'  in  den 
nmtnvn,  dikss  das  ^  A'IS'C  die  Lage  des  beweglichen  1 
I  dem  Aui^enlilirk  nngicht,    wenn   die  Spitze  C  den   elln 
Itdgen  CfJ'  lieecti rieben  hüt.      Passt  man  nun  einerseits  i 
de«  l'unklH  0  geSMi   das  ^A'B'C,    andererseits    die  F 
l'ntikls  O  gegen   das  ^  ABC  ins    Auge  und    beachtet, 
(Strahlen  B'l^,    VQ,    A'Q  der  Reihe  nach  senkrecht  s 
den  in  O  zuaammenlaHrendcti  Simbicn  BO,    CO,    AO;  , 
man  sogleich  ,  das«  die  Winkel 

/f'QC,  CQA',  B'QA' 
gU'ioli  «iml  den  Winkeln 

BOC,  COA,  BOA. 
HicrauN  aber  Tolgt  lüe  Cnngruens  der  beiden  Vierecke  QB'CA 
und  ORCA.  hrnn  wenn  man  sich  dag  Dreieck  ^'fC  als  geg4 
lirn  denkt  lind  den  l'tinkt  if  dadurch  zu  bestimmen  sucht,  dal 
man  über  dwi  Seiten  A' H'  und  B'C  Kreisabschnitte  i  . 
welche  dii-  cbi-nfallH  gegebenen  Pvriiihericwinkel  A'QB'  und  Ä'Ql 
laHKcn .  KCl  sieht  man .  dass  lieide  Kreisbogen .  weil  sie  ber«it^ 
B'  «ich  »chnHiden,  nnr  noch  einen  :eweiten  und  deswegen  bestinä 
ten  DnrchschnUtMuuukt  Q  darliieten  werden,  noraur  sich  'dl 
bekannte  Pothennt  sehe  Aufgabe  stützt  ZivarwOrde  sich  allerdinj 
ein  mit  ABC  cuneruenles  l>reiw;k  —  nennen  wir  es  aßy  —  aac 
noch  nur  fXwi  andere  Art  «wischen  die  In  f)  zusaiumen laufend« 
Ntrahlen  legen  lausen,  sn  dass  jmmcr  noch  «,  fl,  y  der  Ordnun 
nach  auf  UA' .  QB' ,  Q(?  liefindtlch  und  dennoch  das  Vierec 
Q^ya  nicht  mit  QliCA  congnient  w3re.  Aber  dieses  Dreieck  er/ 
wdrdn  dann  mit  seiner  entgegengesetzten  Fläche  in  i 
Kbeiie  der  Kigur  aufliefen,  gerade  so  als  nenn  man  das  Dreiec 
A'B'C  vorerst  um  A'B'  als  Rotationsax^um  180«  drehen  « 
dann  noch  etwas  verschieben  wollte;  es  ^pde  also  dieses  A  ". 
ntrenu  genniaiiien  nicht  mit  ABC  congrucnt,  sondern  symm 
IriHch  glolch  (gegen bildlich  gleich)  sein,  und  weil  eine  8olc& 
Eluruiaivenilung  des  ^  ABC  in  unserer  vorliegenden  Betracbtiu, 
gftn«  gegwi  die  A'oraussetzung  sein  tiiirde,  so  ist  das  erwähnt« 
tiilt  OBCA  nicht  congmeate  Viereck  Qßya  offenbar  ausKiischli«* 
sen  und  sein  Vorkommen  für  unmöglich  zu  erklären,  aisu  Vin 
eck  t^B'C'A'^OßCA. 

Amt  dieser  Tongruenz  folgen    nun  zuvflrderst  die  UleicbuRg< 

QA'^OA,  QB'  =  OB.  QC'  =  Ot 

fernn  ,   weil  die  homologen  Diagonalen  QC  und  <>C  durch  Coa« 

ntniktloii  periieudlkuliir  atif  einander  gestellt  sind,  so  m&ssen  aac 

" '""n  Diagonalen  und  überhaupt  alle  botnulogen  Selten  scuü^ 


recht  auf  o 


r  stcliei 
ABl  AB 


nainentuch 

BT'  i-BC,  A'C'-lAC. 


c  ut 
I    0« 


IRg«fl 


IIuNonder«  morkwlirdl»  «cheiiit  endlich  noch   folgendes  !„-... 
lal.    Üa  OC  die  Richtung  der  Normale  i'dr  die  Elli|isc  im  Punkt« 
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l  und  <la  QC  MOnkrpchl  nul  HC  »tpht,  so  mt  QV  jiiitiU- 
I  dvt  Atta  Pnnhti*  f  eiut^liDri^oii  Taiiicfute,  nUo  Hliitl  '^T 
i  cnnjUKlrl«  Honihl  innifti<r  ifpr  l\lli)>!<c.  IWs 
,'  M>liiil(l  Äwei  conjni;irte  IMiiiHt'lot  iii-liHt  lliri^m  ('iHijuiia- 
j  )t«ft«l)on  Ktriii.  itii<  Lqicc  uml  (irnriN«'  'Irr  Hiiuiifuxuii 
.  dtirch  (»nz  laichte  Coutitruktiuiieii  (iiidcl .    Iierlirr  nicbl 


man  Tär  dpii  Krammutic^ilialltmesser  p  am  PunLto 
den  Austlnick  ;;.j  gcfundi-n  hnt  und  da  zul'olg«  §.  12. 
Ist,  80  Itestefat  die  Gleichung 

den  KrÜmiuungshallinieaaer  ^  fQr  einen  beliebigen  Punkt 

T    <;e<;cl»cnen  Bilifise  zu  conelrniten ,    ziehe  man  Tin<?h  C 

jflU  Scwiitianifter  QV.  bestininie  den  zugebifri^en  coiijugirten 
WaililiniDeter  QC" <  und  ßllle  vom  gegebenen  Punklt.-  ein  Pernendikel 
^V  auf  diesen  letztem,  sii  it<t  y  die  dritte  Prapnriional- 
Inie  zum  Perpendikel  CV  und  dem  conju);irten  Scnii- 


NHchschrift  do»  Herausgebers. 

Sehttn  vor  Empfang  dea  vorhergehenden  Aufiatxes  hnttc  ich  no*  dum 
lalltnl  dk  Slultiit,  welche  die  Melhodi)  dei  Harrn  Abel  Tmnion 
itreffi'a,  rii'k exogen ,  um  «!v  gelcgenllieh  den  Lo*orn  dei  Arrhhii  ndt- 
|lll«^lRn.  Dratu  angenehtncr  wurde  ioh  natiirljch  dureh  den  mir  güligit 
■reondten  Auf»aM  dei  llorrn  Profesior  l)r.  Sixfftnann  nliarrNMnI. 
US  lialte  mkh  nnn,  damit  die  Lvacr  des  Ai^liivi  gclieo,  wie  (crine  die 
~  "  igira  waren,  vnn  denen  dorselhe  bei  Abfasinng  schier  Alihondlmig 
ilKa  konnlc,  uni  >»  mehr  ver|iflirhtet,  die  betreRcnden  Stullen  uu« 
Institut,  welnhei  wohl  nur  in  die  Uindo  weni^ttr  Iioi^r  des 
beUn  kutnmeo  ditrfl«,  im  Folgenden  abdruokon  (u  laiien,  waa  auch 
Wtetcltt  DOcb  anderen  KuUen  haben  kann.  Leider  habe  iirb  iinterlMMen. 
|[S~b<ilrcffendcn  Nninniern  dea  genannten  Jonmali,  welchea,  naehdura 
■  Büf  kurao  Zeit  in  meinen  Händen  gewcaon  iat.  inglrich  >?ino  «cttcrc 
Ifttu^DtviMtg  narh  Norden  antritt,  iilierall  genau  zn  bcnierkon,  und  bin  die- 
Ml(«n  nna  dem  angcgi-bunen  Grunde  jetzt  nachiutragen  unaaer  Stande, 
rablüb  kh  hier  «chliiaalirli  nm  Verleihung  bitte. 

Societe  plilloin»tIqiie  de  Pari*. 

H.  Abel  'I'ranaon  indiqne  une  con«trnction  nonvello  ponr  le  rajon 
NWfbiir«'  de  relllpac.  —  On  aait  quo  l'oLlipae  eat  engcndrcc  ppr  le 
met  T  d'nn  triunjtle  TAB,  loraqu'nn  fait  gliaaer  lea  uxtri^miti^i  de 
t  kue  jf/l  Hur  deux  axea  (Iiea.  Co  mnde  de  deaeriptinn  eat  lutimo 
Um  «anvcnt  cmployä  duni  1«  ennfeclion  dua  i^puroa;  inui*  alora  an 
Ulli  1«  triitofcle  4  la  ligne  de  bnae  AB,  en  platant  le  aommct  T  lur 
m'ij/sfat  qaclconquo  de  cetto  ligne. 
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Dona  toua  lei  cm.  on  auh  ijuc  il   on   4iete   eti  J  vt  B  deö)^ 
perpendieuliiirea   reHiicrtiveinvnt   nnx   axet   directeu».    ues  lignea 
conirnnt  «■>  O.  In  druite   TO  eat  &  vhaque  inatant  b  uiirmalo  de 
|ionr  la  «ituBtiiiii  actuelle  du  yu'iat  decrivant. 

DniiK  toiiH   Ich  vai  ^dh»!  nn  ifoum   cunatruire  le  rn.vnn  ile  cl    

l'aide  de  la  fciiiBrqiii;   anivantc.      Aliaiaaez    du   <:en[re    IVl   de    Iv    Cddj 
(juflinC  de  ri-'iii' untre   des   nxes)   unc   perpcndiculaire  MC   aiir 
jO.     Soit  C   te   picd   de   coUe  iierpundiciilaire.     Le    raTiin   de   cnarl^ 
est  iinc   trilisi^lUR    proporl  Ion  eile   aux   ligüea   TC   et   7  O ;     c' 

tr^s  farile  k  conntruire.    On  siiit  d'ailh 


qu 


a  Ii  = 
t  lonp-l 


Tc"'  "»"'^ 


mpa,  qu 


n  prnlnn^eant  In  perpendiculnire  MC  jnaqn'fl 


■uit  que   1b  dUlance  des 
nnjugu«  de  MT. 


9  O  tt  T  eac  ^i^Ie  nu  deini'  \ 
(L'tnstilut.  1844.  Nr.  » S.)  1 


Societc  pblloiDaliqne  de  Pari«. 

M.  Abel  Traniton  communiqne  une  conatruction  du  rajtia  äeei 
de  ri'Uipse.  Celle  conatruction  c«l  appropriee  du  caa  ou  on  en(fei 
courlie  on  augmentanl  ua  diminuaiil  toiites  Ich  ordouni^og  d'un  i-eru 
nn  m^me  rappurt. 

Soient    M   le    poiut   de   Telllpae    et  M'   le    pnint   correapondM 
cercle ;  cc»  dem  piiinla  aibies  nur  ime  inline  ordonn^e ;    aoieut  p  !b  r 
de  courbure  de  TelllpHe  en  IH,   et  a  l'anglo  de  la  normale  nvec  1' 
n^e.      Soll    aoBsi  *  le    rajim   (ti;    ninrhure   de   rellipse   ä    Textron 
raxe  qui  eat  parallele  buk   ordomieea ;      et    anit    a     l'anglo    que   I 
M'  le  rayan  da  cercle  avec  l'nrdonn^e  MM'.     On  a  In  relalion 


de  laquelle  o 


mpie. 


Sociöte  phllomallque  de  Parin. 

M.  Abel  TranRon  cummuniqiie  uno  melhnde  guom^trique  pa 
lerniiner  Ich  rayona  de  cnnrbare  d'une  ecrtaine  elaaae  de  conrbei. 
Ri^Ihode  est  fond^e  nur  le  prinripe  auirant: 

Qnand  nnefigu 


lit  ila. 


pln 


ule 


") 


Le«    arca    cirvulaire«    (infiniraci 
lea    diffirents    p.iinia    de     la    figiire,     pcnda 
ment  infininiunt   potiC,  peuTRnt  ^ire  coiiald^r^a 
arc«  de  vyclnide   («rdinaire.    allongee    on   accaarcie)    nri 
dnit  p>tr  le  rouleinenl  de  i-e   cernle.  ^ 

I^npr^a    cb    Iheiirrnie,    quund   uno   courbe   eat   d^i^rilo   par  un   | 
d'niie  ßgure   en   miiUTVinenl  diina   hui    plan,    il  »nffira,    pnui 
aoii   rajnu   de   courbure,    de   dJteniiinor   In   griindour   et  la  a 
cerrle  qui  i'oulo  nu   motnsnl   du  luouveinenl   un   le   poinl    di^crivaat  I 
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la  pOBition  qu*on  vonsidere;  ensemble  drterminrr  la  Situation  de  la  droite 
nr  laquelte  le  ronlement  a  lim.  Cr  rerrle  et  rt-tte  droite  le  d^'termi- 
ÜHont  k  chaqiie  instant  par  ]ck  diflTerentPs  conditions  du  luouTement  de 
la  flrure. 

En  effet,  il  y  a  une  formule  tres  simple  poiir  \v  rayon  de   coiirbure 
Cura  cycloide  (ordlnairc,  allong^e  im  accoiircie).     CVtt«  formuh;  est 

IV  —  r  ros  £ 

im  laquellc   A^   est   la   paitic  normale   de   la   cycloide   rntre   Ic   poInt 
Ikiivant  et  le  point,    snr  Icqucl  le  ronlement  s'opere;     r   est   le   ruyon 
^.ibcercle  roulant;    et  i  Tanglc    que   fait  la   normale  du   cycloido  avec 
^Jirajon  de  cercle  men^  du  centre  au  point  de  ronlement. 

Ce  point  do  ronlement  n^est  autro  que  le  point  qui  reste  fixe  dans 
^la  moQTement  iniiniment  petit  de  la  figure,  c*est~ä-dire  le  point  par 
iifael  pasflent  ä  chaque  instant  les  normales  aux  trajeetoires  d^crites 
pv  lea  divers  points  de  la  fignre.  —  M.  Chaslesa  fond^  snr  la  con- 
lUenition  de  ce  point  qui  reste  fixe  nne  ni^thode  g<^om^triqne  poar  la 
dtermination  des  tangentes,  methode  applicable  ,,toutes  les  fois  qu*on 
eonnnit  les  conditions  göomi^triqucs  du  niouyement  d*une  flgure  de  forme 
faiTariahle  ä  laquelle  appartient  le  point  döcrivant. ^'  (Chasles  Apercu 
historiqne  sur  Torigine  et  le  developpcment  des  inethodes 
en  g^om^trie).  —  Dans  les  minies  circonstonrcs  la  nic'thode  qiron 
▼ient  d^exposer  donnera  la  d^tcrmination  du  rayon  de  rourbure. 

Par  ezemple,  si  on  connait  le  mouvemcnt  de  deux  points  de  lu 
Agare,  on  menera  par  res  points  les  normales  aux  courbes  qu'ils  par- 
courent.  Appelons  d'aillenrs  üj  le  rayon  de  rourbure  de  la  conrbe 
d^crite  par  le  premier  point,    sur  la   normale  h  la    vourbe  drcrite,    et 

dant  la  concavit^  de  cctte  courbo,    on  porte  une   longueur  t'gale  k  -„'-, 

Peztr^mit^  de  cette  longueur  marquera  la  projection  du  centre  du  cercle 
ronlant;    ce  en  Tertu  de  la  formule 

AT« 

rcos  ii  :=Ni  —  TT— 

On  constrnira  de  mi^me  la  projection  de  ce  möme  centre  sur  la  normale 
4  la  aeconde  courbe;  et  alors  il  sera  bien  ais6  de  construire  le  centre 
lai-mdrac,  ayant  ses  projections  sur  deux  droitcs. 

Projetez  le  centre  du  cercle  roulant  snr  la  normale  OT  au  point 
d^crivant ;  et  soit  C  le  picd  de  la  pcrpendiculaire  projetantc :  on  aura, 
poar  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  dc^crite  pur  le  point  T*,  une 
troisierae  proportionelle  aux  ligncs  OT  et  TC ;     c'est  a  dire 


R- 


TC 


car  TO  corresnond,  dnns  la  formule gi^n^rale.  k  N^  et  CT*  k  A/  —  rcos/. 
A  qaoi  il  convient  d'ajoutcr,  pour  fixer  le  srns  de  la  courbure,  que  le 
point  C,  projection  du  centre'  du  cercle  roulant,  est  toigours  dans  la 
concavit^  de  la  courbe  decrite. 

On  Toit  maintenant  que  la  formule  communiqu^^c  dans  une  s^ance 
pr^cddente,  pour  le  rayon  de  courbure  de  Pellipsc,  n'ctait  qu^me  simple 
appHcation  de  cctte  mcthodc  generale.  Cette  mcthodc  s'applique  aussi 
arec  beanconp  de  facilit<^  k  la  construction  du  rayon  do  cnurburc  des 
conchoides  et  des  cissoides. 


VDI. 

Beweis  des  I^elirsatzes:  W^enncinbe 
liehiges  Dreieck  in  einer  Kbene  so  be 
wegt  wirii,  <lass  ^icli  die  Knilpunklü 
seiner  Basis  lortwälireiid  auf  zwei  fem 
liegenden  und  nicht  parallelen  Oera 
den  befinden ,  so  wird  von  seiner  mpits 
eine  Ellipse  beselirieben. 

Von  dem 
Herrn  Professor  Dr.  Stegmann 

an  der  UniTCnitnl  7,u  Harlturf^. 


In  dem  AnFsatze  iVr.  VII.  dieses  Heftig  fauhe  rch .  nach  d« 
Vorgange  von  Abel  Transon,  um  dessen  Methode  zur  Bestin 
mung  des  Knlmmnngshatbrnessers  auf  die  Ellipse anzmvenden,  iki 
Lehrsatz  als  bekannt  an»^nommctl: 

Wenn  eine  Gerade  BC  von  constaul«r  LSngc  so  beweet  wir 
dass  steh  ihre  End|iunlite  fortivährend  auf  zwei  festliesenden  im 
nicht  ^ßralleleu  Oerudeu  (oder  andere  ausgednlckt  auf  den  Scbei 
Icein  eines  ebenen  Winkels)  befinden,  so  wird  jeder  Punkt  ^,  n~ 
chcn  n?an  in  der  Ebene  der  Figur  beliebig  angenommen  aber  l_ 
B  und  C  in  eine  feste  Verbindung  gesetzt  hat ,  no  dass  di 
A  BCA  H'ä'brend  der  Bewegung  der  Grundlinie  BC  eine  unveriti 
defliche  Gestalt  behüit,  eine  Ellipse  beschreiben,  deren  Mit 
telpunkt  sich  im  liurchschni  ttspu  nkt  der  zwei  festlie- 
senden  Geraden  (im  Scheitel  des  gegebenen  festliegenden  Win» 
ke)e)  befindet. 

Dieser  Lehrsatz  ist  ffir  einige  besondere  Falk'   allerdings  voi 
alten  Zeiten  her  bekannt.     Schon  In  Ne%vt«n's  Arithm.  unirers. 
in  dem  Abschnitt  de  ret^olutione  ijuaestionum  geomctricaram.  Ii 
handelt  das  problema  XXW.  den  um  nS<:fa8ten  liegenden  Fall,  n 
welchem  heutiges  Tags  Jedermann  vertraut  ist,  wenn  niimllch  d 
Winkel  BCA  gleich  Null  oder  gleich  180"  ist.  d.  h.  wenn  ilerll 
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achreibende  Punkt  A  irgendwo  in  der  sich  beuegenden  Geraden 

£C  liegt,  und  im  problenia  XXXVI.  den  Fall,  wenn  sowohl  der 

Winkel,  auf  dessen  Schenkeln   die   Punkte  B  und  C  fortruc^ken 

•ollen,  als  auch  der  W.  liCA  ein  Rechter  ist.    Seit  Newton 

uvA  denn  in  gar  mancherlei  Schriften  diese  Sätze  von  neuem  auf- 

testellt   und   bewiesen    worden,   und  so   findet    man    z.    U.   noch 

m  diesem  Archiv    (ThI.  VI.  Heft  2.   Seite  222.)     für  den   erst- 

{tnannten    Fall    einen     kurzen,      freilieh    von    dem     Newton*- 

Miken  wesentlich  nicht  verschiedenen  Beweis  von  Herrn  Professor 

i'  Pioss  zu  Stuttgart.    Allein   in   der  oben  ausgesprochenen  Allge- 

I  wheit  ist  der  Satz  vielleicht  noch  nicht  in  gleichem  Grade  be- 

,  fant  eeworden.    Es  war  im  Jahr  1839,  als  ich   gewahr  wurde, 

«Im  ihm  diese  allgemeine  Gültigkeit   zukommt,  und   in  dem   auf 

Ultorn  1840  erschienenen  Programm  des  Marburger  Gymnasiums 

tlibe  ich  sowohl  den  Beweis  dafür  geliefert,  als  auch  verschiedene 

IJhlgeniDgen  fSr  besondere  Falle  daraus  hergeleitet.     Dessen  un- 

|lM:htet  moss  ich  glauben,  nachdem  ich  in  Chasles  Geschichte 

ier  Geometrie  zwei  darauf  bezügliche  Stellen  (Seite  45Ü  und  Seite 


der  Uebersetzung  von  Sohncke)  gelesen  habe,  dass  der  Satz 
Hcht  allein  schon  früher  entdeckt  gewesen,  sondern  auch  wohl  in 
gedruckten  aber  mir  nicht  zu  Gesicht  gekommenen  Schriften  be- 
reits bewiesen  sei;  und  nur  für  den  Fall,  wenn  der  Herr  Heraus- 
Seber  es  an  und  für  sich  für  wichtig  genug  oder  als  Ergänzung 
es  Aufsatzes  Nr.  VII.  für  angemessen  halten  sollte^),  setze  ich 
den  Beweis  hierher. 


§.  1. 

Es  sei  in  Taf.  I.  Fig.  5.  W.  BoQX=q-  der  gegebene  Win- 
kel, auf  dessen  Schenkeln  die  Endpunkte  der  Basis  iC  des  be- 
weglichen Dreiecks  BCA  fortrücken  sollen ,  wodurch  die  Spitze 
A  dieses  Dreiecks  die  Curve  AqA  zu  beschreiben  genothigt  ist; 
und  man  setze 

BC=fi,    AC-Ö,    W.  BCA^y. 

Ferner  nehme  man  den  Scheitelpunkt  Q  als  Ursprung  recht- 
winkliger Coordinaten,  den  Schenkel  QX  als  Abscissenaxe  und 
die  positiven  Ordinaten  y  auf  derjenigen  Seite  von  QX  an ,  auf 
welcher  der  W.  q  oder,  anders  ausgedrückt,  der  feste  Schenkel 
QÄo  liegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  veränderlichen  Winkel  BCX  durch  9, 
so  liefert  das  rechtwinklige  Dreieck  ACP  die  Gleichungen 

(1)  y^bsm((p—y), 

(2)  a:-'QC=öco»((p^y)i 

aber  aus  dem  A  BCQ  ergiebt  sich 


*)  Jedenfalls  halte  ich  dies  zur  Ergänzung  des  vorhergehenden 
Anfsatiet  als  yöllig  anyi^cniesscn ,  weil  dadurch  das  Verständniss  jenes 
Anfsaliet  für  manchen  Leser  erleichtert  werden  wird.  G. 

Theil  VII.  5 
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QC  _a\o(q)—q)  _8in[(y  — y)-f  (y-  g)] 
a  sin  9  sin  ^ 

sin  (y— y)  cos  (y~y)    sin  (y— y)  cos  (sp—y) 

sin  9  sin  9 

Daher  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in 

siny  ■■  sin^ 

und  wenn  man  hier  die  aus  (1)  fliessenden  Werthe 

sin  (9~y)  =  |,  cos(qh--y)=±y  1  -  |ä 

substiWirt,  zugleich  beide  Seiten  der  Gleichung  in's  Quadrat  er- 
hebt und  der  Kürze  wegen 

y—q=S 

setzt,  so  erhält  man 

6sin^  b^8vaq^ 

^  1^  ,    fl  sin  ^ >^ 2        /^|^2_i_  2q6sin^    ,  o^sinj^^y* 

"-^^+  "ihiT"^      "^^'^  "*■      sin^      "*■    sin^«  ^P' 

oder  geordnet: 

/ov       o      2öa?^cosd    ,  ,T   ,   2asin^  ,      «*     v   «     ^,  .  ösindv« 

Diese  Gleichung  zei^t^  dass  die  vom  Punkt  A  beschriebene 
Curve  ein  Kegelschnitt  ist;  und  da ^  wenn  man  die  allgemeine 
Gleichung  des  zweiten  Grads  zwischen  zwei  Variablen 

mit  der  gefundenen  vergleicht^  die  CoefBcienten  D  und  E  gleich 
Null  sind,  so  ist  der  gewählte  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
nämlich  Qy  der  Mittelpunkt  dieses  iLegelschnitts. 

Ferner  da  gegenwärtig 

j cfl         2a  sin  ^ .  ^ 

Ä^sinj*      Äsin^ 

^  2acosd 

bsmq 

C=l; 


•h»un  nciiiitiv  ist.  eo  ii 
i  eine  Ellipse  sein 


s  ilrr  erzeiigU-    Kegelschnitt    in  iillor 


«■■•! 

LObnrohl  alter  liiennit  il«r  aufseglellte  Lehrsatz  schon  emie* 
yUt.  so  niril  doch  die  foli-enile  Enilinziin^  desselben  auch 
h  «toiges  Interesse  iii  Anspruch  zu  nehmen  (;eeignet  sein. 

,  Anfunge   der    eben    betrachfeten  Benegun^  dea  Dreiecks 

{befanden  eirh  desisen  Ecken  der  Ordriniiu'  nach  tnHo'Q.^t» 
m  Ucnv^ung  des  Dreiecks  znischen  den  Schenkeln  des  Win- 
r  ^8^  eigentlich  «i  Ende,  sobald  der  Punkt  ß  nach  Q  und 
'unkt  A  iiitch  K  gerCIckt  ist.  Wenn  man  nun  aber  den  Punkt 
_.  ie  ^'erlKngerung  des  Schenkels  BnQ  (nrtrilcken,  also 
Biisiü  ßC  zwischen  den  Schenkeln  des  NebenwinkelK 
ßj?'  sich  heivecen  lässt .  so  beschreiltl  die  Spitze  ^  jetzt  «iao 
rve,  deren  Anfang  in  der  Fi^r  durch  die  punktirte  Linie  KA' 
teicdnet  ist ,  und  welche  {geradezu .die  Fortsetzung  des 
liplie<Jiei>  Bogens  /InA' bildet. 

1  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  die  Gleichungen  des  vorigen 
K Parat^aphe.ii  uuf  diese  neue  Curve  KA'  anwenden,  indem  wir 


W.  f:'QB'  = 


W.  B'C'X=v',    W.  B'C'A'  =  y' 


.  Diid  bemerken,  dass  die  Richtung  für  die  positiven  j'. 
%\t  die  (ileichnng  (3)  auf  diesen  neuen  Fall  beziehen  wollen, 
ar  der  ffleich  Anfangs  im  vorigen  Paragraphen  fostgesetitei) 
uiMD'j,  nutiniehr  nach  derfenigen  Seile  der  Abscissenuxe  QX 
I  K-.ie ,  auf  welcher  der  W.  XtjB'^q'  iieut,  so  dass  die  Rich- 
:  l'i'xiliven  v' jetzt  der  im  vorigen  Paragraphen  für  die  positiven 
1  -j  i;e)teu(ien  gerade  enIgcgengeHetzl  sein  wCirde.  Ferner 
lir  unter  y'  offenbiir  den  couveien  Winkel  B'CA'  zu 
K'ii.  weil  »ir  sonst  nicht,  in  Uebercinstimmung  mit  der 
ii^(t},    worauf  die  Gleichung  (3)  gegründet   ist,  setzen 


A'P'=l)BmA'C'X=fjs\n(<p'—Y'), 

Rührend  man,  unter  y'  den  convexen  Winkel  verstehend,  aus  die- 
ser <;iMchu«g  den  richtigen  negativen  Werfh  fflr  A'P"  erhält. 
Diea  vorausgeschickt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  neuen 
Time  K.l'  ohne  Weiteres,  s'obald  in  der  Gleichung  (:{)  nn  die 
Stelle  von  »/,  tf  und  S^y—f/  die  GrÜKsen  (/' ,  rj'  und  ö'—v'—i/' 
treten,  da  an  die  üucbslunen  x,  ii,  b  Accente  zu  setzen  nicnl  nii- 
Ihig  i»l.  Wenn  da<;egen  die  positive  Richtung  für  die  Ordinaten 
w'  der  neuen  Gleichung  ebenfalls,  gerade  wie  die  positiven  w  der 
bleichunji  (3) ,    auf  die  Seite   des  Winkels  B^QX  fallen  soll,  so 
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ist  y'  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  nehmen,  und  da- 
durch entsteht  folgende  Gleichung: 

hsxnq'  bsinq'      o^smq'^ 

sm  g' 

Nun  finden  aher  zwischen  den  Constanten  in  dieser  Gleichnng 
und  denjenigen  der  Gleichung  (3)  folgende  Relationen  Statt: 

q'=:7t--q,      /=27r— y,    /— y '  r=  ;r  — •  (y— y) 

also 

sin  g' = sin  ^r ,      sin  d'=siB(y—q) ,    cos  d' = — cos  (y — q) 

zusind  =— cosd; 

und  sobald  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  substituirt«  so 
überzeugt  man  sich^  dass  dieselbe  mit  der  Gleichung  (3)  identisch  ' 
ist,   dass    also   die  Kurve  KA'  nichts  anderes  sein   kann   als  die 
Fortsetzung  der  Curve  AqK, 


VoUij^  ^trenj^e  und  aUj^emeine  AnflS« 
sun^  der  Hauptaufj^albe  der  höheren 

Oeodäsie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Vorerinnerung. 

Die  Aufgaben  der  hohem  Geodäsie  sind  bisher  immer  bloss  jiähe- 
rnugsweise  mit  Hülfe, der  unendlichen  Reihen  aufgelöst  worden,  indem 
man  bloss  einige  der  Anfangsglieder  dieser  Reihen  berücksichtigte,  ohne 
sich  weiter  auf  eine  bestimmte  theoretische  Untersuchung  über  dio  Con- 


«MF  Rf!)i«i)  iinJ  ilrii  Oruil  «tcrai-tlien  vtniuIuasFa .  du  wohl 
B  mfcnWärligm  Ziintiinile  dur  AnuljaU  vine  blaimii  t'iitenucbung 
a  dum  ersliui  wccKul'ixiirncii  fili<iili'  lii-rvnrgHinirlitcp  GinlluMr* 
1  mil  dem  \aiiirn  ciiicr  utrungon  IhcornlUclien  IlntrrMur]inng|  ärr 
rirpn»  dtr  fm^tlioliBn  Hnihi-n  bclf^I  »ertltm  dutf,  milinl  liliriitm» 
il nnbUDcrkL  lu  hmii'n  int.  iUim  iimn  iiiif  riJraüiD  Wege,  iind  oua 
i.tOrltergt'bi'uddn  Gciichupiinkln  bnlrm-htrU  KU  nirbrervn  ein  grii*itea 
•■  dwhioicnden  iiohr  i-leK<utvu  IltMiiltHlon  Krinagt  tat,  wln  k.  B. 
,_■  iMhitaalen  linkend re'schen  Thciireni  filr  din  Kii)-cl,  irincr  mit 
H  boräliinten  Kmeitrrunt;  auf  krunimo  Ftüdien  überhAu|>t  u.  d^l.'), 
iSAitBlivb  und  WkhtigbfU  jeder  Kundige  nnerbcnneu  lunia.  4u>- 
B'ial  mir  ntdit  liahwint.  diiu  niiui  bei  den  fruffllchen  UnUrxncliun- 
Ine  beatimiiile  dirdcl«  KüukiiicbC  uuf  die  dritte  Cnordlnalii  der 
I  wiE  der  SrdUAehe,  nämlich  uuf  die  Höh«  denelbeo  über  der 
ifl4di«  ceBiininiea  h&ttc.  itcdcnfiillB  hnttc  itinn  nenigvtena  bei  nieh- 
er  tinteonrJiunKi^n  xiinSchtt  und  ii<rxii(C8Woi»e  dna  |>ruktisi;he 
I  im  AugK,  und  fitnd  dnnn  nllerdinga  aurb  In  di^r  nnticn  Itfber- 
ng  dKr  iinf  dem  Weg^u  der  Herbnun^r  gefundenen  Kesul Inte  iiiil 
dnmiltellinr  fceniewieiiFn  Kleinenten  Pino  für  prnktinehe  Xwecke 
idt>  Knr^ncbafl  für  die  Riuhliekoit  der  gniixen  Opemtinn. 
und  nbnli<'he  Di-lrarhCangFnliiibcn  uiii^b  veninlnoiit ,  für  nieli- 
wichttfrxten  und  in  der  Pruiia  nui  llHii(lg*lcn  in  Aiiwnidanß 
tuniiui-nil''  Anfcitben  der  biibcrcn  (inndilviu  liillif^  utrenge  und  Ibeure- 
Mtli  rii'1iii)i;D  AuflÜcungen  stu  luchen,  welche  ich  navli  und  narb  ini  Ar- 
ch>>r  inittheilen  werd«,  weil  dleaelben.  wie  es  mir  afbehit.  cußleicli 
twrckiiiriiiaiRc  tT<;bunsen  in  der  Anwendung  der  Lehren  d«r  anSlj'liKcben 
nmitiriric  darbieten,  und  tuaehe  in  dem  vorliegenden  Aufantzo  den  An- 
fma  mit  drr  fiilgcnden  Aufgabe,  welche  wnht  mit  Hecht  ala  die  llnupt- 
■iiti;nt>t<  der  cei^aiunitcn  hübcren  Geadäsie  ku  brtrncbtan  iat: 

W<^nn  dio  Längen,  Breiten  und  lluUeu  über  der  Meere« 
rUcfar  sweicr  Pnnbto  auf  der  Erde,  deren  durch  die  Cu 
■•muilhcU  allrr  Meercaflä.Iien  dnrgeatellle  wahre  oder 
«IjErntlicIio  Oberflävhe  ala  die  Oberflnche  uinua  durrh  [liu 
dicbung  einer  Elliiixe.  derfn  beide  A>cn  nU  bekannt  unue- 
Buimurn  werden,  um  ihre  i\ebcna\e  cnlslandenen  BlllpixMd* 
Kueoehcn  wird,  gcgriien,  nnd  in  dieaen  Punkten  die  huri- 
Tiinlalrit  Prnjectionen  der  beiden  Winkut,  weirbe  die  von 
.•i-rn  -:-(rn  der  beiden  gegebenen  Punkte   nach   dem   zweilnn 

n  Punkte  und  nach  einem  dritten    aciner  Lage  nutli 

wiicn    Punkte,   und   die    Tun   dum  «weiten  der  beiden 
rh   dorn  ersten   gegnbani 


ni,    dritCr 


1  b.  die 

4iob<-iden  gi-gubeni 
t>li  cntaprncbendon 
narmnlea  Itirhlungi 


den   Linien 


rLug 


iibcku 


nPn 


egtfil 


I  Winkel    I 
nfdei 


«cbllei 
if  del 


Punkli 


11  Fun  k- 


r  Ober'flüdie  dva  Krdelli  |i<i>mih 
hwerkraftseu  krocht  atehondeu 
n  worden  aind;  s«  anll  man  die  Lage  des 
tirlttrn  Pun'^ktca.  d.  h.  itesaen  Länge,  Itrell«  und  Höhe  Qher 
der  Meereariät'he  bestimmen. 

Bei  diracr  Aufgabe  xeige  ich  tugluiib.  wie  durvh  die  Anfliiaun^; 
*»lhil  ein  lieatimnites  Krileriuin  für  den  Grud  der  bei  der  Boatimmung 
rfn  Lage  des  unbektinnten  Punktes  erreichten  üenauigkeit  dargeboten 
wird,   wclrho«  uatiirlirh  fiir  die  Praxis  von  grnaicr  Wichtigkeit  i»t,  nnd 


ziemlicher   AuifühtUtliksit  dar;«. 


liin  der  Meinung,  dais  man  wenigslena  bei  der  Pedlcgiing  der  ilitu| 
paolte  einer  in'«  Grosse  gehenden  jederxeEt  sehr  liDaU|tteligen  geudf 
■chen  Operation ,  an  welclie  die  BeHtimiDung  der  Lage  aller  älirij 
Funkte  angesehloflsen  wird,  sicli  der  in  diesem  Aufnähe  entwieliell 
oder  einer  ähnlichen  gar  lieine  Kähernngen  in  Ansprneh  nehmeadi 
■treng  geametriachen  Methode  bedienen  hiiIUc.  Wie  man  «ir.h  geodä 
•eher  Opera  [innen  mit  Hülfe  der  im  Folgenden  entwickelten  Methode  auch 
cur  genaueren  BcBtimmimg  des   schon   nahe   bcltannten   Werlhs   der  Ab^ 

SiBltung  des  Erdsphäroid«  bedienen  liann,  ist  in  diesem  Aufi 
er  Kürze  geieigt  worden,  und  in  einigen  nnch  imd  nach  norh  fnlj 
den  AufaätXEn  gcdcnlie  ich  zu  zeigen,  wie  man  sich  die  Data, 
der  hier  niifgeliiiten  Aufgabe  sIs  bekannte  Grössen  zum  Grund  ^ 
wenigstens  insiifern  dabei  bloss  gendiitisrhe,  und  nicht  aunh  astronoi 
sehe  Operatinnen  and  etwa  barometrische  lirihenbestimmnngen  inAnwi 
dimg  kniiimen ,  zu  verschafTen  hat. 


] 

lieS^B 

iJ(-n.     ™ 


§.1. 

Uie  »alite  oil^r  eigentliche  Oberfläche  der  Erde,  van  welchä 
die  Meeresfläche  eip  Theil  ist,   betrachten  wir    im   Folgenden  i 
die  Oberflfiche  eineH  durch  Umdrehung  einer  KtüpRe,    dere 
hier  als  bekannt  ansenommen    iverden,    entstandenen   elliptii^cb« 
Sphäroids. 

.\jle  Punkte  auf  der  Erde  werden  als  Punkte  im  Räume  I. 
trachtet,  deren  gegenseitige  Lasje  mit  aller  nur  mnalichen  Genaui^ 
teit  zu  bestimmen  iler  Hau|)tzweck  alier  geudiitischen  Messi^ 
gen  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  im  Räume  benutz 
wir  im  Fnigenden  ini  Allgemeinen  ein  durch  den  Mittelpunkt  dfl 
Erde  aU  Anfang  geleittes  rechtwinkliges  Coordinaten System  dt| 
a't/i.  Die  Ebene  dcK  Erdäquatnrs  soll  die  Ebene  der  ay  und  (V 
£^rdase  Holt  die  Ase  der  t  sein.  Der  positive  Theil  der  AzeJ 
«ei  der  Halbmesser  des  Erdaqnators,  von  jTelcbem  an  die  eec 
phischen  Längen  von  0  bis  zu  360°  gezählt  werden,  und  den 
sitiven  Theil  der  Axe  der  y  tvollen  wie  so  annehmen,  dass  i 
sich,  um  vnn  dem  positiren  Theile  der  Axe  der  x  durch  i 
rechten  Winkel  (xj)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
der  ^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  i 
nach  Helcher  die  geografihi sehen  Längen  von  0  bis  3wP  getlGj 
werden;  der  positive  Theil  derAxe  der  i  sei  der  vom  Mitte^iunkt 
der  Erde  nach  deren  Nordpole  hin  gerichtete  Theil  der  Erdaxe. 

Die  drei  180*  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  von 
einem  beliebigen  Punkte  im  Räume  ausgehende  gerade  Linie  mit 
den  positiven  Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den 
Axen  der  x,  y,  i  paralleler  Axen  einschliesst,  von  denen  wir  im 
Folgenden  häuGg  Gebrauch  machen  werden,  wollen  wir  die  Be- 
stimmungsninkel  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  das  System  der  xy:  nennen.  ^ 
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N-l 


§.  2. 

Wenn  a  den  Halbmesser  des  Erdäquators  und  6  die  halbe 
beseichnet«  so  ist 


CUeichnog  der  Oberfläche  der  Erde,  und  folglich,  indem  alle 
'    itialquotienten  partielle  Differentialquotienten  sind: 

öv        du 2x  du_iy  du^ßz 

'       dx^a^'dy^'a'^'dz'^W 

Sind  nun  a?!,^!,  %i  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
Räume  und  Xi^  yi'y  z/  die  Coordinaten  des  Punktes  der  Ober- 
'e  der  Erde,    in  welchem  die  dem  Punkte  (^ly^Zi)  entspre- 

de  Vertikale  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  sind,  wenn  wir 


^cheode 


3,   ^=a:!^%s'_. 


,  nach  den  Principien  der  höheren  Geometrie 


dxj'  dyi 


dz^ 


^'  i.  nach  2) 


aHx^xy;^  _  aKy-yi)^b\^-^) 


5)     T 

^1  Vi  2l 

tfe  Gleichungen  der  dem  Punkte  (^i  ViZi)  entsprechenden  Vertikale, 
lU  denen  man  (iSr  07=0  auch  .v=0  und 


I»- 


Cll^t,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  im  Allgemeinen  die 

^WXe  der  z  von  der  dem  Punkte  (x^yiZi)  entsprechenden  Vertikale 

nidmitten  wird,  diese  Vertikale  also    in   der   Ebene  des  dem 

tnjwte  ißxyiZy)  oder  (j^iV/^i')  entsprechenden  Erdmeridians  liegt. 

Bezeichnen  wir  die  Länge,  Breite*)  und  Hohe  über  der  Mee- 

ISche  des  Punktes  («^^i'i)  respcctive  durch  C9|,  .$2|,  A^;  so  ist 

man  mit  Hülfe  der  Theorie  der  Ellipse  oder  einiger  allgemein 

Boten  Formeln  der  höheren  Geometrie  leicht  flnoet,  in  völliger 

smeinheit : 


*)    Worunter  hier  nicht  die  «ofenaniito  geocentrisclie  Breite,  «oiidern 
Hslmdir  die  Polhöhe  yeritanden  wird. 
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■  * 

X,' = cos  a»i .  4^a?i*+yi'»,  -4 


6)      .  6«  

Wegen  der  Gieichung  1)  ist  aber 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  dritten  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  verbindet: 


Also  ist  nach  den  Gleichungen  6) : 

f g^cos  (Ol  cos  Sil 

*  ""  ^a^  cos  iiiH6*  fiin  ÄJ^«"' 
/  g^sin  ojx  cosi^i 

8)  ^1  —  V^a*cosßiH6*sinÄi«' 

^  ,  6^  sin  .l^i 

^^    ~  1^a2cosßi2+62sin.ßi«  ' 

und  folglich,  ^renn  man 

9)  c2=?!i:^  _(a-6)(a+6)  _^    y6V 


setzt : 


,  ^^    gcosfl)|C08i^ 

^*  ""  VI— ß^sinÄi«  '   - 

asin  coi  cos  Sli 
10)     <      yi  = 


,_    a(i-e^sinSli 
"*  "■  Vl—ß^sinÄi«  ' 


Da  nun  aber  offenbar 

hl  cos  (Dl  cos  Sil,  ^1  S'i^  ^  cos  Sil,  ^1  siniQ| 

die  Coordinaten  des  Punktes  (o'iViZi )  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  {a:iyiZi)  gelegtes,  dem  Systeme  der  a:yz  paralleles  Coor- 
dinatensystem  sind,  so  überzeugt  man  sich  mittelst  der  einfachsten 
Fonneln  aus  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  auf 
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Stelle  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  ganz  allgemein  gulti- 
Ausdrücke : 


*i=(*i  + 


II)      \yi  =  (*i  + 


^=(*i  + 


a 


i^l-ß«8inÄi« 
a 


:)  COS  C9|  COS  .$2i  , 


:)8infi9iCOS.$2i  9 


i^l— e«sin  ßi« 


jr)  sinÄi ; 


^Ist    welcher  die   rechtwinkligen    Coordinaten    Xi^yi^tt    ohne 

le    Schwierigkeit   aus    coi.iQi,^!    berechnet  werden   können. 

konnte  diese  Formeln  auch  auf  verschiedene  Arten  zur  nume- 

_jhen  Rechnung  bequemer  einrichten   und  wegen  der  Kleinheit 

m  e  zweckmässige  Näherungsformeln  aus  denselben  ableiten^  wo- 

}\  wir  aber  jetzt  nicht  verweilen  wollen. 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (xi^^Zi)  entsprechenden  Ver- 
fikale  sind  nach  5)  und  10),  wie  man  leicbt  findet: 


12) 


y=a?tanga)i, 

ae^sin  Sl^ 


Ist  nun 


cosMj      V^l  — ««sinÄi« 


13)    ^(a:-^i)+i5(^-3^i)  +  r(i-2i):rr0 


die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  {x^  yi  z^)  gelegten  Horizontal - 
ebene,  welche  auf  der  diesem  Punkte  entspreclienden  Vertikale 
senkrecht  steht ,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie: 


'also 


Ä=^tanga),,  C=A^^^% 

^     *'  COSOOx 


A         cos  C»!  COS  Sil      ^       COSWiCOSßi  . 

B      sin  a>|  cos  Sl^  *  C~"      sin  Äi 


man  ist  folglich  offenbar 

V    A  =:  cos  o)i  cos  Sl^ , 
14)      \    J?=sin  G)}  cos.$2|. 
C=sin  Sil 

zusetzen  berechtigt,  wo. dann 

15)    ria+Ä«+C2=l 
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ist.    Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (^i^i^)  gelegten  Hori« 
zontalebene  ist  aber  nach  dem  Vorhergenden 

16)    (ä — Xi )  cos  cöi  cos  Äi  +  (y — y{)  sin  Wi  cos  ßi  +  (« — 2| )  sin  P|  =  0 

oder 

17)    (a:— ar|) cos  Wi  +  (3^— ^i)  «in  Wi  +  (2— «i)  tang ßj  =  0. 


a 


§•  3. 

Es  sei  jetzt 

18)    Mx^Ny-{^Kz^L=zQ 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene ,  und  m^  n,  A;  seyen  die  Coor-  . 
dinaten  eines  Punktes  in  derselben.    Durch  diesen  Punkt  seien  in 
der  in  Rede  stehenden  Ebene  zwei  auf  einander  senkrechte  gerade 
Linien  und  eine  auf  der  Ebene  senkrecht   stehende  gerade  Ldnie 
gezogen.    Jede  dieser  drei  geraden  Linien  -  wird  durch  den  Punkt ; 
Xmnß)  in  zwei  Theile  getheilt,  und  für  einen  dieser  beiden  Theile  \ 
sollen  bei  jeder^  der  drei  Linien  die  Bestimmungswinkel  in  Bezug 
auf  das  System  der  xyz  durch  cc,ß,y;  a^,  ßi,  y^;  oj,  ßz,  y%  bezeich- 
net werden. 

Die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Linie  sind: 

!x — m y, —  n z — k 
cos  a        cos  ß       cos  y  * 
X — m  _^y — n  __z  —  k 
co&cti       Qosßi       cosyi'  j 

Weil  der  Punkt  {mnk)  in  der  gegebenen  Ebene  liegt,  so  ist      ' 

20)    iJfm  +  iVie+ifÄ+i=0,  '\ 

und  folglich 

21)    i!f(A'— wi)  +  iV(.y-w)+Ä^(z->&)  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene.     Also  hat  man  nach  19)  und.  .i 
21)  die  beiden  folgenden  Gleichungen :  '| 

{    Mco8a+Nco8ß  +  Kcosy=0,  ' 

^      I    il!fcosai+iV^cosft+Ä^cosyi=0. 

Weil  aber  die  beiden  durch  die  Gleichungen  19)  charakterisir- 
teii  Linien  auf  einander  senkrecht  stehen ,  so  ist 

23)      cosacosofi  +  cosj5co8/3i+cosycosyi=0, 
und  ausserdem  hat  man  die  bekannte  Gleichung 

24)    cosaia+cos/5i2+cosyi«=l. 
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JHit  Hfilfe  der  drei  GlelchuDgen 

Iil/co8  «1  +iVcos  j^i  +  Kcosyi  =0, 
cos  a  cos  «x  +  cos/?  cos  J^^  -|-  cos  y  cos  y^  =^, 
cos  cfi  * + cos  j^i* + cos  71* = 1 

kaoo  man  «i»  ßu  Vi  &us  a^  6,  y  und  Jf»  iV,  J? finden,  indem  man 
durch  Auflösung  dieser  drei  Gleichungen  in  Bezug  aufcosori,  cosj^i, 
eosri  als  unbekannte  GrOssen  sehr  leicht  die  folgenden  Formein, 
b  oeoen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen, 
friitit: 

26)    

Ncoay — Kcosß 


V(Äcos/3— iVcos«)«+(A^cosy--Ji:co8/?)H(^cosa—J!fcosy)«' 
_, i^cos  cc  —  Jf  cos  y 

Mcosß — Ncosa 

***^""     V'(lfcos/?— iVco8a)2+(iVcos)^^cosi3)H(^cosa— J/cosy)«' 

Weil  aber 

(iIfcosiS— iVcosa)H(^co8y— Jfco8/3)H(Äcosa— iifcosy)« 
i  =  ilf «(cosi3«+cosy«)+iV2(cosy2^cosa«)+Ä:52(co8a^+cosj3«) 

—  2(ifiVcosacos/3-|-JV/Ccos/?cos7-|-£^cosycosa) 

und 

cos  a*  +  cos  ß^  +  cos  y*  =  1 

ist,  so  ist 

(üfcos/3— JVcosa)2  +  (iVcosy— ÄcosiS)*  +  (Äcosa— J/cosy)^ 

—  2(il!fiVcos  of  cos  ß  +  NK  cos  ß  cos  y  +  KM  cos  y  cos  a). 

Wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  22)  ist  aber 

0 = ilf *cos  a«  +  iV«  cos /3^ + A:«  cos  y« 
•  +  2  (iIfZVcos  a  cos  j?  +  NK  cos  jS  cos  y  +  KM  cos  y  cos  a) , 

,  '  und  folglich ,  wenn  man  diese  Gleichung  zii  der  vorhergehenden 
r^addirt: 

(Mcosß  —  iVcoi* a)*-*  +  ( A^cos y  —  A'eos ß)^ -\  (Kcos  a—  Mcos  y)'^ 

Also  ist  nach  20)  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander: 
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.  iVcogy — Kcosß 

\  Kcosa — Mcosy 

27)     \    <^»«A=±vjtf.+2Va+Ä2' 

Mcoaß—Ncosu 

Die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  (mn£)  auf  der  gegebenen 
Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie^welcher  dieBestimmungs- 
Winkel  029J^2>ya  entsprechen^  sind 

'     'cosor^      cosj^a     cosy2* 

und  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  hat  man  die 
folgenden  Gleichungen:  ' 

ilf  cos  /3a = iVqos  o^, 

29)     \    Ncosy2=Kcoaß^9 

Kco8  o^ = üf cos  y2  9 

von  denen  jede  eine  Folge  aus  den  beiden  andern  ist.    Mit  Hülfe 
dieser  Gleichungen  und  der  bekannten  Gleichung 

30)  cosa*2+cosfe*+cosya*=l 

erhSit  man  mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander leicht: 

coscra=+ 


31)      ^     cosß,^i:^;=5=^==p, 

. A 


Aus  den  Gleichungen  27)  und  31 )  erhält  man  auch  leicht  die 
folgenden  Formeln,  in  denen  sich  die  obem  und  untern  Zeichen 
ebenfalls  auf  einander  beliehen  : 

^    COS«|=::i(^^**/^^^<**>^  —  COSyCOS/y, 

3i)      \  co8/J|=:±(cosycosc%  — coscifcosya)» 
'  cosyi  :^i^(cos€icosß%^  cos^cosoa). 

>Vir  wollen  nun  annehmen«  da«»  0|>  OL«  O^  drei  Punkte  auf 
der  Erde  sind ,  deren  LSngen «  Bretten  und  Hohen  über  der  Mee- 
resflSche  .wir  resjHH'tive  durrh 
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o>i>  Sil,  hl ;    ^a»  ^a>  ^29    <>03»  ^3>  ^ 
;.  bezeichneo.    Die  den  Punkten  O^,  O^  entsprechenden  Grössen 

(Ol,  Sil,  hl ;    ^2»  ^2»  ^2 

werden  als  bekannt  angenommen ,  und  es  kommt  nun  darauf  an, 
ans  denselben  mit  Hülle  geodätischer  Messungen  die  dem  Punkte 
_0^  entsprechenden  Grössen  03,  ^3,  A3  abzuleiten. 

Zu  dem  Ende  messen  wir  mit  dem  Theodoliten  in  dem  Punkte 
die  horizontale  Projection  Ei   des  180^  nicht  übersteigenden 

lokels  O2O1O2  und  den  90^  nicht  übersteigenden  Neigungswin- 

Eel  Ji  der  Linie    O1O3  gegen  die   durch  O«    gelegte  Horizontal- 
'ebene ,  und  eben  so  in  dem  Punkte  O2  die  horizontale  Projection 

JE^  des  I8O0  nicht  übersteigenden  Winkels   OiO^Os  und  den  90» 

Dicht  übersteigenden  Neigungswinkel  J2  der  Linie  0^0^  g^g^n 
die  durch  O»  gelegte  Horizontalebene;  so  haben  wir  alle  Data, 
welche  zur  Bestimmung  der  Grössen  0)3 ,  Sl^,  A3 ,  d.  h.  der  Lage 
des  Punktes  O3,  erforderlich  sind,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 
Bezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  Oi  und 
I  Oa  in  dem  Systeme  der  ayz  durch  Xi,  yi,  Zi  und  0^2  >  y%^  H  9  ^^ 
baoen  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  11)  die  folgenden  Tormein : 

a 


^1  =(Äi  +  rFf=======)co8  wi  cos  Sil , 

33)    \  yi=(Ai  +  T;F=      l.    — )sincPxC08i^|, 

T  1 — e^  BiuSli^ 


und 


^2 = (Ä2 + V,       2   -    02) *^^^^ ^^*^a' 
y  1  —  e^  sin  ß«^ 


34)    ^y,=  (A»+^pj=^=_)sino,aC08ßa. 

a(l  —  e^)      .   ,    ^ 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  die  Coordinaten  o^i ,    ^1 ,    z^ 
und  0:2 9  ^2>  ^2  berechnet,  so  sind  nach  16) 

35)  (or— ari)cosci}iCOsßi+(y— yi)sinG)iC0si2i+(z  — Zji)sinßi=0 

und 

36)  (;r— a:2)coswaCosß2  +  (^— ff2)8ino'2COSßa  +  (2:  — ^)sinr^2=0 

die  Gleichungen  der  durch  Oj  und  O2  gelegten  Horizontalebenen, 
welche  nun  auch  leicht  entwickelt  werden  können. 


Sind  DUO  P,   Q  zwei  Häl&iviDkeU    bo  hat  mao^zur  Ben 
nung  der  Linie 


die  folgenden  Gleichungen : 


Xi^a^  —  Oi  O2 .  eosPcos  0, 
37)    ^    ^j — ya=Oi02.sinPcosÖ, 
Zi  —  22  =  Ol  O2  •  si  n  Q ; 


mittelst  welcher  nach  einem  bekannten  Verfahren  Oi  O^  immer  leicfc^ 
gefunden  werden  kann.     Ist  aber  O1O2  bekannt,    so  ergeben  sicfe 


die  Bestimmungswinkei  g?i,    a(;i,    ;^   und  fp^»   if^a?    Xa   "®'  JLiinieni 
der 


P1O2  und  62  Ol  in  Bezug  auf  das  System  der  xyz  leicht  mittelst 
Formeln 


38)  cos(pi  =  ^==^,  cos  Vi  =  2^^=^,  coszi-^^ 

O1O2  ^       O1O2  ^        O1O2 


und 


39)  cos  9?2=    t  -r-  >  ^^®  ''f'a  =        J^  »  cos  Xa=  -^ ^ 


O1O2  "        O1O2  ^      O1O2 

Bezeichnet  man  nun  die  Bestimmungswinkel  der  Projectionen- 

der  Linien  Oi  O2  und  O2O1  auf  den  durch  Oj  und  O2  gelegten  Hb- 
rizontalebenen  in  Bezug  auf  das  System  der  ayz  respective  durcli 
9^1 9  '¥19  iLi  und  92»  W29  %2  9  so  hat  man  zu  deren  Bestimmune 
nach  den  Formeln  in  der  Abhandlung  Nr.  XXXVIIl.Lin  Theil  VL 
Heft  III.,  wenn  man  die  ihren  absoluten  Werthen  nach  90^  nicht 
übersteigenden  Hülfswinkel  ni  und  (i^  mittelst  der  Formeln 

40)  sin  fii  =  cos  mi  cos  S^i  cos  q>i  +  sin  (»x  cos  i?i  cos  ^  -f  sin  S^i  cos  ji 
und 

41)  sin|[i2=coso)2Cosi;^2COS9^-f  sin  0)2  cos  ^2^08^ -f  sin  ^2  cos  ^ 
berechnet 9  die  folgenden  Formeln: 

,  cos  <)P|  — sin  fti  €08  a>i  cos  fi^ 

cos  W  1  —  — ^— — — — — — ^— — .^— ^— 

^  *  cos  fli 

.^.     ]          ,       cosil;, — sin ui  sin  Oh  cos i*«^! 
42  )    <  cos  Vi  = ^ ^ -^ y 

^       *  ^*  COSfii 


.       cosvi  —  siniii  sinj?! 
COSTt  = =* ^^ *• 

^*  COSflll 


und 


oder 


VMl 


43) 


44) 


cos9>a= 
co8i/;a= 

cosxa= 
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coa  yg — Bio  fif  C08  cjg  cos  üf^ 

cos  fl2  ' 

cos  tfa  ^  sin  fig  sin  cog  cos  Pf 

COSflf 

cos  X  a — g'"  f*«  ^^"  ^g  > 

COSflf 


cos9>i 

cos  'tl/i 


cosyi 


cosf4 
cosif/i 


tang  (üi  cos  a>i  cos  P] , 


cos  fti 
cosxi 


— tangfüi  ®>°  ^  cos!?] , 


9o»Zi=;;;:~-tang^sinßi 


cosf4 


cos  <Pa  . 

cos  q>  f= -^ — tang  fi«  cos  fi>s  cos  Äg  > 


453    i  cos  i//'a 


COSfl« 

costf^ 

C0S|[<2 


—  tang  fif  sin  0%  cos  ßa » 


/       cosxa     X  .   ^ 

^^®  ^  *  "^  cö^  ""  **°^ '*«  ®'°  ^« ' 

bei  deren  Vereinfachung  durch  Einführung  von  Hiilfswinkeln  wir 
ms  nicht  aufhalten  wollen. 

'  Nun  denke  man  sich  in  den  durch  Oi  und  O^  gelegten  Hori- 

idntalebenen  von  Oj  und  O^  aus  auf  den  Projectionen  der  Linien 

OiOaundOaOi  auf  den  in  Rede  stehenden  Horizontalebenen  senk- 
recht stehende  Linien  auf  denselben  Seiten  dieser  Projectionen, 

auf  denen  die  Projectionen  det  Linien  OiOsundO^Os  auf  den  bei- 
den Horizontalebenen  liegen ,  gezogen ,  und  bezeichne  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  Bestimmungswinkel  der  beiden  errichteten 
Perpendikel  in  Bezug  auf  das  System  der  a:yz  respective  durch 
JJi*'*  ^"»tk"  und  9a"*  W>  7»"*  Ferner  denke  man  sich  von  den 
Piinkten  CfT  und  Oa  aus  zwei  auf  den  durch  dieselben  gelegten 
HorizontaleDenen  senkrecht  stehende  Linien  auf  den  Seiten  dieser 

flbrizontalebenen,  auf  welchen  dieLinien  Ox03und  OaOs liegen,  ge- 
sogen, und  bezeichne  deren  Bestimmungswinkel  in  Bezug  auf  das 
System  der  xyz  respective  durch  91'",  i^'",  Ti^'und  9a'"  >  '*/'»'">  Ta!"' 
Daon  hat  man  nach  31),  32),  35)  die  Gleicnungen: 

Icos  9i'" = db  cos  a>|  cos  ßj , 
cos  ^1'"  =  dt  sin  »1  cos  Qi , 
cosxi"'=±s>nßi 

•Mi 
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icos^"=+(co8'^'cos;ü"' — co8);i'co8'^'''), 
47)     jco8i//,"=J:(cos3ä'cos9,'"— cosgj/coBji'"), 
'cos;;i"^=J:(co89!,'co8i(Ji"'— cos^i'cos^,'"): 
uuil  nach  31),  32),  30)  hat  ninn  Ate  Gleichuagen: 

iCOS  ^"'  =  4;  C08  Bj  COS  %  , 
cos  1/^"'=^ sin  ct)2Cosi22. 

'.]       /  cos  972"  =  ±  (cos  i|^j'  cos  jä'"—  cosxa'  costJ/i'"), 

i9)    !  cos  ti"  "  +  (cos  35,'  cos  <Pa'"—  cos  (pi'  cos  3^1'"). 

( cos  jia"  ==±{cosgja'  cos  ifia'"— cos  ifj^'  cos  tp^'"), 

Bemerken  wollen  wir  noch,   dass  sich,  nie  man  leicht  findet, 
die  Formeln  47)  mid  49)  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  laHsen; 

cos  Vi  sin  Slj  — <■"=»-  «.in^i  -no  o 


47*)    icosi'i"  =  ^ 
1  CO8I1' 


OBfli 

' 

_  cos  tpt  si 

n  il,  - 

cosjic. 

08  Q),  Ci 

DSfl, 

C( 

'8f*l 

(coatp,  s 

Inui— ( 

:üs^c 

OSta,)! 

cosfi, 

JSf(, 

,  cosiPasini?a-c 

osjijsir 

iMaPos 

<ß« 

Sfl2 

COS912S 

inl?,-c, 

isjljcot 

ItOjCO» 

*ß» 

—COS  T;jaCosBj)co8^  _ 


wo  immer  die  obein  und  untern  Zeichen  sich  aufeinander  beliehen 

Ob  man  in  den  vorh  ergeben  du  u  Formeln  die  obern  oder 
tem  Zeichen  zu  nehmen  hat,  lässt  sich  in  jedem  einzelnen  F 
nur  aus  einer  besonderen  Anschauunfi  beurtheilen ,  und  allgemeine 
Regeln  lassen  sich  darüber  nicht  geben.  Da  man  übrigens  die 
Richtung  eines  Theils  der  Ase  der  i,  welche  als  der  einem  jeden 
Punlcte  auf  der  Erde  entsprechenden  Weltaxe*)  parallel  zu  betrach- 
ten ist,  stets  vor  Augen  bat,  so  wird  sich  immer  leicht  beurthei- 
len lassen,  ob  die  Winkel  -j^",  r,"'  und  ]^",  j^"  spitz  "der  atumpr 
sind,  und  daher  wirdimmer  auch  leicht  überhaupt  fiber  die  Art,  wie  m 
den  vorhergehenden  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen  sindj 
eine  bestimmte  Entscheidung  gegeben  werden  küimen. 


I'  1 


')  Im  Sinne  der  Hphäriaclien  Astronomie  gesiirnchen. 
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Bezeichneo  wir  nan  aber»  io  Bezug  auf  die  Projectionen  der 
Linien  OiOzundO^Oi  auf  den  durch  Oj  und  O2  gelegten  Horizon- 
talebenen und  die  vorher  auf  diese  Projectionen  von   O1O2  und 

Og^Oi  in  den  beiden  Horizontalebenen  und  auf  diese  letzteren  selbst 
von  0|  und  O^  aus  errichteten  Perpendikel  als  positive  Theiie 
zweier  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  mit  den  Anfangspunk- 
ten   Ol   und   O2,    die    Bestinimungswinkel  der  Linien    O1O3  und 

O2O3  respective  durch  91^',  i/'i",  Xi^^  vind  (p^^f ,  ^^'2'^»  Jfca"^  ^^ 
ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar  in  völliger  All- 
gemeinheit : 

!cos92''=cos£i  cos  Ji ,  ^ 

cosi(;i'^'=:sin  E^  cos«/] , 
cos5(i^^'  =  sin«/| 

und 

1    cos  <f2^^  =^  cos  £2  COS  J2  . 
51)       \    C08'lp2^^'  =  8\nE2C0sJ2  9 

f  cos ')(t^^ f' =  sin  J^' 

Bezeichnen  endlich  (pi^,  '^1^ >  Xi'  und  q^^  >  ''fe'  >  X2'  ^'*®  '^®* 
Htimmungswinkel  der  Linien  Oi03undÖ203  in  Bezug  auf  das  System 
der  a;yz,  so  ist,  wie  leicht  aus  einem  bekannten  Satze  der  analy- 
tischen Geometrie  erhellen  wird: 

cos  9i  ^  =  cos  9i'cos  yi^^ -f  cos  9)1"  cos  if;i^^  +COS  (fi"  cos  y^^^  y 

52)  ^  cos '^i ^  =  cos i/;i' cos yi^^+cos i\>i' cos ipi ^'^+cos  1//1'" cosxi ^' , 
cos  %i  '^^^s  cos  Xi'  cos  91^^'  +  cos  %i"  cos  if/i^'^^+cos  Xi'"  cos  Xi '  ^; 

. » 

und 

(  cos  92'^'=  cos  (f2  COS  92^^+  COS9J2''  cos  if^a^'  -f  cos  92'"  cosj^'^ , 

53)  <  cos i/;2 ^*  =  cos i(;2' cos 92^^ +cos if/g" cos i/i2^^+cos i\>2"^^^yaL^^^ 
(  cos  ;&8^=  cos yt^ cos 92^^  +  cos 5^2'' cos '^2^^^ cos Xa^'cos X2^''. 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  Fonneln  auch  auf  folgende 
Art  ausdrücken: 


.'   : 


^  Vz=z  COS  J]  (cos  El  cos  9i'  +  sin  ZJ^  cos  </i'0+«"J  «A  cos  9^'", 

jTzir  cos/i  (cos £1  cos  i/'i'  +  sin^i  COSV'l'O+S»" «A  COSV'l'", 

F  ==  cos  /i  (cos  El  COS  Xi'  +  sin  Ei  cos  Xi'O  +  sin  /j  cos  5^1'" ; 


( cos  9i 
54)     "J  cos  Vi' 
(cosxi 

Theil  VII.  6 


I  cos  9a 

j^rrCOS 


=  COS  J^  (cos  fig  COS  ya'+sin  E^  cos  ^a'O  +  si  n  Jg  cos  9^* 

\  COS  Va''  =  cö®  «^s  (c^®  -^2  cos  V2'+sini5JaCos^2''0  +  sin  J^  cos  y/^' 

(  cos  %a  ^=  cos  Ja  (cOS  JB,  COS  %a'  +  ^10  -Ej  COS  %<^  +  Sin  /a  COS  X» 

Berechnet  mao  die  Hüifswinkei  F^ ,  6ri ,  ^,  und  F, ,  G^,  / 
mittelst  der  Formeln 

w,        cosg>i'  ^        COS  Vi'    .        ww       cosy,' 

56)  tang  F^  = ^„  tang  Gj  = — v^,  tang H^  =  -— ^, 

-^  °      ^        CQS^i  ^      *        COS  Vi  COS%,' 

und 

^-«^  ^        coso)«'     ,        ^        C0SV2'     X        FF       cosW 

57)  tangF,  =  — -JJ,,  tangG,=3^„  tangÄ,=^; 

SO  wird 

I„             _  cos9i"sinC^jff\)  ,    .    j  „, 

cos(pi^=co8Ji ^^g  jp. +  smJiCosg)/", 
_,                cosvi"sin(Fi  +  Gi)  ,    .     .  ,„ 

cos  Vi  '^  =  cos  Ji '^^TG' +  sin  Ji  cos  vi    , 
__             _  cos7i"sin(£i+Ä)  .    .    ,  „, 

cosYi'^  =  cos/i ^^^ i/         ^  -fsinJiCosy/' 
^                        *                  cos  JÜi  4  1  >n 

und 

I                             cosy^/sinCf^  +  Fg)  ,    .    y  „, 

cos  92  ^  =  cos  «/2 p — ' + sin  J2  cos  cp^    , 
cos  Ar  2 
_.             _.  cosv2"sin(£^+G2)  ,    .     ,  .   ,„ 

cos  V2  ^ = cos  J2 — ^^^-^ — -+ sin  Ja  cos  1^/' , 
^'^                                         cos  iw2 
V            1  COS  %^"  Sin  (E^  +  H^)  .    .    j  «, 

cos  y.,  '^  =  cos  J„ ^^^ Yw^ ' + sin  Ja  cos  %'". 

Berechnet  man  aber  ferner  die  Hüifswinkei  F^',  Gj',  /Tj'  iioi 
F2',  G2%  H2   mittelst  der  Formein 

I        °    *  cos9?i"'cosF|      ' 

fiO^     )  i^n<,r  /_cosv/sin(F|  +  Gi). 
60)     <  tang  Gl-      eosv/cosGi 


und 


♦„„„  p  ■ » _  cosya''sin(JIt+Fa) 
tang '4  -       co8ya'"cosFa     ' 

61)    ]taDgG,'=^J?^'-^S^^t^' 
''1       °     *  cosva    C0SG2 

♦n««  #/  /  -  cos  X2'' sin  (£2 +  ^2) 
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80.  ist 


m   •. 


62)    {  cosv'/ ^^^^ ' 


l 
^  und 


^«« «,  r  —  cos ya^^^ sin (/g+Fg) 

63)    {cosn^= 3^^^j^; 

j.     cos  %2'"  sin  (^2  +  ^« ) 


Die  Gleichungen  der  Linien  OiO^,    O^O^  nebst  ihreii  Verlän- 
[. gmingen  über  die  Punkte  On  O^  hinaus  sind  nun 

'  cosg)i^     cosy^^     cos^i'^ 
und 

'   cos  92^       €08^2^^       COS;^^' 

ond  es  kommt  jetzt ,  um  die  Coordinaten  x^,  y^,  z^  des  Punktes 
0^  in  dem  Systeme  der  ocyz  zu  finden ,  bloss  auf  die  Bestimmung 

[  der  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  durch  die  Gleichun- 
gen 64)  und  65)  charakterisirten  geraden  Linien  an ,  wozu  eine  be- 
sondere Anleitung^  zu  geben  hier  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde, 
weil  die  analytische  Geometrie  alle  dazu  nüthigen  Hülfsmittel  dar- 
bietet.    Da  aber   wegen  der  unvermeidlichen  ßeobachtungsfehler 

'  die  durch  die  Gleichungen  64)  und  65)  charakterisirten  geraden 
Linien  sich  in  den  meisten  Fällen  gar  nicht  schneiden  werden ,  so 
wird  man  auf  die  Art  zu  verfahren  haben,  dass  man  die  Coordi- 
naten Xif  Vi,  Zi  und  JCg,  V29  Z^  derjenigen  Punkte  der  beiden 
in  Rede  stehenden  geraden  Linien  bestimmt,  welche  den  klein- 
'  Sien  Abstand  von  einander  haben,  und  dann  die  arithmetischen 
Mittel 

U^i+^a),  UF1+F2),  i(Z,  +  Z.,) 

als  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  gesuchten  Coordinaten  0:3, 

«^,  23  des  Punktes  O3  betrachtet.     Zugleich  aber  wird  man  auch 

mimer  die  Grösse  desAbstandes  der  beiden  Punkte  {X^Y^Zi)  und 

;    (X^Y^Z^)  ermitteln,  um  ein  Maas  für  die  bei  der  Bestimmung  der 

6* 
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Lage  des  Punktes  Og  erreichte  Genauigkeit  zu  haben  ^  weil 
diese  Genauigkeit  dem  in  Rede  stehenden  Abstände  um^ 
proportional  zu  setzen  berechtigt  sein  wird.  Eine  allgemeuM 
leitung  zur  Ausführung  der  be&effenden  Rechnungen  soll  in 
genden  Paragraphen  gegeben  werden. 


§.5. 

Die  Gleichungep    zweier    geraden    Linien    im    Räume 
überhaupt 


66) 


COSOTo      cosj?0       cos^o 
coscfi       cos|?i       cosyi 


Da  die  gerade  Linie  ^  durch  welche  die  kürzeste  Entfei 
dieser  beiden  Linien  von  einander  bestimmt  wird,  bekanntiic 
einer  jeden  derselben  senkrecht  steht,  was  sehr  leicht  synth< 
bewiesen  werden  kann;  so  haben  wir,  wenn  die  Gleichunge 
in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 

67)    £zJ  =  ^Zl3— izl 
^  .  cosqp       cost/;      cos% 

bezeichnet  werden,  nach  den  Principien  der  analytischen  G< 
trie  die  Gleichungen: 

1  4-  ^^^ßo    cost/;     cosyo    cos  % ^ 

^.       .  cos  c^  '  cos  fp     COSO0 '  cos  (p 

^  .  cos ft     costjj     cosyi     cosy  _^ 
cosor^   'cos^)  ■  C08«|  '  cosy""    ' 

aus  denen  sich  leicht 


cost/; cos  yo  cos  «i  —  cos  er,,  cos  y^ 

cos  9      cos  j3o  cos  Yi  —  cos  y^  cos  ßi ' 

%  cos  0^  cos  ßi  cos  /?o  cos  Ofj 

q>      cos  j3o  cos  yi  —  cos  /,>  cos  ßi ' 


cos 
cos  9 


also 


•0) 


«««    I  cos  Vo  cos  «•   —  cos  «o  cos  Vi 

cos  Po  cos  yi  —  cos  y^  cos  /7| 

"^      )    CftS  Y  —   COSOpCOS/?!  -"COS/?o  COStft 

f  cos  j3o  cos  yi  —  cos  y©  cos  ft  ^^^  ^ 

ergiebt.    ISimnit  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichuns; 

71)      C0S9^-{-C0S^-|'COS}^=:l. 
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imd  setzt  9  indem  J  eine  positive  Grösse  bezeichuet»  der   Kürze 
wegen 

72)     J^'=^  (cos  «0  cos  ßi  —  cos  /5oCosai)*1-  (cos  ß^coB  y^  —  cos  y^  cosj?i  )* 

+  (  cos  yo  cos  »1  —cos  a^  cos  y^)* 

oder  9  wie  man  hieraus  mit  Hülfe  der  beiden  Gleichungen 

73)     \  «®»«o*+co8j3o*+cosyo*=l> 
(  co8ai*+co8/J,*+cosyi*=l  ^ 

leicht  findet: 

74)    «/*  =  1  —  (cos  «0  cos  «1  +  cos  ft,  cos  /Sj  +  cos  y^  cos  yi )  ''^ ; 

so  erhält  man   mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  aiii* 
einander : 

coay  —  J.^^^  ft>co8n  — cosypcos  ft 

«/ 

7C\.        J  .    COSVoCOSfifi — COSOfoCOSVi 

'»)      <.  cosif;=± '-^ ^-j ' ^' 

f  .  cosüfocosj5i — cosi?ocosori 

\^    COS%=:+ -^1 ^• 

Bezeichnen  wir  den  von  den  beiden  jg^egebenen  geraden  Linien 
eingeschlossenen,  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  genomme- 
nen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  xc,  so  ist  bekanntlich 

76)    cos  w  =  cos  «0  cos  u^  +  cos  ß^  cos  ß^  +  cos  yo  cos  y^ , 

und  man  kann  also    die  Gleichungen  75)  auch  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 

,  cos  ßo  cos  yi  —  cos  y^  cos  ft 
cos  9  =+ 


SlOM? 


,  COS  Vo  COÄ  Cf,  —  COS  «o  cos  Vi 

--.      <  costf;=+ ^^^ -. —^ 

77)      )         r     —  smw 

.  cos  of.)  cos  ß.  —  cos  l^oCOS  «1 

cos  7=4 s • 

*     —  smto 

Berechnen  wir  aber  die  HCilfsgrossen  Ry  G,  //,  wo    R  eine 
positive  Grösse  sein  soll,  auf  bekannte  Weise  mitfeist  der  Formeln : 

R  cos  G  cos  H=  cosj^o  cos yj  —cos  yo  cos  ft  , 

78)    \  Ä  sin  6?  cos  //=  cos  yo  cos  aj  —  cos  «o  cos  yi , 

Äsin  H=^  coscfocos ß^  —  cos |5oCos «i ; 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

79)    J^R, 
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und  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander:    • 

Ieös  9= +COS  G  cos  H, 
cos  if/=+  sin  6r  cos  H^ 
cösx=  +  sin/f. 

Sind  X),  Fo,  Zq  die  Cöordinäten  des  Durchschnittspunkts  der 
gesuchten  Linie  mit  der  ersten  der  beiden  gegebenen  Linien ,  so 
haben  wir  nach  66)  und  67)  die  Gleichungen 


81) 


also 


82) 


coscf^  cosj^t)     ""    cosyo  ' 

^-1  ^    ^o-'>?  ^  Zp-g 
cos(p  C0S1/;  cos;(  ' 


cos  9)   ^  ^      "' 


und 


83) 


Zo-t=^^^(Js;,-l). 

"  cosg)^  ^'       '^ 


Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen    ergiebt   sich 
durch  Elimination  von   Yq  und  Zq  leicht: 

Xq-^Xq^  (I— ^0)  cos  i>;  —  (iy— ^o)  cos  y 

COSOA  COSOfoCOSl//— COSÖoCOSOP      ' 

84)        { 

X^—Xq      (|-^a?o)  cos  X—  ( S— 2o )  COS  tp 

cosoq  costtpcos^j  —  cos /o  cos 9)  ' 

also^  wie  hieraus  ferner  leicht  folgt: 

85)  (cos  Pq  cos  X — cos  y^  cos  v)  (S — ^0) 
+  (cosyocos9)— cos«oCosx)(i/— yo)       J    =0. 

+  (cos  «0  cos  ip  —  cos  ß^  COS  (p)  (t  —  2o) 

Ganz  auf  ähnliche  x\rt  erh&lt  man 

86)  (cos  ßi  cos  %  —  cos yi  cos  tp)  (§ — Xi) 
+  (cosyiCOsg)— cosaiC08x)(i2 — y^)     J.  =0. 

+  (cos  «1  COS  V  —cos  ft  COS  <p)  (f — Zi) 
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^  Sehr  leicht  erhält  man  nuo  mittelst  der  Gleichungen  76)  und 
77)  und  der  Gleichungen  73)  die  folgenden  Auisdrücke: 

-.  cos  flft  --  cos A^  cos  w 
cosi^ocos;!:— cos/oCOSV^T -^^ > 

««V      ;                                                —COS  öl — cosßocosw 
87)     {  cosyocosy— cosaocosx=i- sinw  ' 


o               ^  cos  Yi  —  cos  70  cos 
cos  «0  cos  v^cos  Po  cos  9  =  =F — Zscrr 


w 

81ÜW 


und 


-                                     .  cos  «0 — cos  «1  cos  to 
cosftcosx-cosyiCOsv=± ^-- 

cos  ßo — cos  ßi  costr 


gg\     <   cos  Yi  cos  q)  —  cos  ai  cos  x=  db 


s>inw 


o               ■  cosvo  — cosvicostr 
cos  CTi  cos  tff  —  COS  Pi  cosop  =+ ; ' ; 

und  kann  also  die  Gleichungen  85)  und  86)  auch  auf  folgende  Art 
darstellen : 

89)  (cos  cfji  —  cos  Oq  cos  w)  (^ — Xq) 

+(cosj?i — cos  1^0 cosu?)  (17 — yo)  ^  =0 

+  (cos  Yi  — *  cos  Yo  cos  w)  (f— -«ö) 
und 

90)  (cos  ccq — cos  tti  cos  w)  ( J — Xi) 

+(cos/5o — ^^cos/5iCos«i?)(iy — ^1)  )>  =0. 
+(cosyo — cosyicosw)  (J — Zi) 

Denkt  man  sich  nun^  was  offenbar  verstattet  ist^  den  Punkt 
i^tjS)  mit  dem  Punkte  (XqYqZq)  zusammen  fallend »  so  hat  man 
nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  Xq,  Yq,  Zq 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Xji — ^0 M) — yp ^0 — ^ 

cosofo        cos  1^0  "^  cosyo  ' 

(cos  ÖQ  —  cos  «1  cös  w)  {Xq — Xi  )  .  V  ' 
+  (cosj5o— cosftcosti?)(Fo— yi)    \    =0; 
+  (cosyo —  cosyi  cosw)  (Z©  —  Zx)       ] 

und  eben  so  hat  man,  wenn  Xi^  Y^y  Zj  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkts  der  gesuchten  Linie  mit  der  zweiten  der  bei- 
den gegebenen  Linien  bezeichnen,  zur  Bestimmung  dieser  Coor- 
dinaten die  folgenden  Gleichungen: 


8ah 


=r ^     — ,  ( 

CO»  Ol  comfii         coBYi 


^ 


(cos  Ol  — n»  o^  comm)  (Xi  — a^)  x 

+(co9yi  — co97ocos«0)  (2^ — :«) 

Diese   Itetden   Systeme  vod  ffleichnn^gB  kann  msiD  aiirii  « 
folfireTide  Art  aosdiückeii : 

-^^o'-^-^o ^o — 7/u A» — ^ 

cos  0£q  COSjti,)  COSJ'o 

( cos  o^ — eos«|  cosny)  {  Xq — jt^  — (xi  — a^))  J     Jf 

Kcosft>— cosftcos«)!  F;^— ^— (3fr— ;yo)J    [    =^ 
f  (cos/o — coKyiCO»w)|2;> — z^ — (:^ — %)  {       y 


und 


coe  «i  cos  1^  cos  7i 


(cos  «1 — cos  €io  cos  m)  {2^  ^^i — («aro — ^i)  I  i 

+(cosft— cosÄ)Cosw){Fi— fi— (3fo— 3^)}  /    =®- 
+  (cos7,— cos7ocesiiy){Zi— Si  — (2^— :^)t  ^ 

und  erhält  nun  mit  Hülfe  der  Gleicimng  76),  wenn  der  Kurze  we 

91)  £^=(cosi]i^ — costticot^ir)  (ar^ — Xo) 

+  (cos^o— «»A«>s»)  (yi— S^) 
+  (cos7i>— cos/icos«)  (21—2;^) 

und 

92)  Äi  =  ( cos  »1  —  cos  0^  cos  tr)  (x^ — Xi ) 

+  (cos/$i— co&/?ocosto)  (3fo— J^i) 
+  (cosyi  — cosyocosic)(2o — -i) 
gesetzt  wird,  ohne  iSchuierigkeit  die  folgenden  Ausdrucke. 

_         cosa^» 
.lo  — ^0  — Ä0g.Q^2' 

93)  ^  n-.yo=Äo^,^, 


89 


/l.!    —"  »Cl  —   A-l  •  Xm        \ 

94)   \    ».-2'.  =  Ai-ifi^' 


V   -.o,    -Ulf    ""'^'^ 


COStti 


•••6)     {    »'i^^i+^^S^' 


•        '        '  sin  IC 


I  wir 


[^  =  (ari  —  ar«)  COS  «0  +  (^1  — yo )  C08 /5o  +  (  2i  —  2o)  cosyo » 


^>li^: 


chnei)  wir  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  gegebenen 
ti  einander  durch  IJ ,  so  lässt  sich  dieselbe  leicht  mittelütt 
iden  Formeln  berechnen: 


r^cos  Fcos  ir=  A'^ — A*i , 


99)      \   Tsin  Tcos  ir=  r„— F, . 


üain  W=  Zo—  Z, : 
weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 
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Wenn  man  aus  den  vier  Gleichungen  66)  die  drei  Grossen  J 
«r,  Vy  2  eiiminirt^  so  erhält  man  als  Bedmgun<<sgleichung>  dassdi«'; 
beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  schneiden,  die  folgende -j 
Gleichung: 

100)     (cos  /?oCos  Yi  —  cos  yo  cos  ft)  (ocq —  Xi) 

+  (cosyo  cosüfi— cosaoCosyj)(yQ-^yj)  J»  =0. 
-f-(cosa^cosft  —  cosj^o  coswi)  (2^ — 2i) 

§.6. 

Indem  wir  jetzt  wieder  zu  §.  4.  zurückkehren ,  kommt  es  nun 
noch  darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  den  gefundenen  recht- 
winkligen Coordinaten  a:^,  y^,  23  des  Punktes  O3  die  Grossen  013, 
P3,  A3  abgeleitet  werden  können. 

Bekanntlich  haben  wir  zwischen  diesen  sechs  Grössen  ^1^  drei 
folgenden  Gleichungen: 


i*^«=  ^^^ + ?T^Äi^^  '^'  ""^  '^'''»' 


*^^)  (^3=  (A3  +4^1 -.g2s^^)  s«n  «3  cos  ßa. 


fl  (1  —  e^) 

Aus  den  beiden   ersten   dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich    '{ 
auf  der  Stelle 

102)    tanga>3  =  g, 

mittelst  welcher  Formel  (O3  ohne  alle  Zweideutigkeit  gefunden 
wird,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  in  Folge  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  cos  coo  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  x^y 
sin  coß  stets  gleiches  Vorzeichen  mit  y^  hat. 

Eliminirt  man  aus  der  ersten  und  dritten,  und  aus  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung  die  Grösse  h^,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung Ton  P3  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

^3  H  ««^ 


cosG)3CosX.^3  sinßg      Yl^e^&mQy 
103)  {  ^      ' 

sin  W3  cos  ^3  sin  Äa      1^  1  —  e*  sin  %«' 
oder 


L  •       • 
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und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet; 

3:3  tang  ila  pge^  tang.Q3g 

105)  J  '"''*'*'"       ~l  +  (l-e«)tangÄ33' 

yatanga^a    _       age^tangi^3g       . 

^^  siDCöa  ^^  -l+(l^c2)tangÄ3a' 

woraus  sich  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  von  A3 
die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  vierten  Grades  ergeben  : 

106)  tangÄg^ 

^2ä£25^tangÄ3' 

J?3 


^- ä~ai^^ *^"S^    l  =0 

.  23*  cos  «3* 


und 


107)  tang5l34 
223  sin  (O3 


» 


tang^^s^ 


,  y3^  +  {(l-6^)23^-a^e^!8ino).-^^  ^ 

+ (1F^3^ *'"^^^    ^  -0. 

2^3  sinoa  ^       o 

2a*  sin  CO,' 

Bei  Weitem  mit  grösserem  Vortheil  als  dieser  Gleichungen  des 
vierten  Grades  wird  man  sich  aber  bei  der  Bestimmung  von  Sl^ 
der  folgenden  einfachen  Näherungsmethode  bedienen,  fiezeichnen 
wir  nämlich  den  mit  Sl:^  gleiches  Vorzeichen  habenden  Neigungs- 
winkel der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  O, 
gezogenen  geraden  Linie  gegen  die  Ebene  des  Erdäquators  durch 
08  9  und  die  Entfernung  des  Punktes  O3  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  durch  R^ ,  so  haben  wir  offenbar  zur  Berechnung  der 
Grössen  (Oa,  Bz,  R3  die  folgenden  Gleichungen: 


mittelst  weU-her  die  drei  in  Rede  stehenden  (^^rijssen  auf  liekaDnl 
Weise  immer  leicht  geruiideti  iverden  können.  Da  mm  bei 
liehen  Anwendungen  9,  und  Sl,  immer  nur  nenig  von  einand 
verschieden  sind,  so  kann  man  Ö-,  a\ti  einen  ersten  NShemne 
werth  von  üt  betrachten,  and  wird  dann  immer  etwa  mit  Häl 
der  beiden  Gleichungen 


a:^  tang  ä. 


_y,Ung  Sl, 


•sinil. 


V  l-p''slnÜ3'' 


ri- 


'siniia' 


,  KD  lie 


niidi  einigen  Versuchen  leicht   den  genauen  Werth 
stimmen  im  Stande  sein. 

Hat  man  la,  und  il,  geFunden,  so  ergiebt  sich  die  Hübe  übet 
der  nieere^iltäcbe  /i,  mittelst  einer  jeden  der  drei  folgenden  Formelo 


VI  — c'  sinßj*' 


Hiiil  es  sind  also  jetzt  alle  zm  Bestimmung  der  Lage  des  Punkten 
Oj    auf  der  Erde  erforderlichen  Elemente  gefunden. 


Zimi  Schlnss  wollen  «vir  ni>ch  bemerken,    dasK   man   geoitSt. 
«che  Messungen  wie  die    obigen    nui^h  zu  der  genaueren  Bestim- 
nuing  von  e  benutzen    kann,    wobei    aber    die   Winkelniessungei 
selbst  als  fehlerfrei ,  it  enigstens  als  im  höchsten  Grade  genau  i 
ausgesetzt  werden  mdssen.      Findet   man   nämlich .    das»   die 
Obigen  durch   U  bezeichnete    kürzeste  GntTernung  der   beiden 
Oi  und  Oa  nach    O,  gezogenen  Gesicbtslinien  von  einander  nichj 
verschwindet,    so  wird  man,   insofern   man   die  Winkelmcssun|^ 
als  fehlerfrei' voraMSZUsetien  berechtigt  ist,    den  Grund  hiervon  ii 
einer  fehlerhaften  Annahme  des  Werthes  der  Grösse  e  sn  sncbi 
i>ere<'htigt  sein,    und  wird    nun  e  an  lange    nach    und  nach  kleii 
Veränderungen  erleiden  lassen,  bis  man  einen  Werth  von  e  ßndel, 
für  welchen  die   GrüHse   (/verschwindet,    den  man  als  die  defini< 
tlve  Bestimmung  der  Grösse  e  betrachtet.     Hat  man  aber  e  at 


^ 
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diese  Weise  gefunden,    8o  erhält  man  auch  leicht  den  corrigirten 
Werth  der  sogenannten  Abplattung ,  weil 

111)  *^=i-^=i-n^r7*=i_t(i_f)(i+<.) 

ist. 

Endlich  maß  noch  bemerkt  werden ,  dass  es  bei  allen  obigen 
Rechnungen  ieoenfalls  am  zweckmässigsten  sein  wird,  die  in  den 
Formeln  vorkommende  Grösse  a  als  Einheit  anzunehmen,  was 
natflrllch  verstattet  ist. 


X. 

lieber  die  natnrpliilosophlschen  Prin- 
cipien  der  Bewef^niif^slehre  *). 

(Fortsetzung  der  Abhandlung  Tlil.  V.  Nr.  \\I.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zu  Weimar. 


'        §.  7. 

In  den  §§.  4.»  5.  und  6.  habe  ich  mich  hinlänglich  über  die  Prin- 
cipien  ausgesprochen »  auf  welche  der  Beweis  des  Kräftepärallelo- 
grammes  sich  stützt;  auch  glaube  ich  mich  sattsam  desshalb 
^gerechtfertigt  zu  haben,  warum  ich  der  ersten  von  Newton  ent- 
lehnten Betrachtungsweise  den  Vorzug  geben  möchte^  wiewohl 
ich  erst  in  diesem  Artikel  die  Sache  zu  Ende  bringen  werde.  Zu- 
gleich aber  erhellet  auf  das  Deutlichste,  dass  diejenigen  im  Irr- 
thume  sind,  welche  das  Kräfteparallelogramm,  als  nicht  erweisbar, 
unter  die  mechanischen  Axiome  rechnen  wollen.  Diese  übersehen, 
dass  es  noch  eines  Axiomes  bedarf,  um  das  Parallelogramm  zweier  ^ 
Eindrücke  auf  beliebio;  viele  auszudehnen,  ein  Axiom,  welches 
mit  dem  unter  1.  in  $.  6.  aufgeführten  identisch  ist.  Dasselbe 
enthält  ja  aber  schon  mit  nur  geringer  Beihülfe  das  Kräfteparalle- 
logramm. 

*)    In   der  vorigen   Abliandlnn^i^  mögen  folgende,   in  §.  6.  vorkom- 
mende sinnstörende  Fehler  berichti|[>;t  werden : 

I   statt  ..es  gieht  noch  ^ar  keine  Ausfuhrung''  lese  man:     ., es  gicbt 
noch  gar  keine  Auskunft.'' 

statt    ^Mcnn   vh  allein  .vorhanden   wäre'"    muss   es    hcissen :      ,,wio 
wenn'*  n.  s.  w. 


Nun  mOeSen   wir   aber    noch  erwägen,    dass  in  sehr  vtelet 
LefarltÜL'hem,  und  Datnentiicd  aucb  bei  Poisson,  dessen  Dei 
stration  ich   oben  einer   Krittle  unterwarf,    das  Axiom  A.   in  S.  3 
oder  5.  in  §.  6.    eine    etivas    andere   Bedeutung  hat,  als  ich  i 
selben  beigelegt  habe.     Man  delinirt  hier,  Kran  sei  das,  fra« 
Bewegung    hervorlir in^t ,    und    da   hienn    schon  die   Anerkennubg 
liegt,  dass  man  die  Kraft  nur  aus  ihrer  Wirlning  beurtbeilen  ktioiie 
so  uiusK  man  als  Einheit  der  Kräfte  diejenige  annehmen,  woduKb 
eine    gewisse    Einheit    der    (gleichfiirmiKen)    Bewegung    entsteht 
Nun    sollte    man    eigeDtlich  erwarten,    dass  die  Kräfte   durchaus 
nach  dem  Verhältnis  der  durch   sie  erzeugten  BetT^eguogen  abi^ 
messen  würden,  dass  alsn  die  doppelte,  dreifache  Kraft  diejenige 
wSre,    welche  die  doppelte,    dreifache  Einheit  der  Bewegung  her 
vorbriichte,  und  nenn  man  bei  diesem  Maasse  der  Kräfte  ihr  Pa- 
rallelogramm  beweisen  wollte,    öo    wäre    der   Grundsatz   in   §.  4. 
ivenigsteita  für  den  Fall  unerlässlich ,    wo    mehrere    Kräfte    nacbi 
einerlei   Richtung  wirken.      Ausserdem    wurde    man    etw 
ganz  anderes  erhalten,  als  ein  Krlifteparalielograni 

Aber  so  werden  die  Kräfte  in  jenen  LehrbilcherD  nicht  &cmes-j 
sen,  vielmehr  versteht  man  unter  aer  Kraß  n  (^=  ganzer  Zahl)  die- 
jenig«,  die  resnltirt,  wenn  die  Krafteinbeit  gleichzeitig  nnial  nacli 
^leiMier  Richtung  wirkt,  wobei  es  indessen  noch  nicht  folgt,  ilass 
hierdurch  auch  das  »fache  der  Bewegungseinheit  entstehe.     UnteTi 


der  Kraft  —  miissen  ' 


gleichzeitig  nach  gleiche 

die  inmalige  Wiederholung  der  Krafteinheit  vermag 


diejenige    v ersteh ei 
ichtung  wirkend  eben  s 


,    »velche  nmal 
viel  tbut,  als. 


In  diesem  Kräftemaasse  liegt  freilich  nicht  nothwendig  die 
Proportionirung  der  KrSfte  und  der  durch  sie  erzeugten  Gesdiwin- 
digkeitfen,  indessen  müsaea  letztere  doch  irgend  einer  Potenz  der 
Kräfte  proportional  sein.  Denn  ist  a  die  durch  die  Krafteinhell 
erxenete  Geschwindigkeit  und  n  eine  andere  Kraft,  sn  wird  mar/ 
ihre  Geschwindigkeit  durch  l\a,n)  bezeichnen  kitunen.  Wird  di» 
Kraft  II,  mmal  wiederholt ,  so  entsteht  die  Kralt  mn  und  ihr  gehurt' 
die  Geschwindigkeit  f\a,mn).  iSofern  wir  aber  anzunehmen  hcreGlt> 
tigt  sind,  dass  a  die  einzige  Längengrusse  in  /Tu,")  sei,  kOnneti 
wir /I«,n)=^w)  und  f\a,mn)^ ahmn)  setzen.  Da  aber  die  Ei»- 
beit  des  Krüftemaasses  eine  willkährlicbe  sein  ranss,  wie  die  jede» 
anderen,  so  lÜBst  sich  auch  die  Kraft  n  als  Einheit  ansehen,  wo-' 
durch  wir  nun  für  die  vorige  Kraft  mn  die  Zahl  m  erhalten.  Ist 
fi  die'  zu  H  gehiirige  Geschwindigkeit,  so  kann  man  die  zu  ihn  ge~ 
hörige  :=b.tp(in)::^a/\n).^(m)  setzen,  und  es  muss  daher 


sein.      Wird    n  =  \ 
Folglich  ist 


/i:»«w)  =  9(m)./tn) 
so  ist  auch  f{n}  =  l  und  daher /i;ffi)=9)(in). 


I  tliesw  Itedinf^riu;  ttiut  Iteknnntlit'h  nur  <lir  Fonii  n''  Gnnflge. 
'!  Act  Kraft  n   !;«nr>rli;e  beHchwhidi|tkeit  ist  also  immer  an''. 

I  a  dio  (fcsK^hwindi^lieil  i)«r  Knd'lcinlieit  ist 
I  El«  Ut  mm  fiiilfiichtond,  <I;i8h,  wenn  zwei  Kriirte  nach  eiiier- 
iRicIitung  ivirfcfn,  dir  HMitllutilf  ilirsr  Summe  glt'irli  xpiii  musn. 
H  l«(  «ine  II  ut  luvend  ige  Folge  des  Kröi'temnuMKefi.  und  wwm 
1  noch  dii-  .SiilKc  I ,  a,  3  und  -i  de»  §.  6.  zu  Iliire  genommen 
.._.  irli   das  KrfinepamlJelogriiniin  sofort  Urnviiwii, 

I  tli»t  Fragi'  nun  eigMillich  so  Iniiti-t:  WVriit  niifh  der  einen 
[HOg  ni,  uucli  einer  anderen  «i  Krnlleinheiten  gleicIiKeiti^  wir- 
'i.'  wck'hcr  ltii:litting  ^oht  iVip  DeHegung  und  wie  ?rolp 
'teu  infisseii  nach  eben  der  Riuiitiinjc  wirken,  iini  pl>«n 
ieiBtttu,  nls  die  Neitenltr litte  verniligen.  Diiliei  kommt 
Krafteinheiten  erzeugte  Itewegiing  gar  nicht  tn  Frage, 
neslebre  crfnrdL'rt  alter  notih  als  Axiom,  das«  in  dem 
tteitsa  und  rucke  an'*,  ^=1  "^i'  "nd  somit  wäre  mit 
ellnng  der  Lehren  gnr  kein  Vortlieil  verbunden,  trerm 
jelta  emidert  werden  künntf ,  dnse  die  von  der  Itewe- 
hiDabhftngige  Aiiäbildung  der  ü^tatik  eine  grlissere  W'nt- 
tÄtit  ffir  »ich  in  Anspruch  nehme.  Ei  nitre»  so  viel 
'  ran  mitglich,  als  man  in  a;ii"  d«m  fiVVerthe  beilegen 
-^'Slle  diese  wäre  aber  die  Gleichgewi chttnlebrc  ein  tmd 
__  ■  Wenn  lins  nun  auch  eine  iStatik  bei  BeiveguugsverliHII- 
.  di«  in  der  Notur  nicht  exisliren,  glcichgillig  »ein  könnte. 
M(  ii^t  tlieKeIhe  dennoch  in  sehr  vielen  liehrbi'ichern  In  entischiedon- 
■«ter  CnatthUngigkeit  von  der  Itenogiing^trhre  vorgetragen  worden, 
^^euuders  da  niiin  noch  auf  die  Meinung  verfallen  war,  ians  die 
^^feichg«wiebtide)ire  von  aller  Hy{iothese  frei  nei  iinddulicr  gleich- 
^Hjt  nn min el bare  Evidene  besitze. 

1^^  Diesem  mus^  ich  al>er  gerader.u  widerspreiJieti.  Man  betrachte 
^«di  tinr  den  Satz,  dass  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Krütte 
»Teh  niillielicn.  Uieseni  kommt  nnmittelhnrc  Evidenz  nur  in  dem 
Fnlie  z«.  wo  der  Ko^er  in  absoluter  Ruhe  geil.icht  wird.  Hat 
der»^etlie  iniend  eine  Geschwindigkeit,  so  i^t  jener  Sutz  nur  noch 
in  dem  Falle  klar,  wo  die  Hichtmig  der  Krüue  .xenkrecht  gejjen 
die  Kii'htung  der  Bewegung  ist.  in  allen  anderen  Füllen  nttor  fien- 
Ken  «ich  noch  andere  Möglichkeiten  denken.  Der  *>nindHat8  ),  In 
in  Verbindung  mit  dem  Krüftemnnsse  i«it  es  eigentlich,  wii- 
I  di«  Statik  ihr  Fundament  erhält,  derselbe  kann  aber  auf 
■■Klelbare  Evidenz  niclit  mehr  Aiisiiriiche  mnclien,  als  der  in 
4.  Bufgestcllte,  wie  ich  schon  oben  bemerkte. 

_  I  das  Axiom  1.  in  6.  (1.  i^t  ausgeNiirudien,  dnsu  die  stii- 
1  LehrtiStze  eben  so  gm  fOr  die  relative  wie  für  die  absolute 
I»r  Künier  gelten  «ollen.  Soltten  uns  aber  die  Bewegun- 
t  Beurtneilune  der  Kräfte  dienen,  so  nii'lsbten  »ie  absolute 
JA  «icli  dann  ilie  Kräfte  wie  gewisse  Putenien  der  (>es(jhwiU' 
iten  verhalten   würden.    Da  aber  absolute  Belegungen  nie- 

£'o   Gegenstand   unserer  Erfahrung  sein    können,    so   findet 
die  Statik  leicht  die  Auskunft,  das  VerhitUniss  der  KrStte 
I  zu  beiirlbeilen .  wie  sie  einander  im  Gleirfige»icht  hatten. 
__twt  steh  nun  leicht  zeigen,    dass  eine  Bewegungslehre  der 
ieben  Natnr,  d.  h.  eine  Beurtlieiluiig  der  Bewegungen  in  der 
r  uns  ganz  unmSglich  wfiie,  wenn  sich  nicht  die  Goschnin- 


diglMt&tt  'M4»  di»  KrKfl»  v«ihielteti ,  mler  w«nn  wir  nicht  ä»fl  f 

in  §.  4.  unseren  Beurtheüuniren  zu  (ärunde  legen  künnten. 

Da  wir  nSmIich  nur  relative  Bewegungen  benbavhteti  IrftDM. 
SD  Rind  tvir  ausser  JStanH  zu  entsclieideu ,    oti  eine  E^eirissc  Kecvl 
^Dg  auch  die  blosse  Folge  der  vorherges;angeneii  Einwirkuiii;  »el  S 
vielmehr  müssten    %vir  dieüie   Beiveguns    immer  noch    als    liciliiizr 
(iureli  deti  Eiiiilruck  ansehen,  der  dem  Körper  zu  Folge  deM  L;t.-itii-iu- 
isultaftlichen  Fortrüukens  des  Systeme«  mit  zukommt.     Die  Bctvai 
gangen  z.  B. ,  die  nir  auf  der  Erde  beobachten ,  ivüreu  sSmmtlj| 
mit  bedingt  duntb   die  Äxendrehung   der  Erde,    dann    durch  { 
Beivugung  der   Erde  um   die    Sonne,    dann   durch  die   Bewef 
des  Sonnensystems,  dann  wieder  durch  die  Bewegung  eines  nl 
reo  Systemefi,    «nd  so  würden  wir  in  eine  unendliche  Reih«1 
ausgedrängt,  in  welcher  wir  nie  einen  Änrang  erhalten.     Wir  % 
den  zwar,    wenn    wir    die  Bewegung  eines   K<ir^>ers    beobachn 
s^en  kilnnen,    dass   eine  Kraft  auf  denselben  einwirke  öderen 
gewirkt    habe,     konnten    aber    nie    Aufschlnss    dariiber    crh^n 
welche  Bewegung  diese  oder  jene  bestimmte  Kralt  bervorbrioB 
müsse. 

Daher  scheint  mir  auch  das  Gei^etz  von    der  Verhältuis.« 
sigkeit  der  Krälte  und  der  Geschwindigkeiten  mehr  als  eine  hlof 
Hypothese  zu  sein ,    eben   weil   ohne  dasselbe   eine  Beurtheilni 
der  Naturerscheinungen  gar  nicht   möglich  wäre.     Es  ist  ein  t 
nuturphilosophisches  Gesetz,    das  aber  bequemer  und  allgeniftirt 
in  der  Form  aufgefasst  wird,  die  ich  in  $•  4.  vorgeschlagen  llaF" 
Sobald  wir  uns  den  Körper  im  absoluten  Räume,  d.  h.  ansser.lU 
Verbindung  mit  andern  Korpern  denken,  ao  sind  ( rortscbreitea^ 
Bewegung  und  Ruhe  für  ihn  ganz  gleichgiltige  Zustünde,    nntf| 
ihm  ist  nichts,    wodurch  diese  Zustände  sich    von  einander  antH 
scheiden  Hessen,      umgeben  wir  ihn    über  mit  noch  anderen  KQf 
pem,    so    beginnt   dann    unsere   Bewegungslehre,    für    welche   i 
demnach  gleichgiltig  sein  muss,    in  welchem  Zustande   das  gKQL 
Krirpersystem  sich  beündel.     Daher  ist  auch  für  das  in  diesem?)! 
angefiihrte  Kräl'temaass  jeder  Zustand  des  Körpers  gleichgiltig' ü 
hieraus   folgt  mit  Nothwendigkeit    die    VerhiUtnissmässigkeif  i 
Kriiffe  und   der  Geschwindigkeiten,    indem  sich  die  Kräfte  a 
als  auch  die  ihnen- entsprecbeuden  Bewegungen  sunimiren.  — 
lieh  denkt  man  sich  im  absoluten  Räume  absolut  ruhende  P  u  n  k  q 
nm  sodann  von  absoluter  Ruhe  und  Bewegung  der  Körper  r 
zu  können,    aber,  wie  mir  scheint,    nur  aus   Irrtlium.     Denn 
lündert  uns,   jenen   festen  Punkten    des  Raumes  mit  allen  dftn^ 
bezogenen  Kiirpern  jede  beliebige  gemeinschaftliche  Bewegung  It 
zulegen?     Sind  docfi  die  festen  Punkte  im  Räume  zuletzt  nid 
weiter,    als  ruhende  Körper,    die   eben   darum  ruhen,    wejj  i 
ihre  Bewegung  nicht  wahrnimmt. 

Diese  Gründe  haben  mich  bewogen,  der  Dnri^tellung,  wie  li 
sie  oben  begonnen  habe,  den  Vorzug  zu  geilen.  Ueberliaiipt  scbmrfa 
mir  schon  aus  dem  Grunde  vortheilhalr ,  mit  der  Bewegiiii^sl«fc| 
uiimif tolbar  zu  beginnen ,  weil  dieselbe 
Anschauung  unterstützt    wird,    als  die  in 

vorgetragene  GIcichgewichtslehre,  sofern  s  • --a 

ebenen  Princiiiien  beruht.  Das  Gleichgewicht  ist  dann  nur  d3 
besondere  Fall ,  wo  die  Bewegung  eines  Körpers  IVulI  ist,  und  AI 
Statik  besteht  nun  nicht  mehr   als   unabhiingige  pbysikalischa 


durch  kL, 
so  vielen  Lebrbtfcfafj 
B  auf  den  eben  bei$|i| 


_  _         .  Hoiulern  ihr  kumnii  lilow)  ein«  inathmintiHrlie  ile<l«u- 
^inmlttu  xii,    uIk  tli»  Iteiliu^urii; .    ilaHK  ilii'   HetTririiii^  =0 
Mit  vll  iu  >elir  <-iiiracliri) ,  und  iIonnIihIIi  livtin  ('alciil  »olir  liraiii'li- 
o  ifduliimcn  »iili-r  (Im  krallen  fiilirt. 


§.  II. 

)  \Vir  bulK-n  bisher  die  F.irMlri-i4;L«  ilvr  Kllrppr,  il.  h.  ilirrlu-- 

li%lco!((tu,    uJH  jiu<;vnlill(-Ui(-h    «ntstniiileii    lietruclitct ,    mior 

llr,,  wir  iijibon  inn  di-r  Znil,    in  iveli-linr  ei»  Kitidnick  ctit- 

»WIP  kiiruit«,  ftü>ii>l'<^'>  aliLCf8i-lien.     In  ilcr  Nutur  ^fliUrt  in- 

■  Itacb  ilviu  (lesele  ilttr  Stfti};kt'it,    xtir    KijUt»liuii){   eitiuK 

jUeii  Eiutlruckit  imiii«r  eiae  Zmt,   wvuu  gleicii  (l)ei««lbp  ol't 

B  sein  kamt,  iIuks  xie  mch  iiiiHi-rvr  Wiüiniuliiitiin^  entzinlit. 

.  tülie  imci.    uelch«  dio  Zeit  liiixlurch  wirkt   und  dadurch 

■druck  «iui-a  KDrpers  fort» iilireud  und  »(vti^  iin<)ert,  iittnnen 

_^p  KruTt.     ^ia!|;en  wir  dn^eROii,  da§s  «in  Kiiriipr  einon  Ein- 

li  erbolteii  hnlif,  ko  moitien  tvir,  dasa  vitje  Kraft  Ihätig  genu- 

"  1  ftii«  j;i'}!;eiiwärti!{  aufgehijrt  halie  zu  wirken. 

"  wir  DU»,    (loHä  eine  Kraft  eine  (irilHueru  Geschwiudig- 

t  htttr    als  ein«  aitdero  In  derWitivn  Z<nt.  so  iieirn«ti 

RSer  als    dieae.      Üa  die^H  indeHttun    nur  «lue   durdi- 

VftTgleichuuii  ^i«lit.    so  Aind  »ir    duriiuf  hiriKeHieK»«, 

1,  denken,  die  in  gleichen  Zeiten  die  (ieschwindii^kei- 

"(  Viel   vermehren ,    «o  wie  wir  in  ijleluher  Weit«!  ilie 

Bpwejcuug    cunHtruirten ,    um    einen    bestimmteren 

T*'Ge6<:huindiKkeit  zu  erhalten.     Hierbei  Hegt  aber  noch 

Xe^usfietzun^  ku  drunde,    ilosa  es    fiir   eine  lieMtimmte  Yer- 

I  der  Gaacbwinäigkeit  in  einer  bentimraten  Zeit  ei  ei  uIi  giltig 

„Jche  (ie^ch windigkeit  nach  derselben  Riihtung  der  Kiirper 

n  hltt«.    "ud   e»  muas  daher  da«  Axinm  in  6.  4.    iimdi  nllge- 

riUlCgefilgtl  werden,    oder  es   ntucht  siuh    die  Vergleichung 

'  "  '  verSmlcrten  Bewegung  mit  einer  ruckweise  veränderten 

I>as  letielurc  Hesse   Hieb    fi'ir    die  gleich Rirmig  beschleu' 

regung  etwa  in  folgender  Weise  dnrrbfnhren. 

Man  denke  »ich.  ein  Kllrper  habe  urs|)rilnRlich  einen  Ein- 

I  and  zu  demselben  komme  dann  ein  neuer  Y'.indruck»  nitch 

lieu  Richtung,  so  wird  nun  n  4-.<7  der  F.indruck  Mein,     kimtmt 

7oIge  nach   Verlauf  einer  jeden  Zeiteinheit   immer  wieder 

6  Kodmck  g  hinzu,  an  wird  der  Körper  In  der  ernten  Zeit- 

den  Eindruck  a  +  tj,    in  der  zweiten   den  Eindruck  a  +  '2i/. 

r  dritten   den   Eindruck  a-i-Za,    und   ilberhaupt  in   der   (ten 

tnheit   den  Eindruck  a-\-gt  hüben.     Hierbei    ktinueu   wir    uns 

Jlelch  auch  vorstellen,  duss   der  Eindruck  w  nicht  aiigeri- 
,  noudern  durch  beliebig  viele  gleiche,  wflnrend  der  Äelt- 
t  i»  gleichen  Zwischenzeiten   erfolgende   Eindrücke   entstan- 
lind  dann  gewinnt  diu  Formel  (i+ffi  auch  für  diejenis;eii 

t  Bedeutung,  wo  /  ein  Bruch  —  ist.   Oanu  entsteht  ff  während 

('Z(iHeiiibeil   durch  n  Eindrücke ,    die  succes&ive   nach  der  Zeit 

^en  und  lon  denen  jeder  =:^  ist.    Nachdem  also  die  Zeit 


j^  mmal  erfolgt  i«t.  halien  «ir  den  Einrtruck  «+(f)"'=«  ^i'(^) 
^^a-\-gt  Indem  wir  aber  deu  Ausdruck  a-\-ot  unter  der  Voraus- 
setzung jeder  beliebisfen  TheiluD^  der  Zeiteinheit  auffas  — ' 
»spricht  ium  nur  die  ^                     •,      •  ■  •  ^      ■        t.   ._ii 


;  niit  gleich  tiirniiger  Besclileunigung. 

3)  Hieraus  eisehen  wir  zugleich,  dass  es  einerlei  ist,  fvelche 
AnTangsgeschn'indigkeit  (a)  der  Kürper  schon  hatte  und  dass  difr 
sleichliirinig  besclileunigende  Kraft  eine  wahrend  ihrer  f;anKefi 
Uauer  sich  gleichbleibende  ist ,  daher  ivir  sie  am  fü^Iichstoii  eine 
cnnstante  nennen.  Zugleich  ist  auch  ein  leuchte  od ,  dasis  das 
Beschleunigungamaass  tf  in  dem  Geschtvindi^keitsausd rucke  ft-\-fft 
das  Maass  der  constanten  Kraltsein  kann.  VVirken  dann  znei  ci>n- 
stante  Kriifte  gleichzeitis;  auf  einen  Kiirper^  so  mvus  die  daraus 
hervorgehende  IVIittelkraft  ganz  nach  der  Construction  des  Paral- 
lelogrammes  beurtheilt  werden.  Denn  man  kann  in  der  vurigen 
B«tiachtung  den  Eindrudt  g  auf  beliebige  Weise  aU  Resultante 
Kweier  Seltene! ndrücke  denken,  die  unter  jedwedem  Winkel  wir- 
ken können.  So  oft  g  mch  wiederholt,  suhstiluire  man  dieselbeD 
Componenten.  und  so  oft  nur  ein  Theil  von  r/ gedacht  wird,  nehme- 
mun  den  gleichv leisten  Theil  der  CompoDcnten. 

4)  Indessen  lässt  sich  die  Vergleichung  der  stetig  verHndei 
ten  Beweguns;  mit  einer  solchen,  iä  welcher  die  Verandemnge . 
ruckweine  erfolgen,  für  den  ire<;cnw;irtigen  Fall  ganx  umgehen,  da 
man,  gestützt  auf  die  Relativität  aller  Bewegungen,  die  Bedeu- 
tung des  Axionies  in  §.  4.  dahin  erweitern  kann,  dass  daruus  un- 
mittelbar die  Bestimmungen  für  die  g  I  eich  für  mig  beschleunigte 
Bewegung  folgen.  Man  denke  sieb  ein  System  von  Körpern, 
denen  irgend  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  zukommt,  so  müs- 
sen wir  die  relativen  Bewegungen  in  diesem  Systeme  gerade  so 
heurtheileo,  wie  wenn  dasselbe  vollkommen  ruhte,  weil  sonst  für 
uns  gar  keine  Beurtheilung  der  Bewegungen  miigtich  wäre.  Geben 
wir  die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  attch  nur  für  den  Fall  stu, 
dass  die  Bewegung  des  Systenics  gleichfiirmi"  und  geradlinig  ist, 
so  folgt  doch  auf  äer  Stelle,  mit  Hilfe  der  J^isanimen Setzung  der 
Bewegungen  (g.  2,),  dass  es  gleichgiltig  ist,  ob  die  Kraft 
ruhenden    Körper    "      "  .  .  -      . 


derJ 


wegnng  setzt  ,^  oder  ob  derselbe  eine 
Geschwindigkeit  nach  gleicher  Riclitnns  schon  mitbrachte.  Es 
muss  daher  auch  die  Kraft,  welche  die  Geschwindigkeiten  in  glöii 
eben  Zeiten  um  gleich  viel  vermehrt,  eine  constaiite  »ein,  fift-, 
deren  Maass  nlr  das  Beschleunigungsmaass  der  BewegnoBj 
nehmen  können.  ~  ^ 

5)  Aber  wir  müssen  das  obige  Priiidp  noch  allgemcineT  aufr 
fassen.  Denn  da  für  die  inueren  Bewegungen  Ruhe  und  gleich- 
fürmige  Bewegung  des  Systemes  gleichgiltig  sind  ,  so  müssen  jene 
inneren  Bewegungen  auch  noch  auf  dieselbe' Weise  erfolgen,  wenn 
das  System  bald  ruht,  bald  sich  wieder  bewegt,  wobei  jede  pea 
befl;innende  Bewegung  mit  jeder  beliebigen  Geschwindigkeit  nach 
jeder  beliebigen  Richtung  erfolgen  darf.  Darum  aber  muss  jede 
progressive  Bewegung  des  Systemes  für  seine  inneren  Bewegnn- 
geu  gleichgiltig  sein.  Allgemeiner  noch  kann  man  sagen,  dasa 
jedwede  Bewegung  des  Svstemes  für  seine  inneren  Bewegungen 
eleichgiltig  ist,  wenn  die  Bedingungen  so  gegeben  sind,  dassjeaer 
KOrper,  an  welche  Stelle  des  Systemes  man  ilin  auch  setzen  mag,- 


I 


I 


wolche  Ue\regUDi;en  machen  muss,    vcnniiee  ileren  er  gvgtn  nttic- 
übr!i>eiJ  K<ir|ier  tles  Syst«iii<-f<  in  (relativer)  Kuho  bleibt. 

Denken  nir  uns  mihi  ein  Kiir(icrsvstem  in  gleichförmig  heschlmi- 
olgter  Bewegung  unter  der  obigen  ßeilingiing  und  geben  «ir  einem 
^zn  seliürlgen  Klirper  ebeiifutls  diese  Art  der  Hewei^nng,  Bn 
tnflsseti  wir  dl*  Krult,  «elcbe  die  letztere  (relntive)  In  gleichen 
Zeiten  nm  gleiche  Ge»<chivindi|Tkeiten  vermehrt,  fßr  rondtant  hal- 
ten, da  für  den  Erfolg  jeder  Zustund  des  Systeme»  gleicfat^ilti^ 
ist.  Aber  eben  desuhall)  rauss  jii  auch  die  Kraft,  welche  dein 
Kürper  die  mit  dem  Systeme  üemeinscbaftliche  Bewegunu  mlttheilt, 
eiue  constunte  Bein.  Aus  beiden  Bewegungen  eirtsteht  nach  §.  2. 
eine  dritte  ebenfalls  gleichilirniig  lieticbicunigte,  und  ihre Bescbleu- 
nigungsniaasse  liefern  das  der  zmaanim engesetzten  nach  der  Zeich- 
nting  des  Parallelogrammes.  Wir  habeo  also  zunüchat  nur  ein 
KrürfeimrallelDgramm  für  den  Fall,  daRS  zwei  constunte  Kräfte 
'DeD  Kürper  nach  immer  parallelen  Kichtunj^en  treiben,  und  eben 
ich  dos  nur  folgt  aus  Nr.  3. 


§.  10. 

ü.    nun   bei    der   gleichlurmig  beschleunigten    Bewegung 

Differentialquotient  -^  das  Bescbleunigungsmaass  giebt,  so  ist 

itselbe  zugleich  auch  das  Maass  der  (conslanten)    Krallt.      Jetle 

_idere  ungieichlormige,   aber   stetige   Bewegung  läset  sich  inner- 

[alb  bestimmter  Zeitabschnitte  um  so   genauer  einer  gleiohftirmig 

beschleunigten  mit  dem  Bcscbleunigungsmaasse  jt^  vergleichen, je 
kleiner  die  Zeitabschnitte  sind,  und  desshalb  sind  ^vir  berechtigt, 
den  Differentialquotienten  -j^  bei  jeder  Bewegung  (Sr  das  Maass 

der  zur  Zeit  t  statthabenden  Kraft  anzusehen.  So  wie  nun  aus 
der  II ngl ei chfurm igen  Bewegung  eine  gleichfunnige  mit  der  Geschwin- 
digkeit -j-  folgen  würde,  wenn  zur  Zeil  (  alle  «eitere Einwirkung 
pliitzlich  nachlassen  wollte :  eben  so  wurde  auch  die  ungleichfiir- 
njig    beschleunigte  Bewegung  in  eine  gleichfürniig    besctileunigte 

mit  dem  Beschleunigungsmaasso  -^  sich   vernundeln,    wenn  von 

der  Zeit  t  au  die  Intensität  der  Einwirkung  sich  gleich  bleiben 
wollte. 

Aus  dieser  Bedeutung  der  Kraft  geht  aber  augenblicklich  her- 
vor, dass  aus  zwei  Kräften  p  und  p  ,  nueh  wenn  sie  veränderlich 
sind,  dennoch  zu  der  Zeit,  wo  inre  IntengitSten  p  und  p'  sind, 
Mne  dritte  nach  dem  Gesetze  des  Parallelogrammes  entsteht.  Diese 
jhestebt  aber  nur  innerhalb  eines  Zeitdifferentiuls,  so  fern  auch  die 
tSlte  p  und  p'  hinsichtlich  ihrer  Intensität  und  Richtung  nur  in- 
nerhalb eines  Zeitdiffereutials  als  constant  gelten  können. 

Man  darf  das  Maass  einer  Krafl  nicht  mit  dem  vergleichen 
F  itrnllea.  ivas  wir  oben  einen  Eindruck  nannten.      Dass  eine  Kraft 
^g  sei,  bedeutet,  dass  sie  nach  Verlauf  einer  Zeiteinheit  demKürjier 
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eine  Geschwiud teile !t  g  nüttfaeilen  nürde ;  «lass  aber  ein  Kürp 
den  EinUnick  y  nabe,  hat  den  Sinn,  dass  derselbe  sich  mit  d. 
Geschwindigkeit  ff  wirklich  bewege.  Beides  lägst  sich  nicht  1 
'Vergleicbiinff  bringen,  obscbon  es  luHgUch  ist,  das»  der  Eiudnick 
n  durcl)  die  Kraft  ff  entstanden  sein  kaso,  was  duno  gerade  nach 
Verlauf  einer  Zeiteinheit  geschehen  sein  niifsste.  Es  konnte  aber 
auch  der  Eindruck  a  durch  eine  andere  Kraft  in  jeder  beliebig 
kleinen  Zeit  entstanden  sein,  und  wenn  wir  nun  die  Zeit  des  Ent- 
etehens  unendlich  klein  denken,  so  müsaeu  wir  sagen,  dass  jede 
Kraut  im  Vergleich  mit  einem  Eindrucke  unendlich  klein  sei.  .  Da- 
bei liegt  also  die  Vergleicbuug  der  Geschwindigkeiten  und  der 
Zeiten  ihres  Entstehens  zu  Grunde,  in  der  Weise,  dass  KrSfifa^ 
sich  direct  wie  die  Geschwindigkeiten  und  luiigekehrt  wie  dl^ 
Zelten  des  Entstehens  dieser  Geschwindigkeiten  verhalten. 


XI. 

UebniigsanfKaben  flir  Schiller. 


Von   dem  Herrn  Doctitr  O.  S  rli  I  ö  m  i  1  cli   zu  Jena. 


1)  Wenn  a,  b  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist:l 

=  ("  +  !)., 
also  die  Sumnie  jener  aus  BinDinialkoefSzienten  -  Produkten   gehilg 
deten  Reihe  unabhängig  von  b.    Wie  lässt  sich  diess  mittelst  d^ 
Satzes 

beweisen  1 

2)  Durch  welche  Substitution  bringt  man  das  Integral 


/« 


a-a'^yi-H'a:' 


10t 

AFoia 


f= 


a-i-ß  cos  <p ' 
ier  sein  Werth  gefundeD  iverden  kann. 

Wie  beweist  mao  die  Richtigkeit  der  Gleich 


[WeDD   voD   eiDem  Punkte    O  in   der  Ebene  eines  Mereck» 
7D  nach  den  Spitzen  der  vier  Winkel  desselben  gerade  Linien 
iiug;leich  die  beiden  Diasronalen  dieses  Viereck3  gezogen  sind. 
"*  immer  der  absolute  Werth  des  Ausdnicks 

\AOD.\BOC±\AOB.\COD, 

vrelchem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss. 
Ifeaehdem  der  Punkt  O  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks 
bg^  dem  Producte  ^AOC.^BOD  gleich. 


Wenn  wir  sin  (sind:)  durch  sin^j:,  sin  (sin  *j:)  durch  sin'.r, 
iD(ttin'ar)  durch  sin^j;  u.  s.  w.  bezeichnen,  so  ist  der  Werth, 
•IcheD  der  Bruch 

jr»—'  sin  "ar*—  (sin  jr)* 

ir  j;=0  erhält,  der  Grosse 

w(n — 1) 
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leich,    was  durch  Differentialrechnung  oder  auf  eine  audore  Art 
t  erweisen  ist. 


Wenn  A,  B,  Cdrei  gegebene,  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
bid,  um  den  Punkt  Cein  Kreis  beschrieben,  und  durch  den  Punkt 
i  eine  diesen  Kreis  in  den  Punkten  D  und  E  schneidende  gerade 
inie  gezogen  ist,  so  soll  man  die  Lage  dieser  geraden  Linie  be- 
limmen,  bei  welcher  die  Sehne  BD  für  ein  in  dem  Punkte  A 
«findliches  Auge  die  grösste  scheinbare  Grösse  hat. 


Wenn  ABC  ein  beliebiges  ebenes  Dreieck  ist,  und  ausser  der 
hnune  oder  Differenz  der  Seiten  AB  und  AC  auch  noch  die  bel- 
len den  Winkel  BAC  und  seine  Nebenwinkel  halbirenden,  von 
em  Punkte  A  aua  bis    zu   ihren  Durchschnittspunkten  I)  und  E 


• 


mit  der  dem  Punkte  A  gegenüberstehenden  Seite  BC  des  Dr^ 
ecks  und  deren  Verlängerung  über  £  oder  C  hinaus  gezogeotf 
geraden  Linien  AD  und  AE  gegeben  sind :  das  Dreieck  ABC  zr 
bestimmen. 


Wenn  O  ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC»  di 
Seiten  und  Winkel  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewöhnliche  Weil 
bezeichnet  werden,  ist^  und  a,  ß,  y  die  Entfernungen  des  Pauli 
tes  O  von  den  Punkten  Ay  B,  C  sind;  so  findet,  wenn  A  A 
Fläche  eines  Dreiecks  bezeichnet,  dessen  drei  Seiten  crsioJI 
ßsiinB,  y  sin  C«ind^  jederzeit  die  Gleichung  .  "^ 

2a«cosec^sinJ?sin  C=a2sin2J+|3?sin2Ä+y2si„2C+8//  * 

Statt,  in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  DehnMi 
ist,  lenachdem  der  Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  des  fß 
das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  liegt.  ' 


Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  Seiten  eines  Drei 
ecks  und  den  um  dasselbe  beschriebenen  Kreis  berührt. 


Die  Relation  zwischen   den  Wurzeln  der  beiden  Gleicbunge 
•  des  dritten  Grades: 

x^ — aa:=b  und  x^ -{-0x^=6^ 
zu  finden. 


Wenn  zwischen  einem  Kreise,    dessen  Halbmesser  r  ist,  nm 
drei  andern  Kreisen,  deren  Halbmesser  ri,  r^,  r^  sind,  Berfihrun 

fen  von  Aussen  Statt  finden,    und  d»    di    die  Entfernungen  de 
littelpunkte  der  Kreise  (r),    (ri)  von  der  Centrallinie  der  Kreis 
(r^)  und  (rs)  bezeichnen,   so  ist 

d      dt 

(Für  die  Kueel  ist  die  entsprechende  Relation  -t — ;— t — r*=2.) 
^  ,  .  sina     srnJi         ' 


I  s  c  e  1  I 


1^.  E.  Bary,  urofesscur  de  (ihysiciue  au  college  de  Charle- 
~fne,  adrease  k  I  Academie  des  »ciences  de  Puris  tine  note  duTm 
uelle  il  fait  coDDaitre  uiie  iiouvelle  rorniule  pour  les  tensions 
i,Tap«ura. 
lU.  Bary  prnpose  de  repr^senler  les  tensions  de  la  vajteur 
B  au-deaaoos  de  100"  par  la  rormiile  empirique 

est  r^lasticit^  de  la  vapeur  exprlm^e  en  millimitrea  de  mercnre 
.V',  X  crt  la  temperatuTe  compt^e  eo  defcrda  ceatöslinaiu:  posi- 
trreinent  au  desaonB  de  ce  poin(>  Cent  la  formule  de  Koche  aug- 
mentee  d'uD  terrae  en  :e'^.  M.  Da  ry  croit  cette  modification  näcen- 
siite  püur  que  la  formule  emliraase  un  ititervalle  de  teniperaturc 
un  ppu  jtendu-  En  calciilaot  les  constantes  u,  b,  c,  d'aprea  les 
obnervations  faltes  par  M.  Ilegnault  ü  7S",  ä  50»  et  ü  25",  od 
oMient  aoe  expression  qui  reproduit  fid^lement  lei)  exp^riences  de 
ce  physicien  eotre  100"  et — 32".  Cefte  formule  loganthmique  ewt 
pluN  simple  et  ee  pr^te  ä  une  extension  plus  graude  que  la  for- 
Inule  expouentielle  ä  cinq  constantes  imaginee  par  M>  Biot  et 
adoplec  par  M.  Kegnault. 

L'iiuteur  applique  eusuite  sa  romiule  aux  experiences  de 
ftm.  Arago  et  Dulon^  sur  les  rilasticites  de  la  vapeur  a<}ueuse 
eotre  JÜO"  et  Üi";  puis  i!  a  recours  ä  une  aulre  uiodification  de 
la  formule  de  Koche,  qui  est  plus  comroode  dant«  le  cas  oü  c'est 
)a  t^mperatute  de  la  vapeur  qui  est  rinconnne.  Faisant  pour  abre- 
get logff=i,  il  pose 


«  dteigne  la  tensioii  de  la  vapeur  estim^e  cu  utmospheres  de 
'  760^,  et  a:  est  la  temperature  compt^e  k  {)artir  de  100"  posUive- 
i'lBent  au-dessus  de  ce  point.     Les  aeux  fonHules  «'accordent  ausM 

•  bIcD   l'uue  mie  lautre  avec  l'ensemble  des   obsorvations  de  MM. 
Arsgo  et  üuloii*;;     entre  100"  et  140"  envirou  elles  sorit  un  peu 

*  phs  exactes  que  la  formule  binnme  eiuployee  par  cea  [thysicieiis. 

M.  Bary  justiüe  le  choix  de  ses   formales  par  des   tabicaus 
II  oSrent  les  nisuttatH  de  leur  comparaiauD  avec  rexpenence. 
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L'auteur  ^euse  que  les  formules  qu'ilpropose  seraietit  suscen — 
tibles  de  plusieurs  autres  applications.  II  cite  comnie  exrmple  le'^ 
paesage  de  la  chaleiir  rayonnante  ä  travers  des  lames  s  " ' 
liquides  dont  oti  fait  varier  l'^paiseeur.     Soit  l'equatioi] 

logy=lngF ^^^     . 

oü  y  est  la  quaotit^  de  chaleur  transmise  ä  UDe  ^paisaeur  vari 
X,    et   Y  la  quantite  do  chaleur   qui   repond  ä  ^  =  0.    il  a  tradi^ 
VB  nnmbres  cette  formule  pour  la  chaleur  qui  rayonne  d'iine  lamd 
de  Locatelli  et  qwi  traverse  des  lames    de  verre,    de   cristal  , 
röche  limpide,  d'huile  de  colza,  ou  d'eau  distillee,  et  U  acoDSJ 

S[oe  la  formule  satisfait  tres  bien  ä  ces  quatre  s^riesd'observati 
altes  par  M.  Melloni.  Cette  interpolatiou ,  dit  M.  Bary,  . 
moiDs  D^oible  que  ceile  de  M.  Biot,  qui  decomppse  le  fliix  to( 
de  chaleur  en  trois  flux  partiels,  represente  chacuri  d'eux  par  r 
integrale  d^finie,  et  ajoute  ensuite  ces  troia  iDt^grales. 


Das  Pothenot'sche  Problem  auf  der  Kugel. 
Von  dem  Herauigeber. 

1d  Taf.  I.  F^.  6.  seien   die  sämmtiichen  iSeiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  AffC  und  ausserdem  die  beiden  an  dem  Punkte  D 
liesenden  Winkel  ADC  und  BDC  gegeben.    Bezeichnen  wir  di 
alle  Seiten  und  Winkel  so,    wie  es  in  der  Figur  geschehen 
so  ist 

ip  +  y>=C, 
und  nach  den  Principieo  der  späriscben  Trigonometrie  haben  v 


s)na:sin9i  = 

-sinaisina:. 

1 

8injS:sinv== 

sinAisin^ 

cos(«  +  j3)-— 

c— cosa^cos.v 
sin  j;  sin  y 

Setzen 

wir  nun 

im  Folgenden  der  Kürze 

weger 

sin  (c 
sinö' 

sinjS 

so 

ist  nach  dem  Vo 

rhergeh enden 

■  s 

ncp^isina:, 

8iov  =  ftöi 

»: 

also 

i8ina  + 

(isinff  =  2sir 

i(9'+V)co6 

1(9- 

v) 

isinj;- 

^8ini/  =  2cosi(9'  +  V)s'n 

1(<P- 

f) 
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itJiD  o;—  fiSiD  ^= 2  cos  i  Csin  i  (g>  —  v)  • 


*^= 1 '  **"^  = ^ • 

rcil  DüD  nach  dem  Obigen 

cos  X  co8y  =  cos  c— cos  (cc -i-ß)  sin  x  siny 

i  erhält  man ,  wenn  man  auf  beiden  »Seiten  dieser  Gleichung 
und  dann   statt    des  Products  cos  .r^  cos ^^  das   Product 
lDa:^(t— cos^^)   einführt  9    nach   einigen  leichten  Reductio- 
Gleichung: 

sio  c*=  sin  o:* + sin  2(*— 2  cos  c  cos  (a  + /S)  sin  a:  sin  y 

— sin  (a + ß)^  sin  x^  sin  y*, 

i.  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 


„;„  ^_8»n  UC+(y-v.))'     sin  i(C- («»-»))' 
8inc- —  ^2  T         ^         7^5 


l- 


2  cos  c  cos  (a+ß)  sin  \  (C+  (y  v^))  sin  j  (C^y— y)) 

;■  '  sin(«+<3)«sini(C+(y-V^))^«ipUC-(y-v.))a  ^ 

eiche  man  leicht  auf  die  Form 
sin  c«=  (jä+j^)  I  sin  i  C«cos  1  (9-v)*+ cos  1  C«sin  i  (9-.v)2 1 

+ (x«  —  jliä)  sin  Csin  i  (9— V')  cos  i<9  —  v) 

2cosccos(a  +  ß),   .   ,  r>o       w        x«  ,  ^«  .   ,,        v«. 
T— ^— ^-^t  siniC*cosi(y-V)*  —  cosiC*sini(9— V)*) 

-^^^^§J^t«ini<^c<>»U9-V')*--cosiC2sini(y^V')^| 

1er  nach  gehöriger  Entwickelung  auf  die  Form 

^      ^i       1       2cosccos(a  +  /J)\   .    ,  ^-^       ,  ,  ^^ 

lin  c«=  Qp  +  -2 i{r'        )  ^'"  ^  ^^'^''®  ^  (9- V')* 


«in 


(r« + ;;i 


1       2cos^cos(a-|-j3) 


)cosiC*8ini(9)— V)* 


L 


+ (x« — ]^ J  *'"  ^  ®'"  4  (9— V')  cos  i  (9 — V) 

i^a-^  ^">  i  ^*  cos  i  (9— V)* 


106 

^  -  cos  i  C*  sio  i  (9— V)'* 


» .« 


bringt. 

Dividiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

sinlC2cosi(9>— v)^ 
und  setzen 

,,  V«     1 .    ,,         V«         tangi(y--v)*      . 

co8j(9-v)^=l+tangi(9-V)^'  ^^"^^^"^^   =i  +  tangi(y^:^-* 
so  erhalten  wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

Ai  =  sinc'^  cosec  \  C* 

fA=2slnc»c«secjC*-(i+l-?^2££^(i±|), 

/>^  =  sin  c^  cosec  \  C* 

1       1      2cosccos(«+^)      s^^ 

gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  von  tangK^ — y)  die  folgende  Glei- 
chung des  vierten  Grades: 

0 = ^1  +  i^i  tang  i  (9- V)  +  ^'1  tang  i  (y- v)H  ii^i  tang  i  (y- v')^ 

-f/>itaugi(9— y)"*, 

wobei  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass  sich  der  CoeHlcient  f\. 
wie  man  leicht  findet,  durch  die  Coellicientcn  Ai  und  Di  auf  fol- 
gende Art  ausdrücken  lässt: 

fy        A    i  1^       sin(a-f  ^/-^ 


fi 

1823.    3.  edit.    1&45.  allgemein  bekannt. 


lOT 

{  Oio  vom  MiuMt«r  Vilh'iiiniii  liei  dfii  Knniiiient  In  PariH 
Infraittc  uii<)  td»  lUeHen  lipH{:liloNseiitf  firuiimluiiK  uml  IltTuun- 
'»dcr  StbriftMi   vnn  Kornuit  Iiut  elripii  erfreu  liehen  FortcEani; 

ilh«n.     Llbri   hat  bei  einem  Aiilii|uitr   in  Metz  eine  l>eileu> 

Anzahl    tlimikchrincii    frefiinden.       Itiu!;ra|>hti>irhe    iNutlxer) 

1  (>lb^eiieii<lft  "Drdcn.  naeh  denen  reriiifit  nicht  zu  Tnntoiwe, 

'tero  ui  Iteuiiniiinl-iIe-Lninaitne  ^elxireii  ist.    Aueh  in  Deutsch- 

IriVli  iniiii  noch  HandHch rillten  aufztillnileu.  Der  Minister 
||f«n4lv  hat  diu  HeriitiHf;nlie  Lihri  ühertraKen  (Jenaische  all- 
da« Literatur-Zeitung.    1845.    Nr.  148.    S.  590). 


L'Acail^mlo  des  »^eiences  fle  Paris  a  appri«,  i|uon  vient  de 
«»er  ehe/  mi  lihnüre  de  Pari«  un  des  onvrnncs  ]ier()iix  d'un 
^j*tre  du  XV!!""  slWe,  Oeaartcnen,  le  conteni|ioniin  et  l'anii 
PDoMcartcs,  de  Kcrmitt  et  de  I'unchI.  On  a  indnic  l'esjioir 
y  tetrwiver  d'autre»  ouvraite»  du  nn^nie  seorn^tro .  tiiitw  iierdim 
ot  qu'on  ne  ciinnuiseuit  i|uu  par  le  dire  de  different» 
jüi  eil  nvaient  pari*!  avec  t-losc.  L'Academie  a  charKe  bh 
bmissidM  adinitiiwtrutive  de  faire  l'ueiiuinitiun  de  l'nuvrn:;»  retroiiv*, 
«•  luloistrc  de  l'instructinn  jiuhliqtie  §era  [>ti4  de  faire  (ulre  ile» 
l|l«rcli«s  potir  tAcher  de  retrouver  lea  nntres  ouvrages  du  ni^iiic 
leur,  sur  loxititence  des<]ueU  on  poüeide)  a  ee  (lu'il  parait, 
Ui|ne8  indice». 


Sie  FfirBlIieh  Jalilo  nmvoki'sche  (Ücsellsehaft  zu  Leipzig 
Je  am  EiDAeiiiiuniffitennin  der  llcarbeilun^en  der  im  l/iternriKcheii 
nicht  Nr.  XVIII.  S.  2SS.  Bii{;e£etgten  Preiouid'^raltu  hia  Ende 
wni  1H46  verlniii;cTt  und  den  Preis  auf  48  Dukaten  erhühel.  Die 
D  ist  an  den  jedesmaligen  Sekretär  der  (äesellsvhaft  su  richten. 


biige  Bcinerkiiiigcii  über   die  Abhandlung  Tlü.  Vi.  Haii  11. 
^  Nr.  XXIX. 

Am  cini'm  Si-hroiben  de«  Herrn  l'rufesn'ir  Ur.  Sti-ffmana 
BD  il)>r  UiiiTeraitnl  lU  Marbufg   on  den  llrraunf^vbttr. 

,     1d  dem  vorher  genannten  Hefte    des  Archivs  findet   sich  von 

rite  187  an  eine   recht  zierliche  Entwiclcelun^   verschiedener  be- 

'nmter  iDte^ralien  von  Herrn  Oberlehrer  Arndt  in  Stralsund, 

rvii  VerAtiindnisH  aber  leider  durch  einifre  Druck-  oder  Schreib- 

■ter  «twnB  beeinträchtigt  wird.     Klir  den  Fall,    dtisfi  81«  dicHel- 

I  rivlleicht  nnrh    nicht  vnn    anderer  Hand   mit^etheilt   erhalten 

MO,   iMt  es  Ihnen  wohl  Angenehm,    ivenn  ich   sie  hier  anzeige, 

Ldle  Ahliundlung  utn  Ihre»  interessanten  Inhalt«  willen  gar  eehr 

plleoti  ViilllB  correct  gemacht  zu  werden, 

S«ito  187.  Zeile  Vi  v.  it.  «r^nnze    hinter    dem  Wort«   ,.v«ir- 

«chwindef  die  Worte:    „in  so  fern  m   eine   Kan«e 

Zahl  bedeutet". 
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Seite   191-    Zeile  8   v.  u.    statt   —  i7r2log2(2m)2   lese    man 

—  i7r2.4(2m— l)log2. 
Seite  192.  Zeile  6  muss  faeissen: 

=-U*(2m+l)»(!os2-*«ir=l.gg_'M_V=i.2^).       ^ 

Von  hier  an  aber  mochte  der  folgende  Passus  bis  Zeile  17 
vielleicht  besser  so  lauten: 

,y  Daher  ist  jetzt  .i 

y^nit  :■ 

9  log  sin  9^9  '\ 

—  i 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n  gerad«  J 
oder  ungerade  ist.    Für  n=l  erhält  man  sofort  : 


5> 
99 


(13)  jq>  log  sin  9^9 = —  1%^  (log  2 — 2kn  1^ — 1) , 


wie  es  sich  auch  aus  (8)  ergiebt,  wenn  man  daselbst  m=^  macht/' 
Seite  193.  Zeile  11  und  12  muss  es  statt  +(2;i  +  l)  beide  ftlale 

heissen  —(2^1). 
Seite  193.  Zeile  13  aber  ist  statt  -(2H1)  zu  setzen  +(21+1). 


Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von  dem  Herrn  Doctor  D  i  p  p  e , 
Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericianum  zu  Schwerin. 

1. 

In  den  Miscellen  des  Archivs  (Tbl.  IV.  S.223)  ist  eine  Auflösung 
der  Aufgabe  von  der  Trisection  des  Winkels  mitgetheilt',  welche 
von  trigonometrischen  Betrachtungen  ganz  unabhängig  ist.  Sie 
führt  auf  die  Gleichung 

a:4+aa:3— 3r2a;2-2ar2a  +  aV  =  0, 

in  welcher  r  den  Radius  eines  Kreises  bedeutet ,  in  dessen  l^littel- 
punkte  der  zu  tbeilende  Winkel  seinen  Scheitel  hat,  während  a 
und  X  die  zu  dem  Winkel  und  seinem  dritten  Theile  gehörenden 
Sehnen  in  diesem  Kreise  sind.  Ein  Blick  auf  diese  Gleichung 
zeigt  uns,  dass  a:=  —  a  eine  Wurzel  derselben,  die  Gleichung 
also  durch  x-y-a  theilbar  ist.  Man  erhält  mithin  die  Gleichung 
dritten  Grades 

x^  —  Zr^x  +  ar^ = 0. 

Ist  der  zu  tbeilende  Winkel  =2C  so  ist  «=:2rsinC  j:  = 
2rsini  6%  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  bekannte 

(sin  i  C)3—  I  sin  \  r+  \  sin  C=0. 
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1. 

f 

Die  Gleichung  (sin  \  C)^ —  J  sin  l  C+  \  sin  C^O  wird  in  den  cie- 
■eotaren  Darstellungen  der  Trigonometrie  gewöhnlich  benutzt,  um 
fie  Möglichkeit  der  Berechnung  einer  von  Grad  zu  Grad  Ibrtschrei- 
tadeo  Tafel  der  Sinus  nachzuweisen.     Hat  man  nämlich  aus  den 

»Dschaften  der  regelmässigen  Vielecke  sin  18^  und  sin  15^  her- 

»itet,  so  findet  man  leicht  sin3^\  und  kann  nun  auf  jene  Glei- 

ig  verweisen,  deren  Auflösung  sinP  liefert. 

Da  diese  Gleichung  aber  zum  irreducibcln  Falle  gehört,  so 
t  ihre  Lösung  ent^veder  die  Benutzung  trigonometrisc)ier  Taft*ln, 
m  Berechnung  erst  nachgewiesen  werden  soll,    oder  die  Ent- 

[elung  von  (ct-{-ßij'nvich  dem  binomischen  Lehrsatze,  oder  die 
iiintDiss  der  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichungen  voraus. 
Die  erste  Art  ist  wegen  des  speciellen  Zwecks  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  auszuschliessen ,  die  dritte  wiegen  des  Standpunktes  der 
Lernenden.  Es  erhellet  mithin  die  Nothwendigkeit,  bei  der  Aus- 
einandersetzung der  kubischen  Gleichungen  den  irreducibeln  Fall 
auf  dem  zweiten  Wege  ebenfalls  aufzulösen  und  sich  nicht  auf  die 
goniometrische  Lösung  zu  beschränken. 

Unsere  Gleichung  bietet  dann,  wenn  man  C^^-3^  setzt,  ein 
Tortreffliches  Uebungsbeispiel  dar ,  da  die  ersten  Glieder  der  Reihen 
schon  ein  sehr  genaues  Resultat  geben.    Ihre  drei  Wurzeln  sind 

worin 

11  =  —  i  (cos  C)'(l+itang  C)' .  i  und  i; =+  J  (cos  C)  (1  —  i  tangC)' .  i 

I 

sind  5    wie  durch  leichte  Umfommngen   der  Cardanischen  Formel 
"gefanden  wird.    Man  erhält  dann 

M+t>=(cos  Q*  (i^.  tang  C—B,  (tang  C)'  +  ^^  (tang  O)'--..  |, 
"^  V3 . i  =  i  (cos  C)^V3{i  —  A^  (tang  Q*  +  B^ (tang  C)*-..| : 
wo  nach  der  bekannten  Bezeichnungsweise  • 

B  __.a-i)--(!.-(^— D) 

X  1  .  «  •  «J  »mmmiC 

ist.     Bezeichnet  man  die  erste  Reihe  mit  P,  die  zweite  mit  Q,  so 
sind  die  Wurzeln 


PV  cos  C,  —  i  PV  cos  Cdb  i  ^3Vcos  C.  Q. 

Setzt  man  nun  sinC=sin3*',  so  sind  die  drei  Wurzeln  sinl^, 
sin  59°  und  sin  ^61^,  wovon  der  Grund  leicht  einzusehen  ist. 
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3. 

In  def  mathematischen  Theorie  des  Lichtes  sind  die  goniome- 
Irischen  Formeln 

810  iz 

nnd 

sin  Iz  i 

von  der  grussten  Wichtigkeit.  Die  in  den  Supplementen  zft i 
Klügel's  Wnrterbuehe  (Thi.  II.  S.  636  ff.)  gegebene  Herleitaiw  ^ 
derselben  zeichnet  sich  dadurch  ans ,  dass  sie  direkt  und  elegant  iaC'  ^ 
führt  aber  erst  nach  mancherlei  Umformungen  zu  dem  gewünschtes  ■ 
Resultate.  Als  ich  vor  einiger  Zeit  die  Beugungserscheinungen 
nach  Schwerd  durchging ,  der  jene  Formeln  ofine  Beweis  auf- 
stellt ^  fand  ich  fol^^ende  ganz  leichte  Ableitung  derselben. 
Aus  den  Gleicnungen 

sin  (a + ß)  sin  (a — ß)= sin  «* — sin  /S^, 
2  cos  (cf+j3)  sin  (a — ß)= sin  2a — sin  2ß 

ergeben  sich  leicht  die  bekannten  Formeln 

1)  sin  (cf+tti)  sin  (a — a^)  +  sin  (cfi+c^)  sin («j — «2).... 
+  sin  (an  +  an+ 1 )  («n  —  «n+i )  =  sin  (ce+an^i)  sin  («—««4-1) , 

2)    cos  (a+cfi )  sin  (« — «i) + cos  (cfj +»2)  sin  (cfi  — «2).... 
+  cos(an+an4-i)sin(an— an+i)=cos(a+a„-f-i)sin(a— cfnf]). 

Setzt  man  in  diesen  a — a|  =  aj  —  ci&g....  =  an — cfn+i  = — 5  und 

a-}.ai=a:,  so  erhält  man  0=2 —^,  «i  =  2  +  J  ••••  ^«+1  =2^(2»+1)t, 
und  a+ofjL=ar,    cfi+ora  =  a:+z,    «a+aa  =  ar  +  2z,. .,..«„ +  a„^j  = 

I  .  I  I  ^"         1  («+l)z 

ar+nz,  sowie  a+an+ 1  =^+-0'*  und« — ««+1=  —  -^ — ^-^. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (1)  und  (2),    so 
erhält  man 

sin  2*  (sin  ar+sin  (^+2) +sin  (a:+22)+....+sin  (:r+ wz)  j 

=sin(:r+^)sm — ^ — > 
sin  2 .  {cos  X + cos  (ar+z) + cos  (:r+2z)+. ...+ cos(a:+wz)  I 

= cos  (a:  +"2  )  sm  ^—2-- , 
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iroraas  die  oben   biiigeatellteii  Gleichun^i^n   flieh   oliiio  Weiterof« 
«geben. 


4. 


[ 


.Scheuet  man  die  Verniittelung  des  ImnpiiKren  nicht,  so  kann 
die  in  der  vorigen  Bemerkung  hergeleiteten  Formeln  auch  auf 
Ulkendem  Wege  erhalten. 
In  der  Progression 


man 


■  I    : 


a=co8a;-ft(sina:^  6  =  cos2+i  sinz; 


in  kommt  sogleich 

lCO8J?+C0S(^+2)  +  C08(j:  +  22)  +  C0R(Ä-f3z) +  C0R(jr+W2)) 

+  t'tsin  jr-fsin  (a:f2)  +  sin  (.r+^z)  f  sin  (.r+3z)....  4-sin  (a:+wz)) 

(cos  3*-t- 1  sin  x)  (1  —  COH  (n  -j-  l)z — t  sin  (w  ^•l)z) 

1  — cosz  —  isiuz 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  verwandelt  sich  sofort  in 
cosj: — cos(a:+(w  +  l)2)  +  i(siua: — sin(a:+(n+l)z), 
und  dies  in 

2Bii^^'-^T-^\Bin(x-\-'-^-z)'^ico8(x-\ — i— z)|. 

r  Multiplicirt  man  nun  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite  mit 

1 — cosz-f-isinz, 
so  fvird  der  Zähler 

1  sin  (j:  +  — 3— *)  — »i"(^+— gr-s) 
Sin — T— z<  , 

/  +  ?  (cos  (ar+  -g— -)  —  cos  (ar+— ^z)) 

und  der  Nenner  wird  4  (sin  \z)^.  Durch  die  leichteste  Umformung 
erhält  man  dann  als  Zähler  des  Ausdruckes  auf  der  rcchtep  Seite 
unserer  Gleichung 


WZ. 


WZ 


4  sin  ~2^^  •  sin  ^  (cos (x  +  "^)  + 1  sin  (a:  +  '-^') ). 

Wird  die  Division  mit  dem  Nenner  4(sinuz)^  ausgeführt,    so 
wird  unsere  Gleichung 


|cosj;+cos(a:+i)  + hcos{^  +  wi)l 


aus  vi-elchei 
Theile  die 
werilen. 


durcli  GteicIisetxuDg   der  reellen  onil  der  tmagint 
ri  Kedo   sleht^nden  goniomc  tri  sehen   Fiirmelii  «rlialtq 


Matliematisdie  Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenscliqj 
ten  zu  Kopenliageii. 

Fractiones  coiitiniiae,  in  quas  explkari  jinssuiit  radices  r 
aeigiiatioiium  itl^^^ebruiearuni  tcrtÜ  altiorii^ve  ^radQH,  quae  oefUci«^ 
tcs  hiibenl  rationales  et  ad  ^ruduni  inrenorein  rediici  iiegueuil__ 
qualitates  sine  dutiin  halient  RimileH  illis,  qiias  in  aeqnationlbus 
primi  et  eeuundi  gradus  i:o};nita8  habenius.  Deuinit  i|uLdem  Ünita 
forma  fractionum  cotitinnarum ,  ubi  aequatinnes  primum  gradum 
excedunt,  desinit  periodicitas  ultra  scennduni,  sed  pri>  bisce  fob' 
Ulis  aliae  exstare  possunt  explicationum  genera,  quae  m  bene  co^ 
□ita  fuerint,  ad  analysin  indeterminatam  prnmovendam  mau;Du]»e(^ 
valeant.  Proponinius  itaque,  ut  inquiratur  in  proprilates  generalM 
fractionum  contlnuarum  gradus  altioris,  saltem  earuni,  quae  ilta4 
quas  noyimiis,  immediate  sequuntur,  idetit,  in  quas  explicari  poH 
sunt  radices  cubicae  irrationales  quantorum  rationalium,  ita  ut  legr* 
generales  defiaiantur,  quilius  tarn  ipsarum  l'ractionuin  quam  f 
conTergentium  principalium  tenninos  ad  quemlibet  usqne  ordineq 
computare  liceat  sine  ulla  praevia  determiuatloue  terminorum  i 
nium  antecedentium. 

la  quaestionibus  tractandis  sermone  Latino.  (lallico,  Anglic 
Gennanico,  Suecicn,  Danicove  uti  licebit.  Onmmentationes  notandi 
erunt  non  nomine  scriptoris,  sed  tessera  aliqua,  adjicit 
Charta  obsignata,  eadem  tessera  notata,  quae  scriptoris 
(irdinem  domiciliumque  iodicet.  ( Preis  50  Dänische  Oucatef 
Einlieferungstermin  vor  Ausgang  des  August  1S46.  Adresse  t) 
den  Sekretair  der  Akademie,  Herrn  Prolessor  Johann  Chr 
Orsted.) 
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itellnnir  ^cr  f^eometrischen  Ter- 
idtschaften  mittels  projektlvischer 
»liUde,  mit  besonderer  Rttclisiclit  auf 
die  Tbeorle  der  hiSheren  Curren. 


Von 


Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  (üyninaiiuni  zu  lleilig^ciiHtaclL 


Krster  Theil. 


§.  1. 
Begriff  der  geometrischen  Verwandtschaft. 

a)    Sind  in  einer  Ebene  S  (Taf.  II.  Fig.  1.)  irgend  zwei  Punkte  /^, 

B  gegeben,  so  bestimmt  ein  jeder  andere  Punkt  a  dieser  Ebene  zwei 

Gerade  a,  a',  welche  den  letzteren  mit  B,  B'  verbinden ,  und  um- 

gdrehrt:   je  zwei  Strahlen  a,  a'  der  Punkte  By  B'  bestimmen  einen, 

ttd  zwar   im  Allgemeinen    auch   nur  einen  einzigen  Punkt  a  der 

Ebene  C»  und  nur  diejenigen  zwei  Strahlen  derselben,  welche  zu- 

ummeDfallen ,  haben  nicht  bloss  einen,    sondern  unzählige  Punkte 

MmeiD.     Jeder  unendlich  entfernte  Punkt  bestimmt  zwei  parallele 

otrahien,  und  umgekehrt.      Irgend  ein  System  von  Punkten  a,  b. 

C,  b....  bestimmt  zwei  Strahlbüschel  ByB',  deren  Strahlen  a,  b, 

e,  ä....;    a'y  b',  c\  d' ....  paarweise  nach  jenen  Punkten  gehen, 

;9id  diese  Strahlbüschel   sind   in  Ansehung   dieser   Strahlenj^aare 

SBpektivisch  oder  überhaupt  projektivisch ,  jenachdem  jenes 
item  von  Punkten  einer  geraden  Linie  A  oder  einem  Kegel- 
oitte  Ky  welcher  durch  die  Punkte  ByB'  geht,  angehört,  und 
■ngekehrt  (Archiv.  ThI.  IV.  Nr.  XXX.  4.  und  11.).  Insbesondere 
bestimmen  sämmtliche  unendlich  entfernte  Punkte  von  S  zwei  pro- 
Jektivisch- gleiche  Strahlbüschel  B,B'. 

b)    Sind  andererseits    in    einer  Ebene  S  irgend  zwei  Gerade 
A,A    gegeben,    so   bestimmt  eine  jede  andere  Gerade  a  dieser 

'••^tU  VII.  H 


Ebene  zivpi  Piinttc  a,fl',    in    nelcheii  sie  die  ersterep  ecIiDeid« 
und  uDigekehrt:  je  zwei  Punkte  a,a'   der  Gerailen  A,A'  heslri^ 

mcn  eine  Gerade  «  der  Ebene  €,  und  nur  diejenigen  i  

derselben,  welche  sii'b  im  Durchschnitte  von  A,  A'  vereinigen, 
gehnren  unzahligen  Geraden  zugleich  uti.  Jedp  mit  A  (oder  A') 
parallele  Gerade  geht  nach  deui  unendlich  eutfernten  Punkte  von 
A  (A'),  und  eine  in  ^  unendlich  entfernt  lleaieNde  Gerade  gebt 
nach  den  unendlich  entremten  Punkten  Ton  A  und  A',  und  umge- 
kehrt. Irgend  ein  System  von  Geraden  a,  b,  e,  d....  bestimmt  avt 
A.A'  Kivei  Punktenschaaren  n,  b,  c,  b....;  a',  u'.  c'.  b'....,  und  es 
sind  die  Geraden  A,  A'  in  Ansehung  dieser  letzteren  peri^jiekti- 
visf^Ii  udcr  prnjektivisch  überhaupt,  jenuchdem  erstere  durch  einer 
Ici  Punkt  B  gehen  oder  einen  KegeUchnilt  K  unihiUien,  »eleher 
audi  A,  A'  zu  Tangenten  hat,  und  uiagekehrt.  InsUesonUere  be- 
stimmt jeder  «nendhch  entfernte  Punkt  B  zwei  proj cetH seh  -  Ähn- 
liche Gerade  A,  A'.  k^ 

c)  Betrachtet  man  jetzt  ir!>eiid  Eivei  Ebenen  €,  ffi  und  deri 
sich  in  der  einen,  S,  zwei  ätrahlbüscbel  ß,  /?  oder  zwd  U 
rade  A,  A' ,  und  in  der  anderen,  l£^,  zwei  StralilbSscbel  Bi,  B,'  o^ 
zwei  Gerade  A,,  J,' dergestalt  gegeben,  dnss  immer  du»  eine  Gebill 
der  einen  Ebene  mit  einem  Gebilde  der  anderen ,  und  das  andef 
der  ersten  mit  dem  anderen  der  zweiten  projektiv i seh  ist,  d.  h.  l 
bestimmter  zu  reden,  dass 

entweder    c)  ß(n,i,c,rf....)=^i{wi,/'i,Cj,(/i....)  und  zugleich  I 

J5' («',ö',  c'.  (f....) --ß,' (Ol ',61',  f/. '/,'..■■) ; 
oder  i3)  A(a,b,c,b....)  —  Ai\<i,,buC,.t!t....)m\i\ 

Ä  (a',  1)',  (',  b'....)  =  Ai'  (fli',  i.,',  r, '.  f, '..  .) : 
oder    y)  B(a,b,c,d....)=:Ai(a„i,.Ci,bi....)  und 

B'{a',b',c',d'....)=Ai'(a^',bi',(,'.ti'....) 

ist,  so  hpRtinmit  tm  Falle  n)  ein  jeder  Punkt  a  der  Ebene  ^  zw 
Strahlen  «,  0'  der  Strahl bS^^chel  B,  B',  diese  wieder  bestimml| 
zwei  und  zwar  nur  zwei  Strahlen  o, ,  nj ' .  welche  denselbei 
Strahlbitscheln  B^,  B^'  entsprechen,  und  diese  im  Allgemeind 
einen  einzigen  Punkt  fl,  der  Ebene  €x ;  und  umgekehrt  irird  " 
Punkt  a  durch  den  Punkt  di  bestimmt. 

Im  Falle  ^)  bestimmt  eine  jede  Gerade  o  der  Ehene  ff  z 


Punkte  n,  n'  der  Geraden  A,  /)';    diese  wieder   bestimmen  zw» 
I  entsprechende  Punkte  nj  .    »i    der  Gerig 


.  ,  und  diese  im  Allijemeinen  eine  efnziKe  Gerade  d 
der  Ebene  (^1;  und  umgekehrt  wird  die  Gerade  «  durch  die  Gerad 
(fj  bestimmt. 

Im  Falle  y)  bestimmt  jeder  Punkt  a  der  Ebene  €  zwei 
len  n,a'  der  Strahlbüschel  B,B' ,  diese  bestimmen  die  ihm 
sprechenden  Punkte  a, ,  0,'  der  Geraden  A^,  A^,  und  letztere  ö 
Allgemeinen  eine  einzige  Gerade  a,  der  Ebene  C, :  und  umge&ehlj 
wird  der  Punkt  a  durch  die  Gerade  n,  hcstlmnit. 

d)  Zwei  Ebenen  g,  g^  krmneti  also  mittels  projektivischri 
Gebilde  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  auf  einander  bezo^ 
geu  werden:   entweder  uänil ich  entspricht  im  Allgemeinen 


1 1  .•> 

^H  «)  ^'neni  jeden  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
^H  Pllhen  der  einen  Ebene  ein  beAtimmter  Punkt  nnd  ein  l)e- 
^^K  itittntes  System  von  Punkten  der  anderen,  und  umi^ekelirt: 
^H  wkiB  den  leticteren ;    oder 

iB      ß}  eui^r  jeden  Geraden  und    einem   jeden  Systeme   von 
briden  der  einen  Ebene  eine  bestimmte   Gerade  und  ein  be- 
lUimtes  System  von  Geraden  der  anderen;    und  umgekehrt: 
den  letzteren ;    oder 

h  f)    einem  jeden  Punkte  und  einem  jeden   Systeme  von 
[hlKten  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  be- 
imtes  System  von  Geraden  der  anderen^  und  umgekehrt : 
den  letzteren. 

Zwei  auf  irgend  eine  von  diesen  drei  Arten  auf  einander  bezo- 

Ebenen,    sowie  auch  je  zwei   eiits|>reehendc  Systeme   ihrer 

lente,  heissen ,  in  Ansehung  der  zwei  Paar  projektivi- 

itn  Gebilde  B,Bi  und  B',Ili' ,  oder  A,Ai  MudA^yAi',  oder 

J|  und  B'yAi  y    geometrisch   vorwandt   (oder  aucli  bloss 

fervandt),  und  diese  Beziehung  selbt  die  geometrische  Ver- 

tind tschaft  derselben. 


$.  2. 
Besondere  Fälle. 

Die  weitere  Eintheilung  der  geometrisclicn  Verwandtschaften 
nht,  wie  bereits  die  so  eben  erhaltene ,  unmittelbar  aus  den,  im 
Wesen  der  projektivischen  Beziehungen  liberhatint  gegel)cnen  Un- 
terschieden (hervor.  Namentlich  bieten  sich  nrei  verscliiedcne 
Gesichtspunkte  dar,  von  denen  die  beiden  ersteren  alle  drei  Fälle 
o),  j5),  y),  der  dritte  dagegen  nur  die  Fälle  «)  und  ß)  he f reffen : 

1)  Nach  der  projektivischen  Beziehung  der  den  (le- 
bilden  beider  Euenen  gemeioschaftlichen  Eleni'ente  aul 
einander. 

Entweder  nämlich  a)  entspricht  das  den  Gebilden  der  einen 
Ebene  gemeinschaftliche  Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  in  keiner  Beziehung,  d.  h.  weder 
bsofem  ersteres  zu  dem  einen,  noch  insofern  es  zu  dem  anderen 
Gebilde  gerechnet  wird ;  b)  oder  ersteres  entspricht  dem  letztercMt 
mir  losoiem  jenes  zu  dem  einen  Gebilde  gerechnet  wird;  oder 
c)  beide  entsprechen  sich  in  beiderlei  Hinsicht. 

2)  Jenachdem  die  Ebenen  aufeinander  liegen  oder 
lieht.    Im  ersten  Falle  können  die  gegebenen  zwei  Paare  projek 

L   flfiBcher  Gebilde  beide  oder  auch  nur  das  eine  schief,  perspek- 

^    tivisch,  oder  aber  aufeinander  oder  concentrisch,  und  ins- 

kesoDdere  involutorisch  liegen,    und  es  entstehen  die  Fragen: 

ob  und  wieviele  Paare  entsprechender  Elemente   sich  vereinigen  i 

tb  und  wieviele  Paare  einander  in   dop|)eltem  Sinne  entsprechen  ? 

3)  Nach  der  projektivischen  Beschn  ffenheit  der  ge- 
gebenen Gebilde:    d.  h.  jenachdem    beide  Panre  oder  nur  das 

^    «ne   projektivisch  überhaupt,'  oder   [irojekfivisch-ähnlicb 
)der  projektivisch-gleicb  sind. 

H* 


Im  Fdlgemlen  wird  der  ersle  Gesichfspiitjkt  vorherrwctend  die 
OrdiiunE  der  Betrachtung  bestimmen ,  und  daher  werden  zuvürdersl 
die  beiden  unter  1.  «)  und  1.  b)  hegriffetien  Ve^^'andtschaftsa^ten, 
welche  wir  die  hflheren  nennen  "«Ilen,  und  im  zweiten  Tfaeil 
dieser  A.hhandlung  die  dritte  Art.  wcldie  unter  den  N»men  der 
CoUineation  und  Reciprocität  bekannt  ist,  in  Untersuchung 
gezogen  iverden. 


illelte  Beziehung  r 
Systeme  aufeic 

S'r.  XXX.  2.  das  ^anze  Systen 

'  zweier   pmj.  Gebilde  yollkommen 

irgend'drei  dieser  Paare  liet  ich  ig  gegeben  sind, 

w-iis  unmittelbar  einleuchtet: 

•  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen  | 

en  und  nuTeinzige  Weise  bestinitrt  sein, 

in    ieder   die    beiden   Punkte  oder  Geraden  £,A': 

und    Jli,B,':     Ai,Aj',    und   ausserdem    irgend    drei   PaalB 

entsprechende  Elemente  der    beiden   Eliene»    qegebeq 

2)    Mau  kanq  in  zwei  Ebenen   die  Mittelp 
Richtungslinien  zweier  Paare   projektivischer  Gebild^ 
und  ausserdem  drei  Elementen  paare  beliebig. innehni 


4)    Ist  in  einer  Ebene,  irijend    ein  System  von  Punk-'^ 
ten  oder  Geraden  gegeben,  so  kann  man  in  dieser  Ebene 
die  Mittelpunkte  oder  Rirfatunjislinien   zueier  Gebilde 
nebst  drei  Elementen  ^enes  Systems,  und  in  einer  zwei- 
ten Ebene  die  Mittelpunkte  oder  Richtungslinien  zweier 


Elementen  bei 
diese  drei  Ele 


olle 


I   festsetse»^ 
Systeme  an* 


Ferner  ergibt  sich  aus  Archiv.  ThI.  IV.  Nr.  XXX.  5.  unm 
bar  der  Tnlgende  Satz: 

5)  Sind  in  flinerbeliebigen  Anzahl  von  Ebene nel 
soviele  Systeme  von  Punkten  oder  Geraden  in  besti: 
ter  Ordnung  gegeben,  und  ist  der  Reihe  nach  ein  je 
dieser  Systeme  mit  dem  ihm  zunüchst  folgenden  ^ 
metrisch'  verwandt,  so  ist  ein  jedes  derselben 
jedem,  und  namentlich  ojich  das  erste  mit  dem  letzten  j 
geometrisch  verwandt 
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Erste  Art 
der  hShereii  goometrischcn  Vcrwaiidtäcliurteii. 


a. 


Zwei   Systeme    von   Punkte n. 


Aniktman  sich  in  der  Ebene  (£  (Taf.  II.  Fi^.  1.)  zwei  Strahibüschel 
Xf,  and  in  der  Ebene  S^   zwei  Strahlbiischel  Bi,Bi'  derge- 
'" gegeben,  dass 

B{a,b,c,d..,,)z=Bi  («i,6i,Ci,</x....)  und 
B'  (a',  6', c',  d'..)=B,'  («/,  h\  ci',  d^',.), 

Idafis  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  P"  von  B,  B'  sowohl  iu- 
n  er  zu  £  geh5rt^  ein  solcher  Strahl  Pt'  in  Bi,  als  auch  in- 
ttbrn  er  zu  B'  gehurt,  ein  solcher  Strahl  Pi  in  Bi  entspreche, 
nkber  nicht  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Pi"  von  Bt, 
4'nsammenßillt,  so  werden  auch  imigckehrt  dem  letzteren,  Pi  , 
k  deo  Strahlbiischeln  B,  B'  rcsp.  zwei  von  P^  verschiedene 
ftlideo  JP',  P  entsprechen  müssen;  und  wird  der  Durchschnitt 
mP,  P'  mit  B",  und  der  Durchschnitt  von  P,,  7^'  mit  Bi" 
kieichnet,   so  wird  allen  Punkten  von  P"  ein  einziger  Punkt  der 


r  entsprechende  Strahl  von  Bi  ,  d.  i.  P/',-den  dem  p  entspre- 
cbenden  Strahl  von  Bi,  d.  i.  t>,  schneidet,  also  immer  ein  und 
(lerselbe  Punkt  Bi ;  und  gleicnerweise  entspricht  jedem  Punkte 
Von  P  ein  un4  derselbe  Punkt  Bi,  u.  s.  w. 

Die  drei  Punkte  B,  B' ,  B"  und  Ä, ,  BJ .  BJ'  werden 
HAnptp unkte,  und  die  drei  Geraden  P,  P ,  P"  und  Pi,  Z^/, 
fi  werden  Hauptlinien,  und  die  von  denselben  gebildeten 
Draiecke  Uau,ptdreiecke  genannt;  und  zwar  heissen  sowohl  je 
nrei  Hauptpunkte  B,  Bi\  d\  BJ ;  B",  Bt",  als  auch  je  ein 
Htnptouokt  und  eine  Hauptlinie  Ä,  Pj ;  B'.PJ;  B\P^'\  ^,, 
P;  Ä',  P^ \  Bxy  P's  und  endlich  die  Hauptdreiecke  selbst  zu- 
georanet. 

Sind  die  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  von  S,  Si  gege- 
ken,  80  kennt  man  von  Jedem  der  beiden  Paare  proj.  Strahlbüscnel 
B, £i  und  B^/Bi   zwei  Paar  entsprechende  Strahlen;    also  lässt 


•ch  jetzt  der  Satz  1)  des  §.  3.  dergestalt  aussprechen : 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
iit  vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt,  sobald 
ihre  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  und  irgend 
ein  Paar  entsprechende  Punkte  derselben  gegeben 
lind;  nnd  auf  ähnliche  Weise  die  Sätze  2),  3),  4)  desselben  §. 

bt  in  C  irgend  eine  Gerade  A  gegeben ,  deren  Punkte  a,  6,  c, 
b..  die  Strahlen  a,b,c,d,,\    a\f/,c,i[„..  in  iS,  ^  bestimmen,  und 


Sil»!  «1, 6,,  r.-,, //,...;  «,', /*i',(.-,',  rfi',..  die  den  Iplzfcruti  in  ß,.  ß 
^jirechciincii  !Str:ilili'n,  na  h;it  man: 

=  Biia,\bi,Ci.di....), 


Bi(n,.(^,r.„di....)=B,'iai,f>i, 


,</,  . 


■■)■ 


Geht  uun  ^  durch  den  Hauptpunkt  B".    so  f'al 
wci  entsurccheulc  Strahlen  mit  dem  ^em.  Strahle 


1  in  Bi 
_    _.  _  ,,  ir  i-j" zusammei 

naeh  Archiv.  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  8.  entspricht  ahn  der  Geriiden  ^  eine 
Cvrade^,.  In  jedem  anderen  Falle  dagciten,  wo  die  StrahlhQschet^i. 
Bi  schieilie^end  sind,  entspricht  der  A  ein  Kegelschnitt  Mi]*  wel- 
cher durch  die  PiKiktc  B^,  B^  und  zu$tleich  durch  den  Punkt  A^" 
geht,  der  dem  Durchschnitte  von  A  und /*"  entspricht  (Nr.  XXX.  11.). 

Ucnict  man  sich  nun  die  heliebis  liei^ende  A  als  den  perspek- 
tivischen Durch  schnitt  znoier  Strahlbiischri  B,B'',  so  entsprechen 
den  letzteren  \o  ^  z(vei  Strabibüschel  B,,  B^" ,  deren  Strahlen 
sich  paarweise  auf  dem  Kegelschnitte  f^,]  «chneidcn,  tr  eiche  also 
unter  sich  und  dMiinach  mit  jedem  der  Strahlbfiscbcl  Ji,  B"  pro- 
jektfvisch  sind.  Also  entspricht  nicht  nur  jedem  Strahlbüscl  ' 
B,B',  sondern  auch  jedem  Strabibüscbel  B*  ein  demselben  pi 
jektiviscbes  B,". 

Sind  die  Strahlen  z\Teier  StrabIbSEchel  B,  B"  paanveise  (tai 
lel,  so  sind  letzlere  projektivisch-eteich  (§.  1.  »),  also  cinil  ui 
die  denselben  entsprechenden  Strahlbüecbel  ß^,  B,'  pmjektivisch 
lind  bestimmen  einen  Kegelschnitt  Ä, ,  welcher  durcli  B^'.  B^,  By 
jiolit,  und  da  einem  jeden  Kegelschnitte  [j^i],  "elcher  durch  rtie 
drei  Hauptpunkte  geht,  auch  umgekehrt  eine  (ierade  A  entsprechen 
miiss,  ao  liegen  alle  unendlich  entrernteo  Punkte  von  €  in  einei' 
eioKigen  geraden  Linie.  Dem  Kegelschnitte  ß,  steht  übrigens  ein 
linderer,  R,  in  der  Ebene  <£  zur  Seite,  welcher  dec  unendlich  ent- 
fernten Geraden  von  U,  entspricht.  Hat  die  Gerade  A  mit  Ä 
zwei,  nur  einen  oder  ketuen  Punkt  gemein,  so  hat  auch  der  Kegel- 
schnitt \A-A  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  von  Sj  resp. 
zwei,  nur  einen  oder  keinen  Punkt  tremein,  d.  h.  er  ist  eine  Hy- 
perbel, eine  Parabel  oder  eine  El'"  -  - 


pr^ 


n  ä  II 


2)    ID 


lieh    de 


PuritV: 


1  Hanptni 


nkt 


irnlupTlInie' 
die  sünimt  li 


n  Ebenen  entsprielfj 


dnefe 


itnufil 
Haitptlin 
Hauptpunktes  eiti  bestimmter  Str"ahl  d 
neten    Hauptpunktes;     rf)    einem   jedei 
Hauptpunktes     ein    demselben 
büsc^eld 
rbel 


I 


Strahle 


hm^Hseord- 

rablbilschel 

jektivischet^ 

ptpuaktes. 

nt4 


Stinhlbuscbel  des  zugeordneten  H 

spricht  in  der  anderen  ein   Kegelschnitt  [^1,    welche 
durch    die    drei    Hauptpunkte    geht,    und    insbesnnden 
entspricht    der    unendlich     entfernten     Geraden    < 
jeden  von  beiden    Ebenen   ein   eigenth  fimliirher  K 
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ckoitt  Ru    R,    welcher   durch    die    drei    Hfauptiiurikte 


4)  Einem  jeden  Kegelschnitte  der  einen  Ebene,  nel- 
chcr  darch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  entMpricht  eine 
bestimmte  Gerade  der  anderen  Ebene. 

o)  Der  Kegel8chDitt  [Ai]  ist  entweder  eine  Hyper- 
bel, oder  eine  Parabel  oder  eine  EIJipHe,  jenactideni 
die  Gerade  A  mit  dem  Kegelschnitte  R  zvvel,  oder  nur 
eiBen  oder  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Da  endlich  jeder  Kegelschnitt   C,    welcher   nnr  durch   zu  ei 

punkte  By  ß*  geht,  zwei  proj.  Strahlbfischel  JJ,  R'  lieMtimmt, 

catspreehende,    B^,  Bi  j   ebenfalls  projektivisch  wein  riOm- 

I«    hier  aber  die  Strahlen  Pp  P/  sich  nicht  entsriretrhen  kon- 

I.  da  die  B^B'  keine  vereinigten  entsprechenden  «Strahlen  il^) 

so  folgt  femer: 


6)  Einem  jeden  Kegelschnitte  C  der  einen  V.Uatte, 
veldier  bloss  durch  zwei  Hauptpunkte  geht,  entspricht 
a«cb  Ib  der  anderen  ein  Kegelschnitt  6',,  welcher  blo^s 
dvrcfc  die  beiden  zugeordneten  Hauptpunkte  teeht;  und 
dieser  ist  eine  Hyperbel,  eine  Parabel  oder  eine 
Ellipse,  jenacbdem  ersterer  den  Kegel.^choitt  R  in 
zwei  aeaeD  Punkten  schneidet,  in  einem  oenen  Punkte 
berfifcrt  oder  nur  in  jenen  zwei  Hauptpunkten  trifft. 


}.  5. 

E»  sei  J^*  diejenise  Gerade  r'>n  Cj ,  welche  den  suit  f  .1, )  be- 
'  *Metf  KeaeU^bnitt  im  H:kupt|-urtLle  Bi '  lieruhrt :  ^'>  eri^«ficfat 
eAvb  defjecise  Scrüil  S*  in  <S.  welcher  ^er  Ger:^efj  A  %u 
bmm  aaiKiKcriuin»  P^  zelerj^ene«  Pitr.'kLte  (wv^e^ri^-t:  ^^^r.*^  ^hfriite 
^  fie  A  üKA-^ecfialfc  P*  in  etiipeci  Punkte  ::,  ^:  »ix<^t^  <j'.f\i  Si* 
■itf  \A^  cw»«  PcaJkf  Tj  gern*:»  h:ÜMfk,  w«^kLej  &V£iit  in  B^^ 
fide.  läonAt-  ^^>  3JK^  akl^t  TAr^zeafe  in  ^T^''  «^ho.  Aarf  icEft^  r:;;^«»- 
fick-  Wmir.  ««deT  aoM^  o^^k  erftiirfcbef.  LIj».<  ^>.b  z«^eft,  <ii9n<i^dc«l 
CvtsaKflc».    ««HkftM-  den  not   <Ct    kktezM-hoelen    Kf»-s«ljNrhr.hA   :■::»  ^itw 

«IpBiwiMi'.    \«iH!rW  «lac  tttnyCfnüfi-kte  £>.£r    riK«p^..  nie  ^i^ei:.  f>v/it-b* 
«tikuunsitih  Vifu  C  aniÜ  P.  P  f  «f^wiii«»». - 

.«■üunniiic*'  out  itaiv  G«Ru£eiii  J  xwM  nix   eui«i  Piviir.   Anif  7<^. 
■lii  <&Kik  K«*j!eW.iknürne  C.   asihh««  «4«in-  HibrpApii»4r«i  B,B^  xAfh 

«tftuüoc  v<ni  C^  imii  P| .   M-  ku  «ittr  Kj^s«»W.Jkni'tr  '  /^^,  iiiv-^  ^. '  ^*'cii% 
:pmwiiiHidiitaaiidk«!^  TjuiisnuiiB'  üi  ^.    T<»iKik«%  Äjfäox  V.ruiu»  /T  i.,   ^ir- 

it*  7      •«  l.'l  »»  I      t  i|.i|  1  *-^      *1      Hl  n.*  )   •  •»  «»H  *   l       <t  *  l       t    *  ■»         ^jr .»   •  4    *  *   I 

.i-iij:«'!.  .'fKrni.fcrt-I-*  i  \^t  hxz^  \  m  i  » r* i  Mi  i  j "i  i  t  >  -■♦ .   »•  t ;  ^%^ 
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k«;gp|ei:hnUle  entsprecheudeu  ticrail 


{.6. 
Denkt  man  eich  einen  Hauptpnnkl  B  als  den  Miltel|)nn 
Kweier  involulorischf  r  SlrahlFiiischel  B,  B".  dereo  zugeoi 
n*te  Strahl enpa-ire  a,  a^:  6,  fi";  c.  r"-...  heimsen  ni<!gen,  u 
siiwl  n,  ,  «i";  bj,  />,";  <-i,  Ci"--.-  die  densellieii  eut^jireclieDil 
Strahlen   zweier  ätrahlböschel  Äj ,  B,",  s«  hat  man 

Ä,  («,.*,, c,....a,",6i".P,''._)  =  *(n.*,c....ii",6",c"....)= 
Ä''((j%*",r"...<i,ft,r...)  =  Br'  (Ol^^^(rl^..nl.A„€^....);     alu  ' 
ffliichÄi(oi,fi„C,..a,%Ai",Ci"-.)  =:/fi''(ni''.*i".C("..  «j,6„ri..), 

().  h.  die  Slrahlhü^helßw  Bi°  sind  gleichfalls  iiivolutorisch  (N 
\XX.  §.  l.a)-  Uod  da  den  Hau  pf  strahlen  der  einen  Involution,  d.h. 
denen  zwei  zugeordnete  Strahlen  eich  vereinigen,  offenbar  wiedeni 
zwei  vereinigte  Paare  zu^.  Strahlen  der  anderen  InvolDliAn  oder  lief 
llnuptstmlilrn  GntN)irec1ien ,  und  da  die  llaniilslrulden  mit  je  2W4 
)[iii;eiirdiieten  liarmonisrh  sind,  so  folgt: 

t)  In  r.wei  t-eiMiietrisch  rerwatidten  Ebenenentsprie» 
einer  Jeden  Tu  vo  Int  Ion  von  Strahlen,  deren  Mittel  pviit 
ein  irautitituiikt  isl.  Miederum  eine  Involution  v 
Strntite».  und  >n»r  sind  dit>  Hau(ttstrahlen  beider  1 
vo|utii<neu  enU|<ret'hende  Strahlen. 

2)  Je  vier  liurmunioi'hen  Strnhien  eines  Hauptpnn] 
tpH  vntK)ire(-hf n  ^ivr  liarnionischv  Sitiihlen  deszugi 
ordneten  lluiipli'unkliix.     Tud  daher 

3)  r.nlaiirhht  einer  jeden  Involution  von  Pntiktei 
ile  ren  llirtit  iin^'«li  nie  durch  <^iueu  Hauplponlcl  dl 
Khene   koI>1>    ^vlodfruiu  eine    InvoluliiMi  M>a    Ponktei 

und     dit>    llaui.l| kli>    hfidcr    Involutionen    sinil    «n« 

^|.r  i^thftnd.'  I'unkt». 

4)  Je  vier  lMtruHinii>rhi'n  Punkten.  t\elrhe  miteine. 
Halt  |it|iunkti'  dt>v  KUonn  In  k*'^'^*^'^'  l>iuie  liegen,  cb' 
sprechen  (vlt^dfruin  ilt>r  hiirini>ulHi'ho  Puukle. 


tt 


L  ein«  liulioUifi^  (•t.'rndr  A  eine  Involutioti  von  Pituklcii 

y....,   an   beiitimitit    ilifHdlie    im  SlrulilliflEche!   B 

vim   Slrnlil<-n;    iVivscr    entspricht   in   Bi    el>euriilk 

!  ItiVDJiilimi  vDii  •Str.'jfilpii .   unri  i]it-»e  Brlinvidet  den  der  A  ent- 

v-tirndnn  KeitflMlmill  [A,]  in  den,    den  Punkten  a,  a;    b,  ß; 

'..,.  entK|>reiheiideii  Punkten  n, ,  «,  ;    61 ,  ß, ;    t, ,  y, . . . .    Nacli 

it'n.  Tbeil  I\'.  Nr.  XXX.  gS.  3,  4.  tjefien   Hflmmtliche  Söhnen 

•  ^1^;«  ^i^i-'--  dureil  einerlei  Punlct,  niid  d»her  bilden,   nar:h 

K\\.  $.  3.  It,  die  Struhtenpaurp.  nelrheviin  einem  beliebi)j;en 

ihtc  des  Kegelschnittes  [A,]  nach  den  Punkten  o, ,  n,  ;    bj,  ß,; 

.  ffphcn,    eine  Involution  von  Nfrahlen.      I>ie  Punkten- 

■  H  welchen    ein  Kegelsi-hnitt  von  den  einzelnen 

en  einen  Mtruhlhnschels  gexchnitteo  iv  i  rd.    »nl- 

le  Involution  von  Punkten  dieses  Ke<;elscliniUe. 

1  die  BerllhriinKt^punkte  zweier  herahrenden  Strub- 

1  sollen  die  Unuiit|iunktc  dieser  Involution   heisren. 

I  snVi   tiigenrdiiete  Punkte  bilden  mit  den   xwei   Hnu))t)>unkten 

tr  bariuuuisrhc  Punkte  de«  KcgeiNclinitle. 

5)  Einer  jeden  Involution  von'  Punkten,  deren  Kicfi- 
neslinie  <rurcii  keinen  Hiiuiil  niinkt  i;eht.  enlsnrichl 
be  Involution  von  Punkten  des  jener  lilch  tungniinie 
ItKurecheuden  Kegelschnittes. 

'    6}  Je  vier  hainionischen  Punkten,  welche  mit  keinem 
injilpunkte    in  serader  Linie  liegen,  entH[irechen  vier 
liannonische  Punlcte  des  ihrer  (ieraderi  entüiirechenden 
Kc^'clsrhnitts. 

Denkt  man  nich  endlich  ireend  eine  Involution  von  Slrnhlen, 
so  schneiden  dieae  eine  jede  Gerade  in  einer  Invululiou  von  Punk- 
ten;  den  ersteren  ent!H)>reciien  ebensovieie  Kegel^^chnitto,  welche 
MtKSer  den  drei  Hau|it|iunkten  noch  einen  Punkt  (gemein  haben, 
und  jedem  Keuetschnitte ,  welcher  durch  diese  drei  Hauptpunkte 
^elil,  entiü)) rieht  eine  Gerade  der  ersten  Ebene:    also: 

7)  Einerjeden  Involution  von  Strahlen,  deren  Mit- 
teli)UHkt  kein  Ilaupt|Hinkl  ist,  entsprechen  eineSchaar 
VOD  Kegelschnitten,  welche  die  drei  Hauptpunkte  und 
auKNiTilem  einen  vierten  Punkt  ,!;emein  haben,  und 
iwnr  schneiden  dieselben,  iiaarweise  (>eordnet,  einen 
Jeden  dem  Hauntdrcicckc  umschriebenen  Ke£;eUchnitt 
einer  Involutioti  von  Punkten. 
H)  Je  vier  h.irmonischen  Strahlen,  deren  Mitlel[Minkt 
]ketli  Haujitpunkt  isl,  entsprechen  vier  dem  Hauptdrei- 
|eke  umschriebene  Kege  Uch  iii  Ite,  ivelche  noch  einen 
^lorten  Punkt  gemein  haben,  und  diese  schneiden 
At  neu  jeden  demHauutdreiecke  um  seh  rieheneu  Kcgcl- 
dUt  in  vier  harmonischen  Punkten. 


lehertragung  einiger  Eij^enscbarien  der  Kegel» cbnilie 
auf  Kegelschnitte. 


Hau  ilenke  sich  in    e 
^^,  €.  a^..,  welche  v 


r  Punkte  B,  B' 


me  Schatir  Kegeiwibnilte 
O  gemein  haben. 


:  zivelten  Ebene  (f,  vier  Pnnkte  Ji^,  B,' ,  B^" ,  O, 
lieltebig  (gewählt;  so  ilnrf  luaii  festsetzen:  die  Ebenen  l£,  Sj  sol- 
len inAnseburig  «k-r  m^.  Haupt{miikte  B,  //, ;  B' ,  B,' ;  B", 
B,"  geometridulT  verwandt .  und  O,  O^  sollen  entsprechenile  Punkte 
derselben  sein.  Dies  vorau^i^eeetit ,  so  werden  jenen  Keijekehntt- 
ten  cbeosunele  Gerade  In  Sj  eQts)>rei:)icn ,  welche  durch  den  Punkt 
Ol  gehen,  und  da  nun  unter  diesen  tieraden  enttieder  zwei  oder 
miT  eine  oder  keine  sind,  welche  den  mit  Ry  bezeichneten  Kesel- 
schnitt  berühren,  im  zweiten  Falle  aber  der  Punkt  O,  auf  fi^  lie- 
fen, also  O  unendlich  entfernt  sein  muss,  so  ergibt  sich  aus 
§.  %  3.  der  folgende  Satz : 

1)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  vier  Punktq 
aemeinbahen,  belinden  sich,  wenn  keiner  dieserPuikt« 
unendlich  entfernt  ist,    entweder  zwei  Parabeln   oded 


genfalls  abe 


al  < 


nffei 


abet,  » 
nkte 


rnt  i: 
B  andere  Scbnar  Kegelschnitte  habe  drei  Punkte  B,  B', 
und  «ine  Tangente  T  jjeniein,  so  euts{)rechen  denselben  lanter 
Gerade,  welche  einen  Kegelschnitt  \Tx\  berühren.  Dieser  Ke(;el- 
schnitt  aber  hat  mit  dem  Kegelschnitte  B^  drei  und  folglich  auch 
vier  Punkte  und  demzufolge  eiitiveder  vier  oder  keine  Tanitento 
gemein  (Archiv.  Tbl.  V.  Nr.  XVIII.  %.  5.  6.);    also. 

3}  Utiter  allen  Kegelschnitten,  welche  drei  Punkt«, 
und  eine  Taugente  gemein  haben,  befinden  sich  ent/ 
weder  vier  oder  keine  Parabeln. 

Eine  Scliaar  vun  Kegelschnitten  31,  S,  ff.  ©....,  welche 
Punkte  B,  B' ,  B" ,  ;j  gemein  haben,  werden  vun  einer  Geradea 
A  in  den  Punkten|iaareo  a,  a;  b,  j3;  c,  y;  b,  S.,..  geschnitten; 
Bi,  Bi' ,  Bi",  pi  seieu  irgend  vier  Punkte  einer  anderen  Ebene 
S|,  und  es  seien  <£,  S,  in  Ansehung  der  zug.  H.iuptpunkte  B, 
Bii  B' ,  Bi' ;  B" ,  J?i"¥erwandtund/*,  /«i  entsprechende  Punkte 
derselben ;  so  entsprechen  jenen  Kegelschnitten  ebensoviel«  Ge- 
rade, welche  durch  den  Punkt  pi  sehen,  und  der  Geraden  A  ein 
Kegelschuitt,  welcher  durch  die  drei  Uanjitiiunkte  geht  und  von 
jenen  Geraden  tn  den  Punkten  n, ,  Kj  ;  ^i,  ß\-  ^i '  Vi  ^  ^i  >  ^— » 
welche  den  eisteren  ents|>rechen,  geschnitten  wird.  l)a  nun  dii 
Punkte  eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnittes  bilden, 
so  ergibt  sieb  aus  der  Ünikehrung  des  Satzes  §.  G,  5.  der  ' 
kannte  Satx ; 

3)    Eine    8chaar   von    Kegelschnitten,    welche    v 
Punkte    gemein    haben,    werden  von    einer   beliebigen 
Geraden  in  einer  Involution  von  Punkten  creschnitten. 

Es  sei  in  der  Eiicne  S  irgend  ein  Kegelschnitt  C  gegebeUi 
tvelcher  vun  einer  Geraden  P"  in  zwei  Punkten  B,  B'  geschnitten 
wird,    und   durch    einen    beliebigen    dritten  Punkt  B"    der  Ebene 

gehen  die  Strahlen  a",  A",  c",  d" welche  C  res»,  in  den  Pnnk- 

tenpaaren  a,  et:  b.  ß;  C,  y;  B,  ö....  und  P"  in  den  Puukten  a',  b', 
(',  b'....  schneiden:  endlich  seien  die  Punkte  n".  b",  c",  6"....  so 
bestimmt,  daws  a' ,  o,"  mit  n,  «;  6',  I"  mit  b.  ä  u.  s.  w.  harian* 
iitsch  sind.  Jetzt  denke  man  sldi  eine  «weite  Ebene  6,  mit  den 
Punkten  ß, .  ß,',  B^"  und  setze  fest,  dass  ij.  d  in  Ansehung 
der  zHg.  Haopt|miikte  ß.  ß, ;  B',B,':  ß",  ß,"u.  s.w.  verwandt 
seien.    Dies  vorausgesetzt. 


i 


i 


ß',  ßj ' ;    ß",  B."  u.  8.  w.  verwan 
entspricht  dem  Kegelschnitte  C  e 


i  (Im  Stmhleii  n" .  //'.  c".  (/"....  piilKiiretjhfii  iiirafaleQ  «i  . 
f"<  V'.  rf|"."-  'I»*«'  dritlcn  Hiiu|it|miik-t<<>i  /f,''.  uiiil  dinsi.'  schnellen 
f]  h l'imktf iipuiirt- II  i»,.  «,;    &i.  fJj;    t,.  j-,  ;    e,.  J, ....,   trekhe 
f  nftilhprpii  n,  «;    b.  f);    c,  y;    ^,  «1....  cntoiircchcn;    <I''ii  l'ui " 


'ntA]iri<Tl)l  p\n 


n-b  die  Hniintpunktn  /f , .  A,' 


.  <)ie   iloi 


r  l'uilT 

".  b". 


i",,..  cdlfuirücliea- 

ni'it  fl,,  «i;    »,",  Ih    mit  6„ 

III  UniHt.liideii  aticT  Ul'^cii  <ltc 

..  tiiif  «mvv  (i«rni1«'Ti  A,.  n^mtich  auf  der 

I'iinktfi*  Äj"  ffir  {'i  ;    alsn  liege»   Awh 

...  auf  einem  Ki'geltK-hijUte  \A],   welcher 


hnitt  1111(1  f^irifi  Si'kuoto  doitsel- 

iiips  t.elioliiüen  StraIiliMl»i:Iii-lH 

PN    sä.in.itri.'h«  I' linkt L-,    ivelrhe 

2U    litt»    lii-iilL-Ti    Diirrlisrhiiittcii    <U-k    Kvhi-I- 

Hnd  (lemPutikte  .Kt  Scliantc  -Ion  vierten  liar- 

n,  4I1MI1  letaterun  zii<^e(iTiliiPten  l'unkt  bilden. 

neu  KegeUrhtiitte  an,  weldier  mit  ilom  ornte- 

Seknnle    L'unieiii   hiit  iind   Hnrch    iteii   Mittel- 

11^«  Ntrnlilliilechels  ^eht. 

iSchst  nur  ffir  reell*  Sekanten,  Jüsst  sich 
ideiile  ilartliim.  tJelirii^ens  Ist  flerselhu  nur  ein  lie- 
dcs  folpenflen ,  welchir  iiurh  aus  <ior  Eigcnsrhaft 
durch  Ueberlraguiig  sicli  t-rgÜrt: 
IVerdeii  eine  Sctiaiir  von  Ke^eUchaitten,  ivelelie 
Vtv  B,  B' ,  £",  ^  gcnieiu  habet),  von  irjjcoil 
illtr  Ueruilen  ein  jeder  in  zivei  Punlctcn  ^etit-hnitten, 
'Html  lie-itinimt  in  it^deni  einen  ni-uoii  Ifttnkt  durte- 
:W(.  da««  er  mit  diesen  zwei  Punkten  und  mit  einem 
xsllmmten  <ler  Punkte  if.  B' .  B",  ,t.  z.  ß.  mit»,  als 
IRuordnetem,  vier  harmot.isrbe  Punkte  bildet,  «•>  Ite- 
«Halle  diei^e  neuen  l'niikte  auf  einem  and  demselben 
[•^«Ifiehnitt«,  welcher  durch  die  drei  anderen  Punkt» 
i,  B',  it"  txii\\  ausserdem,  wenn  sie  exietireii,  durch 
inlflnifteH  xwei  Ptinkte  ^etft.  in  welchen  iene  tirrade 
Isxnei  KeifeUchnItten  jener  Srbanr  berührt  wird. 
Endtich  noch  eine  ücbcrtmgnni:  den  Pankalschen  Nutzes: 
der  Ebene  S  »eien  drei  Punkte  Vi,  'B'.  B"  und  eine  Gerade  A 
I  Mchs  beliebiceii  l*itnk(en  o,  ^,  (,  ^,  C,  f  in  bestimmter  Ord- 
;ehen:     durch  je  jnvei  dieser  Punkte,    welche  unnnttelbai' 


mgander  folgen ,  und  je^csnial  durch  die  drei  Punkte  ß,  B'.  B" 
I^  Kegelschnitt.  Im  (■uni:eii  also  sechs  Kcücbchiiltte  (dbl.  |t)c|. 

!*J'I*'1-T''fl  [f"]  Rclejit.  lind  p»  seien  p.  q.~  C  dio  vierten  Punkte, 
•*-^e  rei.p.  \at\  undlscl.  [6t  [  und  Jcf],  [cO]  und  |fa]  fiemeln 
n.  I«i  nun  eine  Kbcne  S,  mit  S  m  Aiisehuns  der  aug-  Hauiit- 
nkf«  B,  B, :  B',  BM  B".  /;,'  vi^rwaudl,  so  entsi.rMht  der 
lerMlcn  A  cia  KegeUihnÜt  \A,]  mit  den  Punkten  a, .  li, .  fj .  ^  . 
|.  fi:    jenen    «cchn    Keselscbntttt-n    die    ^•Ielcbnaml,:!en   <i«radcn 

Ilii,  8,1,.  ((t,  .  Pif, .  Cif,  ,  )',«,.  lind  den  l*nHklen  p.  <f.  r  di*- 
nnliBchnitte  l*,  .  q,.  r,  von  A.if,  und  ^|C.  .  i,t,  undf|f|.  r,^|  und 
l»l.  '  Kvknnntlii'b  nWr  liegen  diese  drei  Punkte  p, .  ^,  ^  r,  in  einer 


(ieroileu  >S| ;    also  liefen  auch    die  tlrt.-!  PnnktL*  i>.   \),    i  in  ein 
Ke^elscIiDitte  [iSJ,  tvekfaer  durcli  H.  B',  B"  geht. 

6)  Sind  auf  einer  Ceradcii  sechs  Punkt  o  in  best  im 
ter  Orduutie  und  ausserdem  irgend  drei  Punkte  in  t 
Khene  £;cgeben,  und  legt  man  durch  diese  drei  letal 
ren  und  jedesmal  durch  zwei  von  jenen  sechs  l'unkti 
welche  udinittelbar  auf  ei  nander  folgen,  und  insbest 
dere  auch  durch  den  ersten  und  letzten,  einen  Keg 
schnitt,  im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte,  so  lieg 
seih»  Punkte,  nämlich  jene  dre^i  Punkte  der  Ehe 
und  diejenigen  drei,  in  welchen  der  erste  und  vier 
der  »weite  und  fünfte,  der  dritte  und  sechste  Keg 
schnitt  von  Neuem  sich  schneiden,  auf  einem  und  de 
»reihen  Kegelschnitte. 


Eigenschaften  der  höheren  Curven. 

Man  versteht  unter  einer  Cur*e  der  jHw  Ordnung  i 
Jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  folgend 
Punkte,  welches  mit  einer  beliebigen  Geraden  im  A 
gemeint  und  brichst ens  n  Punkte  gemein  hat;  eine  ji 
Gerade,  in  welcher  zwei  stetig  auf  einander  folgende  Pnn 
eines  solchen  Systems  sich  vereinigen,  heisst  eine  Tangente  cl 
selben.  Andererseits  versteht  man  unter  einer  ('urve  der  » 
Klasse  ein  jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  P 
gender  Geraden,  welches  mit  einem  beliebigen  Pnni 
im  Allgemeinen  und  hitcbstens  n  Gerade  gemein  hi 
ein  jeder  Punkt,  von  welchem  zwei  stetig  anf  einander  folge) 
Gerade  eines  solchen  Systems,  die  zusammenfallen,  ansgeh 
heisHt  ein  Punkt  dessellien. 


eiche 


irve  C  der  ni 
tsprechende 
entsprechen 
P,>.  P-  gem 
in  dem  zug.  Hau 
System  £i  bet 
fach         " 


Es  sei  nun  in  der  Ebene  £  irgend  eine 
nung  gegeben,  und  es  sei  <S.i  das  derselben 
von  Punkten  der  verwandten  Ebene  £| ;  t 
Punkten,  welche  €  mit  einer  dbr  Hauptlii 
hat.  ebensoricle  Punkte  von  £, , 
punkte  ßj  ,  iJ, ',  fi."  sich  ^ere 
also   in  jedem    der   drei    Hnuptpt 

d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  v  Unstetig  aufeinander  folgei 
Punkte  sich  vereinigen.  Geht  aber  €  selber  mehrmals  durch  eil 
Hauptpunkt,  z.  B.  um  sof^lciib  jetzt  der  Uetrachtiiug  den  böcbs 
Grad  von  Allgemeinheit  tm  gehen,  unial  durch  ß,  »mal  dui 
B'  und  r  mal  durch  ß".  so  luit  £  mit  P  nur  h— (f/4  r) ,  mit 
nur  n  —  Ui\r)  und  mit  P'  nur  »—(/>+«) Punkte  ausser  den  Pui 
len  B.  fi\  B"  gciiici.i.  und  folglich  besitzt  IT,  in  B,  nur  t" 
(«-(!(  h'-))fu<h..n  .  in  ß,'  nur  einen  (n-r{/)  [-/■)) lache i.  und  in 
nur  einen  (h  —  (y>  |-y))farheii  Punkt. 

Es  sei  Ay  irgend  eine  Gerade  in  €, :    sn  entspricht  defselb 
in  1  ein  Kenelsclinltt  |J],  welcher  durch    die  Punkte  B,  B', 
gehl,  und   dieser  möge  mit   £   im  Allgemeinen  in  Punkte  gmi« 
haben,  indem  wir  mit  m  irgend  eine  unbekannte,  späterblu  imi 
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■ittWode^  ganze  Zahl  bezeichnen.  Da  nnn  derselhe  mit  <£  bereit8 
^•ff -ff Punkte  gemein  hat,  welche  in  den  Hauptpunkten  liegen, 
»  «Dd  der  librigen  noch  7/1  —  (p-{-g-i-r).  Diese  letztere  Anzahl 
IN  Punkten  hat  also  auch  die  Gerade  Ai  mit  dem  Systeme  <E| 
MMiD,  und  zwar  nicht  mehr,  weil  jenen  p -4- ^ -|- r Punkten  nur 
mkte  der  Hauptlinien  entsprechen ,  welche ,  da  Ai  beliebig  ist, 
ridteben  Durcnschnitte  von  Ai  und  Si  sein  müssen.  Geht  C 
Ml  keinen  Hauptpunkt,  so  ist  m^— (p-f  f/-f  r)=:7/i.  Hieraus 
"   zunächst: 

1)  Einer  jeden  Curve  von  bestimmter  Ordnung  ent- 

richt  wiederum  eine  Curve  von  bestimmter  Ordnung, 

diese  besitzt,    wenn  die  Ordnung  der  ersteren  =n, 

lAllgem einen  in  jedem  der  Hauptpunkte  einen  n fachen 

iBkt     Indessen  wird   die   Ordnung  der  letzteren  um 

■^-fr  Einheiten  vermindert,    wenn  die  erstere  in  den 

mptpunkten    einen    p-,    einen  a-    und    einen    rfachen 

fnoKt  besitzt,   und   zugleich  besitzt  dann   jene   in  den 

fliaptpunkten   nur   einen  (w— (7  +  r))-,   einen  (n — (p+r))- 

ind  einen  (n-^(p-i-q)){achen  Punkt. 

Offenbar  ist  die  Zahl  m  irgend  eine  bestimmte  Funktion  von 
Xd.  h. 

m=F(„). 

Abs  demselben  Grunde  aber,  weshalb  einer  Curve  der  nten  Ord- 
nag  mit  einem  p-,  einem  9-  und  einem  rfachen  Punkte,  die  in  den 
Baaptpunkten   liegen,    eine  Curve   von    der  (F(n)^^(p-{-q-i-T))teu 

'  Oidoun^  entspricnt ,    wird  auch  einer  Curve   der  kten  Ordnung, 
welche  in  den  Hauptpunkten  einen  (w— -(7+r))-,  einen  (n — (p+r))- 
wd  einen  (n  —  (/?-f-9; )f<^chen  Punkt  besitzt,  eine  Curve  entsprechen* 
aiflsen,    deren  Ordnung  =F(t)  — (3«  — 2(/>  +  (/'+r))  ist.     In  die- 
Mm  Falle  befindet  sich  die  Curve  £1,    wenn  Ä:=m— (ü+^+r), 

I  ud  derselben  entspricht  n  0 1  h  w  e  n  d  i  g  die  Curve  C ,    deren  Ord 
Bong  =n;    also  ist 

F(*)  — (3n-^2(/?f<7+r))=:n,  oder  weil  p^q^r=in — k  ist: 

F(*)  +  2(7/1  — A)  =  4w. 

Setzt  man 


ist 


r. 


pr-^qz=r:szO,  also  k  =  m, 

F(m)=='4n,  also  auch 

F(fc)  +  2(7w — k)  =  F(m)  oder 

F(*)-2A-^.FM-2m. 

Die  Zahl  m  hängt  nur  von  Ji  ab;  ändert  man  also  nur  den 
Werth  der  Summe  p+f/+r,  so  bleibt  F(m) — 2m  unverändert;  folg- 
Gdi,  wenn  p^f/-\r=7n  —  1  oder  k=l  gesetzt  wird,   hat  man 

F(,B)— 2m  =  F(,)-2. 


I 


#'(,)Hber  bedentet  ilie  Kahl  der  Punkte,  welche  ein  Kcg^lnchnilt 
mit  einer  Curvc  lier  Istcii  Ordnnnt; ,  d.  h.  mil  einer  Geraden  Kenieiii 
hat,  aod  dies«  Zahl  ist  —3:    also  i^t 

/'(B,l  =  2wi  und  el)enso 

Hieraus  folgt  zniiSchst: 

2)  Ein  Kegelschnitt  liat  mit  einer  Curve  der  nten 
Ofdnnne  Im  Aligeiiicinen  niid  hOchstenE  2/1  Punkte  ge- 
mein,   ('"emer: 

r  Curve  der  nteo  Ordnung  entspricht  im  Ali- 
ud hüchstens  eine  Curve  der  2»teG  Ordnung. 

Auf  ähnliche  Weise  wie  nir  xu  diesen  Siitzen  f;e!an!>t  mni, 
d.  b.  ohne  die  Theurie  der  höheren  Gleichungen  in  Anspruch  zu 
nehmen,  lassen  sich  noch  andere  Eigeuschallon  der  höheren  Cuf 
ven  ahleileni  welche  sonst  dieser  Theorie  aas  schliesslich  anzi^e- 
tiüren  echeineu.    Die  folgenden  $$.  liefern  einii;^  Beispiele. 


Anzahl  di 


r  Durchschnittspu,nkt< 


ier  Cu 


Die  AnzHiil  der  gegen seitlf^en  Durchschiiitti^iiunkle  zweier  Cm*' 
ven  der  t»ten  nnd  der  rtten  Ordnung  ist  offenbar  eine  bestimmte 
Funktion  der  Zühlenm  und  ii,  also  =f(„,„).  Es  seien  nun  in  der 
Ebene  £  zwei  Curven  M  und  JV,  die  eine  Von  der  7nten,  die  An- 
dere von  der  nten  Ordnung  gegeben,  und  awar  habe  die  eine  einen 
(m— l)fachen  Punkt  B,  die  andere  einen  (m— l)rachpn  Punkt  B', 
eine  Annfthnie,  welche  unserem  Zwecke,  die  Zahl  Ffm, n)  zu  cr- 
tuitteln ,  durchaus  nicht  hinderlich  sein  wird.  Wählt  man  nun  B, 
B'  und  irgend  einen  dritten  Pnnk-t  B",  welcher  keiner  der  beiden 
Curven  angehürt,  zu  Hauptpunkten  von  £,  so  entspricht  der  Curve 
iHin  e,  eine  Curve  M,,  deren  Ordnung  =2«  — (;«— l)  =  wi  +  I, 
und  der  Curve  JV  eine  Curve  iV, ,    deren    Ordnung  ^w-fl    ist; 


I 


die  Anzahl  der  Durchscbnitlspunkte  beider  ist  als 

1  By 


Mt  besitzt  in  B,  einen  »i  fachen,  in  ß,'  und  Bi"  einen  einlachen 
Punkt,  und  N,  besitzt  in  /?,'  einen  wfachen,  in  Ä^  und  ß,"  einen, 
einlachen  Punkt;  also  haben  beide  Curven  in  Ä,  m  Punkte,  In 
B,'  n  Punkte  und  in  Bi"  einen  Punkt  gemein:  und  sie  besitzen 
fufglich  ausser  diesen  Punkten  nur  noch  /'(m+i.n)  ij  —  (m  |w  +  I) 
eemeinschaftllche  Punkte,  welche  allein  den  Durchschnitten 
,  M,  iV  entsprechen  kiinncn.  Die  Anzahl  der  letzteren  alici 
P(in,n);     also  ist 


i 


Setzt  mau  hier  der  Reihe  nach  m+I,  m+2,,..  w-f;j— jh  statt  m  J 
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und  »+I9  n-f2....  ft-fi/ — n  statt  n>  wo  ^-^^:=vi  — 11  ist»  so  er- 
liält  man  die  neuen  Gleichungen: 

/^(■i+4,n  +  «)  —  F(m4-l,fi^-l)=W»+W-f3, 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

''(P,?)  — ^0»- 1,7-1)  =»»  +  W+2(/l-7ll)  —  l. 

Durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen  und  der  ersten  erhält 
man  nun: 

Setzt  man  hier  7i=l,  also  w=/? — y+l,  so  entsteht: 

^(P,  g)  —  ^(P-9+ 1, 1)  =  (5'- 1)  (/?+!)• 

Aher  .F(p-H74-i,  i)'ist  die  Anzahl  der  Durchschnitte  einer  Geraden 
mit  einer  Curve  der  (;>— ^+l)ten  Ordnung,  d.  h.  =/i — ^+1 ;  folg- 
lich ist 

^(j»,  n)  =/>— ^+1  +  (^—1)  (p+1)  =pV  , 
und 

Zwei   Curven  der  mten  und  der  ?tten  Ordnung  haben 
im  Allgemeinen  und  höchstens  m./iPunkte  gemein. 


§.  10. 
Anzahl  der  eine  Curve  bestimmenden  Punkte. 

Es  bedeute  F{n)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  im  Allgemei- 
nen eine  Curve  der  nten  Ordnung  vollkommen  bestimmen.  Eeün- 
det  sich  unter  den  gegebenen  Punkten  der  Curve  ein  pfacher 
Punkt,  so  sei  f{p)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  durch  diesen 
allein  vertreten  werden,  indem  offenbar  diese  Zahl  bloss  von  p 
und  nicht  auch  .zugleich  von  der  Ordnung  der  Curve  abhängt. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  Ebene  S  irgend  eine  Curve  der  nten 
Ordnung  mittels  eines  /^fachen  Punktes  B  und  einer  Anzahl 
F(ii)  — /(p)  einfacher  Punkte    gegeben,  und  nimmt  man  B  zum  Haupt- 

S unkte,  und  irgend  zwei  der  Curve  nicht  angehürige  Punkte  zu 
en  beiden  anderen  Hauptpunkten,  so  entspricht  derselben  in  der 
anderen  Ebene  eine  Curve  der  (2m — />)ten  Ordnung,  welche  in  dem 
einen  Hauptpunkte  einen  72 fachen,  und  in  jedem  der  beiden  ande- 
ren einen  {n — ü)fachen  Punkt  besitzt.  Es  sind  also  von  dieser 
Curve  im  Ganzen 

Punkte  gegeben.     Ich  behaupte,  dass  dieselbe  durch  diese  Anzahl 
von  Punkten  vollkommen  bestimmt  sei.    Denn  Hessen  sich  meh- 
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F(j)  aber  bedentet  die  ZabI  ^-  /J*       sj^^!^^'  welche 

mit  einer  Curve  der  Isfr  ^Jf^Jfi^  bwrfUwen,    so 

hat,  uod  diese  Zo^•  w '^'^/fcT^'^en  Ordnung;  ent- 

t^^^*(^^Lebeii»^  einen  /? fachen 

..-•;.- ';i.Vj;6ii^Dkte  gemein    haben 

"'"*    •VüJ'^j^^®»   das»  lene  erstere 

..  -•  "..•  •  •  .iJ  iJr  i^^Lsfto"***'®*"  sollte.    Also  ist 

ffierau»  :.    .    ;:<>"*'  « 

2)  El        :  ;•  :.>>-'^,/.v/*'=*^*"-''' 

Ordnuni^  ..•'>'    ,/^''' 

mein«    ' 

3)  ,.,,./f.;-/*J+2/(„_p) (1). 

geme'  ,,  .  -^' 

neb  ..^'^      />fi^ 

ve-  «i'u/kchen  Punkt  nur  1  Punkt  gegeben  ist. 

h-  ^-.*  ^^ 

^-*''*"^^^^^^/'(»)=/(«)-Ai-i)  +  2 (2). 

iiÄch  einander  w+1,  w-|-2....  ?i+^ — n  an   die  Stelle 

'"^ "'    /j^2)— ^(»+i)=^/(»-n)— /(»)+2; 

■  •  •  • 

,  •  •  •  • 

,  •  •  •  • 

/^(y)  —  F(g— 1)  =/(y-.i)  — /(y— 2)  +  2;  also  durch  Addition 

F{q)  -r-  F(«)  =  /(5U-1)  —  /(„_i)  +  2(y  —  w) (3). 

fUeratts  wird  für  9==!,   da  die  Gerade  durch  ^2  Punkte  be- 
^^0t>  ood  ^^f'  Punkt 5  durch  welchen  die  Curve  Omal  geht,  auch 
f^!^  gegebene  Punkte  zu  rechnen  ist: 

F(„)— /(,^-i)  =  2w (4); 

^ges  heisst: 

1)  Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  vollkommen  be 
istimmt,    sobald   ein  {ri — l)facher  Punkt  und  ausserdem 
noch  l.n  Punte  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Setzt  man  ferner  in  (3)  ^=71 +  2,    und  in  (1)  p-=.n — 2,    so 
erhält  man: 

^(nf  a)  — ^(nX=/(nf  1)  — A"-!)  +4 (5). 

^(n+2)  —  ^(n)  =/(»)  — /(n-   )  +2./(2') '(Ö). 

also  auch 

/(nf  1)— /(«-i)+4=/(n)— /(n-2)+2./(.2);    oder 

/(n+l)— /'n-      =/(ii)— /(n~2)+2./(2)  — 4 (7); 

Ulso 
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/(«+3)— A«f  J)=/(«+2)— /(ii)+2./(2)— 4; 

/Info)  — /(II+3)  =/(n  f  4) —/Inf 2) +  2  7(2)  —  4  ; 

•  •  •  •  • 

•  •  •  •  , 

•  •  •  •  ■ 

/(j>)— /<P-2)=/(p— D— /(P--3)  f  2./(2)— 4;  durch  Addition: 

sr 
f(P)-f(p- 1 )-/'  •  (/(2)  - 2)  =/(„-  D— /J„_.^)-(w— 1) (/(2)-2)....  (8). 

Hier  ist,  für  w=2,  /;ii-,)  =  l,  /(ii-2)~0,  also: 

/(i»)-/(P-i)==i  +  (/>-l)a(2)-2)....    (9); 
lieh : 

/(P)-/'(P-i)  =  l  +  (/'-l)(/(-2)-2); 

/Ip+D— /(p)=l  +  />-(/(2)  — 2); 

/(P+2)-/(p+i)-=l  +  (f^  +  l)-(/(2)-2); 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

■  ■  •  • 

/in)  — /(fi^i )=  1  +  (m— 1) (/(2)  — 2) ;    durch  Addition: 
/;«)-/'(i»-i)=w-//+l+iMi»-2)(w-/?+l)(/',2)-2)....  (10); 

und  Rir  p  =  l  oder  2 : 

/(a)  =  W-H7l(w--l)(/(.,)  — 2)....      (11). 

Folglich  ist  nach  (4) : 

■ 

F(M)=/(„-,)+2w  =  n-l  +  ?(7l-l)(«-2)(^,)-2)  +  2w 

=  3//-im7/-l)(M  — 2)(/(2)....      (12). 

Setzt  man  endlich  in  der  letzten  Gleichung  n'=0  und  bedenkt, 
dass  eine  Curve,  welche  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  0  Punk- 
ten geschnitten  \^ird,  gar  keine  Punkte  enthalten  kann  und  also 
auch  zu  ihrer  Bestimmung  einer  Anzahl  von  0  Punkten  bedarf,  so 
findet  man: 


folglich : 


nod 


0  =  — l+/(.x)  — 2  oder/(2)=^3....    (13); 
/(„)  =  7i  +  in(w-l)  =  in(w+l)....    (14) 


F(„)  =  371 — 1  +  i(«— 1)  («—2)  =  iii(7i  +  3). ...    (15) 


2)  Wenn  von  einer  Curve  ein  iifacher  Punkt  gege- 
•D  ist,  so  ist  derselbe  für  472(7t-fl)  gegebene  Punkte 
anrechnen. 

lo  der  That :  denkt  man  sich  n  Punkte  einer  Curve  gegeben 
nd  fägt  die  Bestimmung  hinzu,  dass  dieselben  alle  in  einen  ein- 
ligen  zusammenfallen  sollen,  so  sind  ausser  diesen  h  Punkten 
inch  noch  ln(n — 1)  Punkte  gegeben;    denn  durch  diese  7t  Punkte 

HnU  VIL  9 


,  und  diese  wiirJen  sich 

Zvveij;eii  nur  einen  einicigen  DurcbschnittMiunkt  nimmt, 
sich  sonst  hei  der  Vereinigung  zweier l>urcli»'chnittspuukteinji 
Tifnchen  Punkte  herühren  mirden.  Auch  kann  ein  solcher  Durcl 
schnitt  zweier  Ziveige  hier  oicJit  als  Doppelpunkt  gelten,  weit  di 
eine  der  beiden  Punkte  desselben  immer  als  einer  von  jcpen 
gegell eTJen    und    bereits    in    Rechnung   gebrachten   Punkten   anzi 


iiung  Ut   im  AI 
eil  bestimmt. 


Punkte. 


b 


ieder  zu  dem  allgemcitieii  Falle  des  §.  8 
le  Curve  C  der  nten  Ordnung ,  welche  in  ß  oinciT 
.  ^fachen,  in  B"  einenViacbi-n  Punkt  besitzt 
vim  B,,  welcher  in  diesem  Punkte  B^  einen 
der  Zweige  der  entsprechenden  Cune  (£i  beröhrt.  und  es  sei  Z 
der  Ihm  entsprechende  Strahl  »on  B[  da /f^  ein  («  — {(/-fr))fac!ier 
Punkt  ist,  so  hat  ^  in  diesem  Punkte  ti  —  (q+r)  +  l  Punkte,  und 
ausserdem  noch  2m — (p+y+r)  —  (w — (^+r)-|-l)  =  »— y* — IPunkte, 
welche  beliebig  liegen,  mit  S]^  gemein.  Diesen  letzteren  ent- 
spricht eine  gleiche  Auzahl  von  Punkten ,  welche  der  Strahl  Z 
mit  £  gemein  hat,  und  die  weder  in  den  Punkt  B  noch  In  die 
Gerade  P  fallen.  Aber  Z  hat  mit  <t  n—p  Punkte  gemein ,  welche 
nicht  in  B  fallen  ;  ulso  Rillt  einer  dieser  n—p  Punkte  tu  die  Ge- 
rade P.  Folglich  entsiirechen  den  Tangenten,  welche  die  v — (fz+J*) 
Zweige  der  Curve  (£i  in  ß,  berühren,  diejenigen  Sirahlen  von  B,' 
welche  »ach  den  «~(y+r)  Durehschnilfen  von  i£  und  P  gerich- 
tet sind,   und  umgekehrt. 

I)  Deoicnigen  Strahlen  eines  Hauptpunkte«,  welch»] 
nach  den  Durchschnitten  einer  Carve    und  der  Geqi 
xeite    des    Hauptdreiecks    gehen,    entsprechen    et>i 
soviele    Strahlen    des    zugeordneten    llaui>ti>iinkt< 
welche  die  verschiedenen  Zweige  der  entsprechende! 
Turve  im  Hauptpunkte  berühren;    und  umgekehrt. 

Falten  zwei  oder  mehrere  jener  Durcbschnittsiiunkte  vi 
und  P  in  einen  einzigen  zusammen,  d,  h.  hat  S  mit  /'  eine  zwei 
oder  mehrpunktlge  Berührnnt^,  so  falletj  auch  andererseits  zwei 
oder  mehrere  jener  Tangenten  zusammen,  d.  h.  zwei  oder  meh- 
rere Zweige  der  Curve  (£,  haben  in  £,  eine  gemeinschaftliche 
Tangente.  In  diesem  Falle  heisst  der  Punkt  Bi  ein  Rückkehr- 
punkt  von  £i ,  und  zwar  der  kten  Klasse,  wenn  sich  in  demsel- 
ben /■  Zweige  der  (^rve  berühren.  Auch  wird  ein  wfacber  Punkt 
einer  Curve  der  (w-)-l)ten  Ordnung,  in  welchem  sich  alle  n  Zweiqe 
berühren,  ««i'  *|o;riv  ^'H  Rficktehrpunkt  der  Curve  genannt.  Hat 
die  Gerade  P  mit  £  ein  oder  mehrere  Punkten [laiire  wt 
mein,  als  die  Ordnung  der  Curve  fnrdert,  so  fallen  auch  in  <£, 
ebensoviele  Tangentenpaare  hiimcg,  und  da  letzteres  nur  denkbar^ 


n        » 

1 
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bt,  wenn  auf  den  hetrcffenden  Z\veis;on  von  f]  kein  steti<cer 
Uebei^gan/^  vom  Punkte  By  zu  anderen  Punkten  dieser  Z\veis;e 
ftittfindet,  80  erscheint  der  Punkt  Ji^  als  ein  von  diesen  Zweiten 
atgeModerter  oder  isolirt'er  Punkt  der  Curve. 

2)  Einem  jeden  Punkte,  in  welrheni  eine  (^urve  eine 
fliDptlinie  cler    einen    Khenc    I) 


enc    berührt,    entspricht    ein 
trisch  verwandten  (  urve;  und 


Rickkehrpunkt  der  geome 

iwar  berühren  sich  in  demselben  ehensoviele  Zweis^e 
ler  Curve,  soviele  Punkte  der  ersten  (-urve  in  jenem 
llcrfihrungspun kte  zusamuienfü  1  len. 

3)  Wird  eine  Hauptliuie  in  zwei  oder  mehreren  Punk- 

■  weniger    geschnitten,    als  die   Ordnung   der   (^urvc 

ibrdert,  so  hat  die  verwandte  ('urve  im  zugeordneten 

Itnptpunkte  einen  zwei  oder  mehreren  Zweigen  ange- 

[lirigeD  isolirten  Punkt. 

I  4)  Ein  und  derselbe  Punkt  einer  Curve  kann  zu  glei- 
derZeit  fiir  einige  Zwei^^c  derselben  ein  gewöhnlicher 
Tielfachcr,  für  andere  ein  Kiickkehri^unkt  und  wieder 
flrandere  ein  isolirter  Punkt  sein. 

Es  gehe  von  dem  ^; fachen  Punkte  li  der  Curve  (£  Irgend  eine 
l^ntc  t  an  €^  deren  Berührungspunkt  t  nicht  in  B  falle;  so 
hit<  ausser  den  Punkten  B  und  t  noch  7?— 7>—*i  Punkte  mit  S 
gciein;  und  ist  t]  der  entsprechende  Punkt  von  t,  so  hat  die 
Cibprechende  Gerade  /j  ausser  den  Punkten  B^  und  ti  aucJi  nur 
mA  n-^} — 2  Punkte  mit  ([i  gemein.  Da  nun  die  Ordnung  der 
•Ateren  =2n  —  (/>  +  ^+/)  und  -ßi  ein  (w  —  (^-l  r))facher  Punkt 
fat  80  rauss  der  Punkt  Xi  eine  Anzahl  von  2w  —  (/>-[  r/-|  r)  —  (w— (f/+r)) 
""(■^"—2)  =  2  Punkten  der  Curve  vertreten,  d«  h.  /j  berührt  €i 
ist]. 

S  Einer  Jeden  Tangente  der  einen  Curve,  welche 
einen  Hauptpunkt  geht,  deren  Berührungspunkt 
aber  nicht  in  diesen  letzteren  fallt,  ents])richt  wieder - 
nnieine  Tangente  der  verwandten  Curve,  welche  durch 
den  zugeordneten  Hau^)tpunkt  geht;  und  zwar  sind  die 
Berflhrungspunkte  beider  Tangenten  entsprechende 
Pankte. 

Dasegen  wird  jeder  Tangente  A  von  S,  welche  kein  Strahl 
eines  Hauptpunktes  ist,  also  ausser  dem  Berührungspunkte  a  noch 
>— 2  Punkte  mit  £  gemein  hat,  ein  Kegelschnitt  [A^]  entsprechen; 
'ttselbe  hat  überhaupt  2(2w — (/>+ 7  |t))  Punkte  mit  (£|  gemein., 
Wn  denen  eine  Anzahl  von  n  —  (/>  -|-  y)  -|- n  —  (y  -f  r)  +  ?i  —  {p\T) 
=3«— 2(/?+y+r)  Punkten  nacji  ^1,  B^',  7i|"  gehören  ;  zieht  man 
und  di< 


_    iie  jenen   n  —  2  Punkten   entsprechenden  Punkte   von 

den  ersteren  ab,  so  bleiben  in  —  2(/>  |-y-| ?•)  —  (3?«  —  2(;;+^  jr)) 
*"(ll — ^2)  =  2  Punkte,  welche  also  mit  dem  dem  n  entsprechenden 
Punkte  dl  zusammenfallen;   d.  h.  der  Kegelschnitt  [A^]  uerührt  &'| 

6)  Jeder  Tangente  der  einen  Curve,  welche  kein 
Strahl  eines  Hauptpunktes  ist,  entspricht  ein  Kegel - 
scjhoitt^  welcher  ilurch  die  drei  Hauptpunkte  gebt  und 
die  verwandte  Curve  in  dem,  dem  Berührungspunkte 
der  ersteren  entsprechenden  Punkte  berührt. 

9* 


Bertimnavs  der  Klasceazalil  «•■■rr  Carre  der 
mtea  Oi4nBD£. 

üuf'Ji   o*^  '<t?n  Sat£   lies  9.  II.  »üxl  «ir  am  Is  4m  J 
2»-.  "  -rh   J»r  Kfa^iir   eiiaet  C»rv«    twb   l 

<lr  ZF .    nrlch«  rnf  «tuigra  Itro^aBM  i 

i|'  ■  'ilathMnalik  f»sl  uu^rbürtm  Strdl  bervanri 

am  'oi    ifhoc  Ilölfc  der    bvWren    Gt«icliiiii 

brsiit'-*  'iii'-r.. 

Ihi    die  Tansralr«)   rätpr    Cnrre   der   nies   Ordnatt«   < 
•  Iclie  aiir«iitaiKl«i    rolceo,    sa    UlileB  pie   eine  Corre  vo. 
bMlioinilen  klLi.->.<-.   :'rl';hir  Mir,   da  *i^  eine  Fnni-ti»!!   der  2 
MÖa  «m'f.  ■  finen  «r»lleii.      Deolct  n 

lifh  foD  t'i  Lte  alle  diejeDisen  Geraden  ^ 

Ulf  (tmeii  -  -iiwr  Cnrre  der  vten  Ordvong  t 

nii^i^ ,    Ml    ''  :>-inra    alle   diese  Geraden  Tan^ 

der  Cwne  -^in  .  n'"'  lÜr  /, 'til  dieiier  TaitEerten  ist  es.  m 
/'■)  l>cz#-K-huel  «itd-  Hat  atter  jnie  ('nrre  irgend  einen  ti 
PunLt,    M>   vt^reioigen  sich  zwar  aaf  derjeni«eii  Geraden, 

nach  d!eMnn  PunLt«  L'fhl,  auch  ein  t>der  mehreremale  znei 

der  Curve,  aber  weder  diese  Punkte,  noch  anch  die«v  Gerade  | 
!■  TanifeDlrn  der  Curre  stehen  in  steli^cin  Za^^mnjenlianee  I 


vieffacben  Punkt  die  i 


einander 

/'■^  Rtii  ein*  cm  [«He  Zahl  vermindert. 

Ffir  den   »ef^nnderen  Fntl ,    den  wir  xnoächM  betraebten  t 
deo,    laMien  wir   die  Grönge  dieser  Verminderaop  ganz  «inberU 
nichli^,    iddeni  "ir  nnter  if«;  die  Anzahl  der  i 
t«n  ver»U'bi'n,    welche  sich  v»u  einem  heliebiseii  Punkte  aa  t 
i'-urve  der   wtco  ürdonn»    mit  eiuem  ("  —  I)fachen  Punkte  i 
IwHen.     Km  Mei  C  diese  Curve  und  B  der  (»  — l)racbe  Punkt  i 
wlben.    während   die  beiden   anderen  Hauptpunkte  Jt' ,    B*  i' 
auf  der   Curce    lte»en.     Die  enfriprechende  Cune  Ij  ii^t  tod  1 
(nl-l)ti-n  Urdnun»  und  hat  in  Bi  einen  nfachen,    in  B,'  und  J~ 
einen  einfachen  Funkt.    Also  ixt  auch  die  Klasse  von  l£,  mit  e 
zn  bc7ri(;hnen.      Vou   einem   der  Punkte  f,  B'  geben  an  i 
Anzahl  von  qtrm  Tnntienten ,  und   diesen   entsprechen   eine   gl 
Anzahl  Tangenten    der  If , .    weU-he    durch    den   Punkt    B,, 
sehen,    aber  diesen   Punkt    nicht    zum    Berüfaningsiimikte    l 
Mun  kann  aU»  vini  Punkte  ü,'    iui  Gnnzen  ^,n)  + 1  Tan^enl 
£i  legen;    folglich  werden  von  einem   beliebigen   Punkte, 
nk-ht  auf  ITi   hoKl,    höchstens  w{„)-\-i  Taagtinten    ausgehen, 
mau  hat  demnach  die  folgende  Helation: 

g'(ntl)  =  'PC»)  +  2. 

Zu  derselben  Helation  würde  man  übrigens  auch  gelangt  sein,  ncfl  — 
man.  «Iiitt  den  Punktes  B' ,  den  (»-l)fachen  Punkt  B  gewühlH 
bUlte.     Denn  ausser  den  w— 1  TaneenteD,  welche  ff  in  ß  bi   "'     ' ' 

und  dortin  Anzuhl  für  einen  beliebigen  Punkt  doppdt  i ,. 

neu  iot,  sehen  von  dem  Punkte  B  noch  qp(i,) — 2(m — t)Taiig«nto 
an  (£;    diesen  entsprechen  eine  gleiche  Anzahl  Tangenten  von  ^A 
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welche  die  Curve  nicht  in  Bi  berühren;  hierzu  kommen  noch  n 
TangenteDy  deren  Berührungspunkt  Bi  ist,  und  die  für  einen  be- 
liebigen Punkt  doppelt  zu  rechnen  sind;    also  ist 

9(n+i)  =  9(n)— -2(71— l)  +  27?r-g?(„)+2,  odcr 

9{nM)  —  g>{n)='2;  folglich  ist  auch....    (1) 


r.  ^ 

9 


<P(p) — 'ycp— 1)  =  ^^   durch  Addition  wird  hieraus 
<P(  p )  —  9>(  n )  =  '^(p-^w)  oder 

9(p) — '2p  =  9>(n) — 2w....     (2). 


Aber  von  einem  Punkte  lassen  sich  an  eine  Curve  der  Iten 
['(hdnuDg,    die  Gerade,    keine,  und  an  einen   Kegelschnitt,    als 
Ouve  2ter  Ordnung,  nur  2  Tangenten  legen,  so  dass 

9(1) =0  und  9(.^)=:2  ist; 

abo  hat  man  fdr  p  =  ]  und  ebenso  auch  für  p=z*2: 

9>(n)— 2w  =  —  2  oder 
97(n)=2(w — ^1). 

1)    Eine  jede  Curve  der  nten  Ordnung,    mit  einem 

S;-— l)fachen    Punkte,     ist    zugleich    eine    Curve    der 
»— l)ten  Klasse. 

Corollar.  An  eine  Curve  der  3ten  Ordnung,  mit 
einem  Doppelpunkte,  lassen  sich  von  einem  beliebi- 
ge^n  Punkte  aus  im  Allgemeinen  und  höchstens  4  Tan^ 

enten,  und  an  eine  Curve  der  4ten  Ordnung,  miteinem 

fachen  Puu'kte,  6  Tangenten  legen. 

Um  nun  die  Zahl  F(n)  für  eine  Curve  der  7£ten  Ordnung  über- 
haupt, welche  keine  vielfachen  Punkte  oder  deren  mehrere  und 
TOD  beliebiger  Vielfachheit  besitzt,  bestimmen  zu  können,  gehe 
die  Bemerkung  voraus,  dass,  da  eine  Verminderung  der  Zahl  F(n) 
offenimr  nur  von  vielfachen  Punkten  herrühren,  und  die  Grösse 
diever  Verminderung  nur  von  der  Anzahl  der  in  einem  solchen 
Pnnicte  vereinigten  Punkte,  und  nicht  etwa  zugleich  auch  von  der 
Ordnung  der  Curve  abhängen  kann ,  diese  Grösse  für  einen  /»fachen 
Ponkt  =r^(p),  und  wenn  zugleich  ein  p- ,  ein  9-,  ein  rfacher 
Punkt  u.  8.  w.  vorhanden  ist,  ~f{p)+/{q)+f{r)—»  gesetzt  wer- 
den luinn,  wo  f{p)  nur  als  von  p  und  nicht  auch  von  n  abhängig 
gedacht  wird. 

Es  habe  nun  eine  Curve  £  der  7tten  Ordnung  in  B  einen 
pbchen  Punkt,  gehe  aber  weder  durch  B'  noch  durch  B";  so 
ut  die  entsprechende  Curve  €1  von  der  (27t — p)ien  Ordnung ,  ^  be- 
aitxt  in  Bi  einen  Ttfachen,  und  sowohl  in  Bi  als  Bi  einen 
(x— }i}fachen  Punkt.    S  wird  in  B  von  p  Geraden  berührt,  welche 


i 
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für  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  siod 
also  ist  die  Anzahl  der  Tangenten ,  welche  ausserdem  noch  von  JS 
an  C  gelegt  werden  können,  und  denen  allein  Tangenten  von  Ef 
entsprechen,  =zF{n) — /(n)  —  ^p.  Vom  Punkte  Bi  gehen  an  €i 
w  Tangenten,  deren  Berührungspunkt  ^i  ist,  und  welche -für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  sind,  und  ausser- 
dem noch  die  jenen  F(n) — fip) — 2/>  Tangenten  entsprechenden; 
also  ist 

Oder  aber:  Vom  Punkte  JS'  gehen  an  £  im  Ganzen  F{n) — fip 
Tangenten 9  denen  eine  gleiche  Anzahl  von  ^i  entspricht,  deren 
Berührungspunkt  Bi  nicht  ist.  Zu  diesen  letzteren  kommt  nocl 
die  doppelte  Anzahl  der  Tangenten,  deren  Berührungspunkt  ß^ 
ist,  so  ist  F{n)  —  f(p)-{-2(n — p)  die  Anzahl  sämmtlicher  Tangen 
ten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  an  £i  gelegt  werdet 
können ;    also 

eine  Relation,  welche  mit  der  vorigen  identisch  ist.  Setzt  mal 
hier  zunächst  p  =  7/— ^1,  so  erhält  man,  weil  /(i)  =  0: 

F(n-fi)— F(„)=r/(»)— /(„_i)+2;   folglich....    (2). 

^(n+2)  — ^(n-fl)=/(n+l)^/(«)  +  ?; 

F(„-f  3)  —  F(n4-2)  =/(n-f  2)  — /(«+ 1)  +  2 ; 

.  •  .  .  • 

.  .  .  ... 

•  •  .  •  • 

F{p)  —  F(p^i)=/(p^i) — /'(p_2)  +  2;     durch  Addition: 

^(P)*— ^(n)=/(p-l)— /(n-l)+2(;?— W)--      (3)- 

8et2t  man  hier  p=w-|-2,  so  wird: 

und  für  /?=1  oder  2  erhält  man,  weil  jP(i)  =  0,  F(2)  =  2,  /((^)  =  0 
/(i)=0  ist: 

F{n)  — /(n-l)  =  2(n— 1)....      (5). 
Ferner  wird  aus  (1),  wenn  p=:n—-2  gesetzt  wird: 

F(«-f2)  — F(„)=/(„)— /(„^2)+2./(2)+4....    (6); 
also  durcl^  Verbindung  von  (4)  und  (6): 

/(n+i)— /(n-i)=/(«)-- /(n-2)+2./(2);   also auch....    (7) 

/(n+3)  — /(n+  l)  =/(n+2)  — /(n)  +  2  . /(2) ; 

/in+5)— /(7if3)=/(n4-4)— /(n+2)  +  2./(2); 

.  .  .  .    #  * 

.  .  .  •  . 

.  .  •  .  • 

/(P)— /(P~2)  =  /(P-i)--r/(P-3)+2./(2);   durch  Addition : - 
/(p)—/'(«-i)=/(p-i)—/(«-2) +  (/>—«+!)./(«) 
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ider: 

iiw/ur»=2: 

/(?)— /(p-i)  =  (/>--l)-A2)-    Demnach  ist...    (9) 

/•(p+2)— Ap-ii)  ^  (f^+l)  ./Vi) ; 

•  •  • 

a  •  • 

•  •  • 

A«)— /(»-O"  0^"-^l)'/(2)  '^    ^"r^^^'  Addition: 
Ä«)— Ap)  =  i(«"-7>)  («+;>—!)  -/^'aV...     (10). 

iiis  wird  für  p  =  0  oder  1: 

/(»)."  4  m(/«  —  1)./(2).     (II). 

^JUer  nach  (5)  ist: 

jEbIgiich  ii»t 

F(„)=i(/i-l)(/i-^2)./(^)+ 2(11-1)....     (12); 

■od  da  eine  Curvc  der  Oten  Ordnung  gewiss  auch  keine  Tangen- 
teo  besitzt 5  also  jE\<))=0  ist,  so  ist  für  /2=0: 

'-      /(4)=2....     (13); 

;4nid  setzt  man  diesen  Wert h  von  A2)  in  (11)  und  (12),  so  findet  sich : 

f{n)  =  n(n—l).,..    (14) 
und  ebenso  auch : 

F(n)-'n{n—l)....     (15). 

2)  Durch   einen  jeden  ;>fachen  Punkt»   weichen  eine 
Curve  der  nten  Ordnung  besitzt,   wird  die  Klassenzahl 

,  derselben  um  p(p — 1)  Einheiten  erniedrigt. 

3)  Eine  Curve  der  7/ten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
nnd  höchstens  zugleich  eine  Curve  der  7i(n — l)ten  Klasse. 

Corollar.  £ine  Curve  der  3ten,  4ten,  5ten....  Ordnung 
Ist  im  Allgemeinen  und  höchstens  eine  Curve  der  6ten, 
12ten,  20ten....  Klasse. 

Besitzt  nun  eine  Curve  £  der  nten  Ordnung  in  den  Hauptpunk- 
ten einen  p-»  einen  f/-  und  einen  rfachen  Punkt,  sonst  aber  keinen 
▼ielfachen  Punkt,  so  ist  £1  von  der  (2w.  —  (;> -|-^+r) )ten  Ordnung 
md  besitzt  auch  bloss  in  den  Hauptpunkten  einen  (n  —  (p+v))'« 
einen  (n  —  (p+r))-  und  einen  (?t— (f/-|-r))fachen  Punkt;  also  ist 
die  Klasse  von  ^|  — 

(2«-  (p+»+r) )  (2«-.(y,+f/+r)  - 1)  -  (».-  (p+tf))  (n-ip+q)  - 1) 
—  (n-(Hr))(«-(/»fr)-l)-(«-(*+r))(M-(y+r)-l) 
=  k(m  I  i)-p(p-\-i)-q(g+l)-r(r+i). 


Und  nuub  uinf;eke)irt,    indem  ^,  an   ilie  Stolle 
M'ird,  liodet  sich  die  Kiaifse  vun  £  — 

(2«-(p+,l-r)){2«-(/<+9fr)  +  l)-("-(;<+7))(«-(;>+»H 

=«(«-!)-;*(/>-:) -y(v-l)-7-(r^l), 

ivie  es  von  vornherein  zu  erwarten  stand. 

4)  Einei  Curve  der  nteu  Ordntine  entspricht  !ru  All 
meinen  und  höchstens  eiue  Curve  aer  7j(wJ1Uen  Klasff 

Endlich,  da  jedem  vieiraclieii  Punkte  von  £,  der  nicht  UaS 
nunkl  ist,  ein  eftensovieifacher  Punkt  van  H,  entsjiricht,  ea  ft 

5)  Besitzt  eine  Curve  der  ;ften  Ordnun»;  in  den  d 


und  aiisserde 
chen  Punict,  s( 


Konstrnktion  einige 

des  hicssen   Lineals, 

Schäften  der  Kei 


I  p- 


t  die' 


heliehi 


rfa( 


,  tchende  Ca 
;  Curve  der  0»+l)len  O 
.n(<?+l)-.  einen(rH) 


§.  13. 
(rven   hnherer  Ordnung  mitl 
nd  üehertragun^'einiger  Eig 


ettschnttte  auf  hüheri 


veo. 


Aufgabe. 
Eine  Curve  der  dritten  Ordnung    mittels  des  hlossea 
neals  punktweise   zu  zeichnen,   sobald  ein  I)oppelpu. 
ß,"  und  ausserdem  irgend  fieebs  Punkte  ß, ,  Ä,',  d,, 
Ti ,  b,  derselben  beliebig  gegeben  siud. 

.  AiifUlsung. 
Man  verbinde  den  Dop|ieI])unktBi"  (T;if,  IL  Flg.  2.)  mit  zw< 
der  fJbrigen  Punkte,  z.  B.  mit  Bi  und  B,  ,  durch  die  Geraden 
P, ,  und  diese  Punkte  mit  sich  selber  durch  die  Gerade  P,",  ei 
zwei  beliebige  Gerade  A,  A' ,  «velche  die  P,"  resp.  in  Pj, 
«ehneiden,  und  von  denen  die  eine,  A,  der  l\  in  p,  die  and 
A',  der  P|  in  »'  begegnet:  verbinde  die  Punkt«  p,  c'  mit  ein 
der  durch  die  Gerade  P" ,  nehme  auf  P"  irgend  zwei  Punkte 
B  an  und  verbinde  B  mit  i'i  durch  P",  B  mit  Vi'  durch  P.  I 
Durclifichnitt  von  P,  P*  heisse  B".  Nun  denke  man  sich  xi 
perspektivische  iStrahlhüscIiel  B,  Bj.  deren  jiersp.  Durchschnitt 
und  wieder  zwei  andere,  ß*,  ß|'.  deren  pprsp.  Durchschnitt 
ist,  und  znet  Elipnen  S,  ff|  In  Bezug  auf  diese  zwei  Paar  Stri 
(i(i»chel  frennietrlsch  vcrivandt:  beHtimiiie  in  @  die  den  Punfci 
Ol,  K-  ^f  ^i  ent.'JiirHchenden  Punkte  n,  b,  t.  ^  und  lege  dui 
die  fitnf  Punkte  _ß'',  a.b.  c,  tt  einen  Kegelschnitt  .« .  d^  b,  t 
suche  hellehlg  viele  andere  Punkte  f,  f....  de.vselhen,  was  « 
auf  mehrfache  Weise  durch  blosses  l.inlenziehen  hetvirken  lÜi 
Endlich  bestinmie  man  in  Ci  die  den  Punkten  f.  f....  entsprecl) 


4(  b""l    ""  S^''''''"'  sllninitllclifi  Punkte  ßr>  fii. 
'    "wn  Cnrve  driflcr  Ordnung  Rn. 


Verbiaduti^Unie  P"  iler  Punkte  ß',   B' ,  iiisiirpm  «i« 
lAschcl  liaAvt  B'   uni(i;liiirt ,   in  den  StralilliÜNchelii 
cnide  l\'  "licr  t\    entspricht,    und  da    eht!ii»io    der 
'   in    den    .Slralillifisdicln  B,    B'   dio  «ernden  /',    P 
„_  j  Bind  die  Pmikteniiaare  Ä,  if, ;    ff./V;    Ä",  ß," 
„..ranetcu  Hau|il{)iinklc  dvr  F.lifiien  l£,    (£,.      Cuil  da   nun 
tfejwlutitt  £  im  All|;emi>iiivn    nur  durch  e  i  n  e  u  llauiiliiuiikt 

il,    ««    ist    diu    deni8.-ll enUi.r<-d.ende   i\inv   von    der 

_  =3teii  Ordnuni?   und   he^tzt   in  fi|"   einen  stachen   und  in 

I  d»  Punkt.-  B(.  B,'  einer.  2- l  =  lf;H:hen  Punkt  {§.8.  I.)- 
,  Jod  äberhaunt  in  einer  F.ljene  tf,  von  einer  Cuiv«  Sj  der 
BjOrdnanit.  "eiche  cin«n  (»— l)liichen  Punkt  «/'  hesit/,t,  die- 

dct  Jii"  und  ausserdem  2h  Punkte  beliebig  ^e^ehen,  von 
rsrnd  »lei  £,,  /i,'  heiasen  miijren,  und  bestimmt  man  die 
D,  B' ,  B"  ebenso  wie  in  der  obigen  Au^abe.  und  uoch 
'H  fibritücn  2n — '2  ":ei;cbenen  Punkten  ontfi)ircchendcn  Punkte, 
i  Dach  ^  in.  1.  ilurch    die^e  2n  — '2  Punkte  und  den  Punkt 

II  Curve  der  {.(-l)t<-n  Ordnitni'  .  »  Hebe  ß"  zum  (n— 2) fachen 
B  hnt(  bestimmt,  und  ist  die  der  S,  cntisjirpcbende  Curve  <£. 
"rd«  ainn  jene  t'urve  d,  mit    dem  bloaaen  Lineal   zeichnen 

"Bon  die  Curvc  <£  cezeicbnct  rorlSe«.  Nun  aber  ISHst 
r  Sten  Ordnung,  also  auch  die  der3teii  mit  einem  Onit- 
Jte  der  4ten,  Sien,  6ten....nten  Ordnung  mit  einem  a-, 
^IJßichen  Punkte  mittels  des  blossen  Linealn  xeiclmen. 
lyse  des  tr.iusversaleK  a|iplii|U(<e  «  ia  rechcr- 
»ropri^^t^s  proiectives  des  lijtnes  et  «urfaces 
linics  nnr  M.  J.V.  Poncelet.  art.  2(M.  inCrello's 
.  Bd.  H.  Hit.  2,), 

iitie  jede  Curv«  der  7ite\i  Ordnunp;,  weluho  einen 
fjfaeben  Punkt  besitzt,  lü«st  sich  punktweise  mit- 
,»»  tiloeson  Lineals  zeichnen,  »inbald  dieser  vi cl- 
BPunbt  und  ausserdem  2»  Punkte  der  Curce  bo- 
"i  gtigeben  «ind. 
_■  Wien  in  Taf.  II.  Fig.  2.  durch  den  (beliebigen)  Punkt  B,  der 
VS.  0-  ^1  die  (äerudeudi,  lii,  T],  «Z^....  gelegt,  ivelelie  den(oben- 
thetieblsen)   Strahl  J\  des    Doppelpunktes  Ä,"  in  den  F     ' 


>ßi'  n 


Bi.flt;  -"i.i»!';    h'h'i    ^J ,  ^J' .  • . .  Bcl 

j«der  nor.h  ein  Punkt  a,',  jSi ,  yi ,  di'....  s 
_iait  n,.  0,';    ßi .  ß,'  mit  b, .   b.'  u.  s.  f.  I 


s  seihst  noch  ui  den  Punkten- 
schneiden :    und  es 
«bestimmt,  dass 
'.  harmonisch  sind. 
1   nach  \.  0.  4.  die  je  vier  solchen  Punkten  entäpiocben- 
hliikte  cbeniiills   harmonmch ,    und  da  allen   Punkten  n,  ,  j9,. 
„  ein  und  dertielbe  Punkt  li  entspricht,  und  die  entprechen- 
i  Bj,  0,':     l),.  b|'...     einem  Kegelschnitte  ,11  ant;ebr>ren,  sn 
.,    irie  bekannt,    alle  Punkte,   »yelche   den  B[',  /J.'  y,'  ü,'.... 
[^ecben,  auf  einer  (Jeiaden,  nämlich  der  hannoniscnen  Polare 

I  r<dglirh  die  Punkte  "i".  A'.  Vi'.  V-  selber  auf 

(^(«Uchuittc,  iielclier  durch  S^,  B,,  £,"  geht  u.  f.  t 
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2)  Legt  man  ()ur< 
.Iriltcr  Ordnung  Ug 
irgonil  einen  anilert! 
viele  Gerade  Wj ,  Aj  .  i 
denjenigen  Punkt,  wi 
ten  und  zu  dem  der  H 
harmonische,  dem  ti 
so  liegen  alle  diese 
s ch n  i t te ,  tv e  j  ch er  d  i 
Punkte -ß,.  in  dcmiei 
rade  P,  A]i 


r  beiden  Ta 


»rhauden 


I    den    Dupiicliiunkt   einer   Curvc 

i<1    eine    r.crnde    /',  ,     und    dureh 

Punkt    Bi    derselben    heliehig 

,    r/,....und  bestininit  iiuTJedcr 

eher  zu  den  beiden  neuen  Punk- 
raden P,  angehlirigen  der  v 
Uteren  zugeordnete  Punkt  ist, 
leuen  Punkte  auf  einem  KegeN. 
Curse  im  Dopiieltiunkf e,"  iiol 
Igen  Punkte,  in  welchem  die  Gfe^ 
leuem  schneidet,  und  ausserdenty 
ind,    in  den  Benlh  run  g&panktetlf 

welche  TOI)  B^  an  diese!  he  gehen. 


Den  Strahlenpaaren,  welche  den  Doppelpunkt  Bi"  mit  jenen 
Durchscbnittspunkteo  o, ,  a,';  b,,  bj' ;  r^ ,  i,'....  verbinden,  ent- 
sprechen in  f£  ebensoviele  Strahtenpaaro ,  welche  die  entsprechen' 
den  Punkte  a,  a';  b,  b';  c,  c'....  des  Kegelschnittes  £  mit  dem 
Punkte  B"  verbinden;  diese  Strnhlenpaare  aber  bilden,  weil  «lib 
Linien  aa' ,  W,  c<'....  durch  einerlei  Punkt  ß  gehen,  nach  ÄrchtTi 
Tbl,  IV.  Nr.  XXX.  §.  3.  3.  eine  Involution  von  Strahlen;  also  hajf] 
man  nach  §.  6.  1.  den  folgenden  Satz: 

3)  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Cuf 
dritter  Ordnung,  welche  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
beliebig  viele  Gerade,  so  bilden  die  S t rahlenpaare, 
welche  den  Doppelpunkt  mit  den  neuen  Durchschnit- 
ten dieser  Geraden  und  der  Curve  verbinden,  eine  In' 
volution  von  Strahlen,  und  zwar  gehen  die  Uaupt- 
strshleu  dieser  Involution,  wenn  nie  vorhanden  sind, 
-nach  den  Berührungspunkten  der  beiden  von  jeuem 
Punkte  ausgehenden  Tangenren. 

Durch  irgend  einen  Punkt  «i  der  Ebene  S^  und  durch  die 
drei  Punkte  Bj^,  B^' ,  B,"  dcnlie  man  sich  beliebig  viele  Kegel- 
schnitte a,,  5S,  Si,  a>i....  gelegt;  so  wird  im  Allg.  ein  jeder 
derselben  die  Curve  ji,  in  noch  zwei  Punkten  o, ,  a^';  b| ,  b,'; 
^H  ^';  ^i>  ^i'—-  schneiden,  und  auf  jedem  wird  es  einen  Punkt 
Ci,  ßx,  yi.  Si.,.,t  geben,  welcher  mit /j^,  als  zugeordnetem  Punkte, 
und  mit  i^j,  n^';  I),,  bg'....  vier  harmonische  Punkte  des-  betreffen- 
den Kegelschnittes  bildet.  Jenen  KegeUchnitten  TIi,  ^,  l£i,  !Sj— 
entsprechen  in  S  ebensoviele  Gerade,  welqhe  durch  einerlei  Punkt 
p  gehen,  den  Punkten  n,,  cii';  bi,  b,'....  die  Durchschnitte  dieser 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  Ä,  und  den  Punkten  a^,  ß,  ,  ft, 
Si....  Holche  Punkte,  welche  mitp,  als  zug.  Punkte,  und  mit  die- 
I  Durchschnitten  vier  harmonische  Punkte  bilden,    also  sSmmt- 


I 


lieh  der  barm.  Polare  des  Pn 
liegen  auch  die  Punkte 
schnitte  u.  s.  W. 

4)  Haben  eine  Sc 
Curve  dritter  Ordnung  e: 
einfache  Punkte  und  unt 
Punkt»!  geraein,  und  bc 
dieser  Kegelschnitte  zu  dei 
er    noch    ausserdem    die    C' 


ikles  p   für  £  angehür 
alle  auf 


1  K^el- 


von  Kegelschnitt 
einen  Dopi)clpun 
ter  sich'noct  ei 
cstimmt  mau  auf 
BU  beiden  Puiiktei 
schneidet. 


vierten 

}m  jed 

welchen 

zu  dem 


I 


R 


13i) 


Piinitte  /!,,  als  zugeonlnctvin,  <lon  vierten  hnrmonisclien 
Punkt,  so  liMg^ii  alle  ilii^se  vierten  Punkte  auf  einem 
ae.u«n  Kegelschnitte  ivelcher  mit  jener  $<-haar  und  der 
*"  lie  riamlidien  drei  Punkt«  gemein  Im  t  und  die  letz- 

ore  in  (Uuijeuigcn    zwei  Punkten    sclitieidol,    in  welchen 

von  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  herdhrt  ivird. 

Sind  von  einer  Ourve  der  4teii  Ordnung,  weitrhe  drei  Doitpel- 

|>unkte  hesiht,  ausser  ilicsen  letzteren  noch  — ^— — 3-^— ■  =  S 
eiafjiche  Punkte  gegeben,  sn  ii-t  dieselbe,  und  mit  ihr  zugleich, 
,fils  die  ihr  enlH|irechcnde  Curve,  ein  Kegelschnitt  vollkommen  he- 
^tüumt:  da  nun  dieser  mittels  des  Lineals  sich  seichnen  lasst, 
fWst: 

6)    Eine  Curve  der  vierten  Urdnun^  mit  drei  Dopuel- 
nkten  liixst  sich  fiunktweisc  mittels  des  hlossen  Line- 
als zeichnen,    eniiald    diese  drei    Doppelpunkte  und  aus- 
serdem irgend  fünf  Punkte  derselben  gej^ebeu  sind. 

Ute  Ausführunir  sei  dem  Leser  überlassen.  Sind  die  drei 
Doppel  punkte  insbesondete  drei  Küekkehrpnnkte.  so  entsiiricht 
naeli  §.  IL  i.  der  Curve  ein  Kejrelnchnitt,  welcher  die  drei  Uaupt- 
linleu  der  l£bene  berührt,  und  den  drei  Tan<;enten  in  den  Rück- 
kehrpunk-fen  entsprechen  (liejeui$;ea  Geraden,  welche  die  Berüh- 
rnn^Kpuokte  di-s  Kegelschnittes  mit  den  Gegenocken  des  Haupt- 
(Ireu'cks    verbinden;^  solche    drei    Geraden    aber  ■      ■    ■ 

schneiden  einander  in  einerlei  Punkte:    also; 


bekannt. 


^ 


C))  Die  drei  TanKcnten  in  dre 
urvc  vierter  Otdiiunj;  gehen  du 
ankt. 


iiickkchrpuukten  einer 
h  einen  und  denselben 


Ferner  erhiitt  man  auf  ähnliche  Weise,    wie   der  Satz  2.  den 
13.  gefunden  wurde,  den  folgenden: 

7)  Besitzt  eine  Curve  4ter  Ordnung  drei  Doppelpunkte, 
und  denkt  man  sich  auf  irgend  einem  Strahle  des  einen 
«liesiir  Punkte  einen  Punkt  sn  bestimmt,  dasg  er  zu  den 
beiden  neuen  Punkten  der  Curve  und  zu  demjenigen, 
welcher  der  Verbindungsliuie  der  beiden  anderen  Dop- 
pelpunkte angehört,  der  vierte  harmonische,  dem  letz- 
teren zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  vier- 
ten Punkte  aul  einem  Kegelschnitte,"  welcher  durch  die 
drei  Jloniiclpunkte  und  durch  die  Beriihrungspunkte  der- 
jenigen zwei  Tangenten  der  Curve  geht,  welche  sich  in 
jenem  Doppelpunkte  schneiden. 

Und  wenn  statt  des  ersten  Doppelpunktes  irgend  ein  beliebi- 
;er  Punkt  der  Ebene  gesetzt  wkd: 

8)  Besitzt  eine  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 
-pnnkte,  und  legt  man  durch  die  letzteren  und  durch  einen 
fieliebigen  Punlit  />  der  Ebene  eine  Schaar  Kegelschnitte, 
und  bestimmt  auf  jedem  dieser  Kegelschnitte  zu  den  bei- 
den Punkten,  in  welchen  er  die  Curve  voniNeueui  schnei- 
det, und  zu  dem  Punkte  p,  als  zugeordnetem,  den  vier- 
ten   ttiirmonischen    Punkt,    so    liegen    alle   diese    vierten 

'Vunfete  auf  einem  neuen  Kogeläclinitte,  welcher  auch  die 
drei  Doppelpunkte  enthült  u.  i^.  w. 
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Ek  sei  endlich  £,  oine  Cuirc  5ter  Ordtiutig,  neklie  einen 
3l'a(!li.!ii  Punkt  Bi"  und  drei  Doppelpunkte  £, ,  Zf,',  O^  besitzt,;*  I 
durch  O,"  gehe  eine  beliebige  Gernde  o,",  welche  ^,  von  Neuem 
in  2  Punkten  Oi .  Hj'  schneidet;  durch  die  Punkte  B^,  Bi',  Bi", 
in  lielielii^er  Ke;;c[schnitt  Äj  gelegt,  nelchor  die  Gerade 
andernmal  in  1).  schneidet  und  mit  i^^  noch  einen  (einzi- 
gen) Punkt  ^1  gemein  hat.  Endlich  sei  b,'  7m  a^ ,  Oj'  und  6,  der 
vierte  harmonische,  dem  bj  zugeordnete  Pnnkt.  Jelüt  denke  maD 
sich  in  einer  Ebene  <&  die  Punkte  B,  B,  B'  beliel>lg  gewShlt, 
und  S,  <?|  hl  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  B,  B,;  H,  B{; 
B',  B,"  geonietriach  verwandt;  so  entspricht  der  €j  eine  C«rve 
^ter  Ordnung  £,  welche  durch  den  Punkt  ^'  geht  und  einen  dem  O^ 
entsprechenden  Doppelpunkt  0  besitzt;  dem  Strahle  Oi"  und  den 
harmonischen  Punkten  iti ,  a|';  bj  >  b^'  entspricht  ein  Strahl  a" 
von  B"  und  vier  harmonische  Punkte  a,  a  -.  b,  b':  dem  Kegel- 
schnitte Si  entspricht  eine  Gerade  SL,  welche  durch  O,  den  detn 
J,  entsprechenden  Punkt  J  der  Curve  und  durch  I)  geht;  die 
Punkte  a.  a'  liegen  auf  €',  und  nach  3.  liegen  alte  Punkte  b', 
welche  den  verschiedenen  Strahlen  von  B'  angeboren,  auf  einem 
Kegelschnitte,  welcher  die  Punkte  B',  O,  J  enthält;  da  nun 
dieser  Kegelschnitt  nur  durch  einen  einzigen  Hauptpunkt  B'  gebt, 
so  entspricht  ihm  in  €]  eine  Curve  3.  O.,  welche  in  B,"  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  einfach  durch  Bt,  £,'  und  Oj  hindurch 
gehl.     Hieraus  folgt: 

9)  Sind  irgend  eine  Curve  5ter  Ordnung,  welche 
einen  Sfachen  Punkt  ß,"  und  drei  Doppelpunkte  Bu 
Bi",  Ol  he  sitzt,  und  ein  Kegelschnitt  Ä, ,  welcher  durch 
diese  vier  Punkte  p;eht,  beliebig  gegeben,  unddenkt 
man  sich  aufjedetn  Strahle  jenes  Punktes  Bi"  z  n  d  e  n 
beiden  Punkten,  welche  ausserdem  noch  der  Curve 
Ster  Ordnung,  und  zu  jenem,  welcher  noch  dem  Kegel- 
schnitte Sti  äilgeliiirt,  den  vierten  harmonischen,  dem 
letzteren  zugeordneten  Punkt  bestimmt,  so  liegen 
alle  diese  vierten  Punkte  auf  einer  Curve  Ster  Ord- 
nung, welche  an  der  Stelle  jenes  dreifachen  Punktes 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  durch  die  drei  Doppelpunkte 
der  Curve  oter  Ordnung  und  ausserdem  durch  denjenigen 
Pnnkt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  £,  diese  Curve  von 
Neuem  schneidet,  hindurchgeht. 


4 


k^ 


Besondere  Fiille. 

g.  u. 

Zwei  Paar  projektivisch-gleiche  Strahihüschel. 

Sind  sowohl  die  Strahlbüschel  B,  B,  als  auch  B',  B,'  iirn.  I 
jektivisch-gleich,  d.  h.  schliessen  je  ztvei  Strahlen  n,  b  den  ] 
einen  denselben  spitzen  Winkel  ein  aU  die  entsprechenden  Strah- 
len Ol ,  ffi  des  anderen,  so  sind  auch  die  von  den  Uaupllinien  B, 
P'  und  /*,",  Pi  einerseits,  und  die  von  P,  P'  und  P,",  P,  an- 
dererseits eingeschlossenen  spitzen  Winkel  einander  gleich.  Es 
ind  aber  hierbei  zwei  Fälle  denkbar:    a)  Entweder  smd  die  in- 


A 


^       nn 
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Winkel  B,  W  .Ics  Hauptdrciecit-s  Äfi'fi"  il^n  inneren 
•Wuikeln  B| ,  ß/  <1oh  Hauptdrcieck«  ß,ß,'fii"  gleich;  oder  A)  es 
'sind  tiur  ztvei  innere  Winkel  ß ,  lii  ;  dagegen  der  andere  innere 
Winkel  ß"  des  einen  Dreiecks  dem  Annscnivinkel  Bi'  des  an- 
dere u  gleich. 

Im  Falle  a)  smd  die  Uaupldreiecke  Ülinlich,  und  denkt  man 
sich  die  Ebenen  <£ ,  €■  für  einen  Augenblick  so  itufeinander  gelegt, 
dass  die  Hauptlinien  /*",  P,"  iii  einerlei  gerade  Linie  faUen,  uie 
Riclitiing  von  B  nucli  B'  dieisolbe  sei ,  al»  die  von  ß^  nach  B,', 
und  dass  die  Punkte  B",  ß,"  auf  einerlei  tieite  jener  geniden 
Linie  Hegen,  so  müsse»  somill  die  Stralill(u»chel  il,  By  als  die 
StrahJhiisehel  S,  £,'  ungleichliegend  sein,  d.  h.  folgen  x.  B. 
in  li  die  Strahlen  /»',  »,  A,  i-,  (/,  K...  x.n  der  Rechten  zw  Lin- 
ken aufeinander,  so  gehen  die  entejirechcnden  Strahlen  Py  Oi, 
.,  dl,    Pi"....  von  der  Linken   zur  Hechten,     Sind   nun  die 

Jtrah'lhdscbel  B,   B"  selber  projektivisch-gleich ,   und  xind  z.  B. 

Tj  £;  a'.b'  irgend  zuei  Paar  ihrer  entsprechenden  Strahlen,  »o  ist 

«i6i=:W.«6=W.ft'6'=W.o,'4,',  also  auch  W.«,/.,  zz.W.«,'Ä,'; 

nlso  sind  auch  die  von  den  entsprechenden  Strahlen  gebildeten 
Strahl büschel  B,.  ßy  projektlvisch-gieich,  und  zwar  sind  letz- 
,tere  gleich  liegend  oder  ungleich  liegend,  jenacbdem  ß, 
"'     leichliegend  oder  ungleichliegend  sind. 

!m  Falle  b)  sind  die  Hauptdreiecke  nicht  ühnlich,  es  sei  denn, 
lie  wflren  recbtninklig,  und  denkt  niau  sich  die  Ebenen  t£,  <£(  so 
1*  oben  aufeinander  gelegt,  eo  »erden  die  Strahlbdschel  B,  B, 


'leichltegend,  dagegen  die  Strahlbilschel  £' ,  ß/  gleich* 
'  '    Sind  also  die  Strablbüscbelf,  ^  gleich- 


_      bäi 
■       ^ode, 


ebenfalls  projektiv!  seh -gleichen  hti 


liege 

|i«>gencl,  so  müssen  die  elienlalJs  projektiv! 
büsrhel  B,  ,  ß,'  un g leich liegend  sei  n,  und  umgekebr 
Bekanntlich  sind  zivei  perspektivische  Strahlbfischel  B,  B' 
tjektivisch  gleich,  und  zwar  gleichliegend  oder  ungleichliegend, 
J^achdem  ihr  perspektivischer  Durchschnitt  uneTidItch  entfernt 
oder  auf  ihrem  gemeinschuftlichen  Strahle  in  der  Mitte  zn-ischen 
ihren  Mittelpunkten  senkrecht  steht;  und  zwei  schiefliegende  pro- 
jektivische  Strahlbüschel  B,  B'  sind  gleich,  und  zwar  gleichlie- 
eend  oder  ungleichliegend,  jenachdem  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Kreise  liegen,  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  auf  demselben  sich 
schneiden,  oder  ihre  Mittelpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmes- 
sers einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind ,  auf  welcher  die  Durch- 
schnitte ihrer  entsprechenden  Strahlen  liegen;  und  umgekehrt. 
Hieraus  folgt  nun  im  Falle  n) : 

1)  Der  unendlich  entfernten  Gereden  einer  jeden 
der  beiden  Ebenen  <& ,  <£,  entspricht  in  der  anderen  der 
dem  Hauptdreiecke  unischriehene  Krci»!;  und  daher 
ifailden  auch   die  entsprechenden  Strahlen 

ares  zugeordneter  Hauptpunkte  (B",  Bj 
ektivisch- gleiche  Strah  Ibüschel. 

2)  Den'  drei  Geraden,  welche  auf  den  Seiten  des 
einen  Haupt dreiecks  in  deren  Mitten  senkrecht  stehen, 
entsprechen  drei  dem  anderen  Hauptdreiecke  umsch rie- 
hen e  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  auf 
den  betreffenden  Seiten  liegen. 


■')' 


Es  sei  Mdlkh  S,  «in« 
3(adwn  Puiibt  B,"  u»d  drei 

tun-    ■ 

,     1 ' 

n 

'.r'i  n  ler^n' 

durch   '?,"  Rehe  eiBo  h»ll.' 
in  2  l'uiiWn  0, .  a,'  «■' 

.nei^üf-eor«!- 

O,  s«;  ein  l>el'iebi<i<>r 

h'lteljloHKdurch^ 

a/  zum  anilerniiial  ' 

lerliTtHlun<:Bliriie, 

gen)  Fuulct  /i  f[«^" 

,ri>  chonfalls  ^leicli- 
,^,fb  iJie  lieiden    zitge* 
,f  ,Iere»   Verl.indungs- 

vierte  hurnKitiiscti' 

sich  in  einer  K' 

;itcr  Onlnnin' 
entsjirechi'T 
hurmonisr' 
von  B"  ■ 
sclinitl-- 


.Wcbiv  ThI.  III.  S.  225.  ff. 
Iii^iileti  Htiuptdreieclcpi 
'I  v^ogonscitigdicDurch- 


folacmfes  statt: 

,,„t.;  Getailen  . 

ieden  dci 

,  I'ine    dem   Hin 

ptdre 
fiel,  ,: 

lecke  dei 

i.liseitieeHvMer 

leren  Mit- 

iminlen    Seile    d 

teses 

Dreiecks 

die    ent»i.re,li, 
rdiietepHauptim 

Miden 

Strahler 

Ilktekeii.ei.ro- 

S(r.irilliff8chel. 


i  Senkreclife 
eilen  cntii|i rieht  der  dem 


i 


l*r.i^'-/-;  Kr..-..,    .,  . 
,..^^-    /*■   (oder 


.<    iiiildrciecks. 

nu'tt  unii^chrieneiie  ivreis;  mm  »laner 
,^,i,  ir  Jen  Hauiitd  reiecken  umschriebenen^^ 
.triiiS  durch  die  ihren  Mittelpunkten  ent^ 
i..n.kte.  ^ 

-      '  lobe   bloss  durch   die  1 

Bi,  Bi)  gehen,  entsprecheii 
velche  bloss  durch  die  Haupt^ 
gehen  und  dieselben  zu  End^ 
irs  haben, 


nfcii 


nder  gelegte  Ebenen  <&,  Ei- 


J)eDbt  man  steh  die  Ebenen  C,  Sj  aufeinander  gelegt, 
ihr*  aeonie Irische  Venvandtsehaft  am  Allgemeinsten  durch 
|ie}!»'ls<''"''*-te  f^<  f^'  (Tat'.  II.  Fig.  1.)  bestinmil,  deren  einer  dii  ^  , 
llaaptj)wikteB,2i,  unddieUurchschnittedereotsprechenden .Strahlen 
n.  «1 !  b,  b,  .....  der  andere  zwei  andere  zug.  Hauptpunkte  Ä',^ 
/f,'  und  die  Durchschnitte  der  entsprechendeu  Strahlen  «', 
6',  &'....  enthalt. 

Fallen  ztrei  entsprechende  Punkte  n,  «i  beider  Ebenen  zusam- 
men, so  gehen  die  Strahlen  n,  a,  «j ,  fl|'  durch  einerlei  Punkt 
(flfli),  und  fniglich  ist  letzterer  den  Kegelschnitten  K,  K'  gemcin- 
»cfaal'tlich,  und  da  zwei  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  eiitivcder 
vier  oder  zwei  oder  keinen  Punkt  gemein  haben,  so  i'nigt: 

1)  Zivei  aufeinander  gelegte  geometrisch  verwandti 
Eliencn  besitzen  im  Allgemeinen  entweder  vier  ode 
zivei  oder  keine  Punkte,  und  nur  in  s"*'''^^*'"  Gronzla 


I 


U3 


StralilhtlscttH^,    IT  Mrspeküvisch. 
■    I  Durchschnitten 


P^, 


odor  einen  1  in  tvi^lcheii  s'tcU  eiitsprechenilr- 
liff« 
•Sind  inshesnnaer 

1.  h.  ist  K  pine  (jerdde,  so  nurilen  ttnivohl  id  iIcii  I    .     .  

on  h'  »nd  A",  iils  auch  in  denen  des  (•cnieinscliartlicheu  8trulilf>8 
ÜB,  und  des  Kegctschiiittes  K'  ent^i>reelieiide  Punkte  vereinigt; 
und  t^ind  zueleicb  ß,  Bj  und  Ji',  ß,  perupektiTiscb ,  so  gielit  es 
solclicr  Punkte  allemal  vier,  es  sei  denn,  aans  einige  zusiunmeii- 
ßillen.  nämlich  im  Durchschnitte  der  pertipekti vischen  Du rchechBtttei 
in  detii  der  Geraden  BBi ,  SB(,  und  in  den  Punkten,  tvo  allemal 
die  ein«  der  beiden  letzteren  den  ]ier»<p.  Durchschnitt  der  iieiden 
anderen  Strahlbtischel  schneidet. 

Dahingegen  kDnnen  im  Allgemeinen  keine  znei  entsprechen« 
den  Geraden  Zusammenrallen,  weil  nur  deu  Strahlen  der  Haupt- 
luukte  wiederum  gerade  Linien  entsprechen.  Sind  aber  z.  H.  B, 
|)ers]iektivisch ,  so  fallen  fängä  fßiZtvei  ents}irechende  Gerade 
Eiinineii;  und  sind  zugleich  auch  S,  B^'  perspektivisch,  und 
der  gem.  Strahl  des  emen  Paares  zucileich  Art  jiersiiektivische 
Ghschnitt  des  anderen ,  so  müssen  sich  in  Jedem  Punkte  dieses 
lies  zwei  entsprechende  vereinigten.  SinXendlich  zwei  Strahl- 
_jhel  »,  ß,  cnncentrisch,  so  fallen  nach  Archiv  ThI.  IV. 
|.  XXX.  9.  lt.  enbveder  zwei  oder  bloss  ein  oder  kein  Paar  ent- 
icheode  Strahlten  derselben  zusammen. 

Blan  denke  sich  lernerzwci  Punkte  n,  e,,  welche  «ich  in  dop- 

[lt*m  Sinne  entsprechen,    d.  fa.  sowohl   wenn  a  zu  £,    H]  zu 

als  auch  weTin  Oj  zu  €,  n  zu  Si  pereehnet  wird ;  und  es  seien 

b;    (i ,  tt";    K,,  n,;    e,',  «,'  resp.  die  nach  a,  a.  gehenden  Strah- 

vnn  iB ,  Ji',  Bi.   ß,  •.    so  fiegen  einer.ieits  aie  Durchschnitte 

rftii  a  und  Ol :    a  und  »i    auf  dem  Kegelschnitte  K,    und  die  Ge- 

le  A,    welche  dieselben   verbindet,    trifft    die    Gerade  BB^    m 

mi  Punkte  f,    welcher  der   barm.  Pol  der  Geraden  nil,    für  K 

folglich    i;eht  a«,    durch  den    barm.    Pol    von  BB^    fflr  K; 

audi  anilererselta   durch  den  barm.  Pol  von  S Di     f(ir  IC; 

ist  sie  die  Gerade,    welche   den  Durchschnitt  der  Tangenten 

B  und  Bi  mit  dem  der  Tangenten  in  &  und  Bi  verbindet. 

Da  nun  die  Pnnkte  B,  ß,  und  der  Durchschnitt  von  n,    n. 

auf  K  liegen ,    und  ß/f,    den    hammnischen  Pol  f  von  «fl,   fflr  Ä 

eiithÄlt,  sn  sind,  nach  Archiv  ThI.  IV.  Nr.  XXX.  §.4.  2.  die  Punkte 

äi  zwei  zugeordnete  härm.  Pole  für  AT;    aber  auch  fürÄ";  also 

I  den  Involutionen  zui;.  burni.  Pole  fi1r  K  und  K'  genifijnscbaß- 

le  Paar. 

zwei  aufeinander  gelegten  geometrisch  ver- 
an'iien  Ebenen  gicbt  es  im  allgemeinsten  Falle  ent- 
eder  nur  ein  einziges  nder  kein  Paar  Punkte,  welche 
ch  in  doppeltem  Sinne  entsprechen, 

Fällt  der  Pol  von  ffß/  für  AT  mit  dem  von  BBi  für  A  zu- 

len,    so  gehen  durcli  dleselljen  unz.ählige  Gerade,  deren  jede 

Pliükto  a,  ni  besitzt.     Im  Archiv  ThI.T.  Nr.  XVIII.  §.  ß.  <t. 

igt  wurden,    dass  in  dem  Falle,    wenn  jener  Pol  auf  einer 

.  cbaftlicben  Sekante  von  K,  A"  Hegt,    Jie  Punkte np.iare  a, 

.  M'^lche  den  verschiedenen  Strahlen  desselbeu  angehören,  einen 

Igcbuhnitt  bilden  müssen.      In  jedem  anderen  Falle  aber  bilden 

keilten  Kegel i>chnitt,   sondern  eine  Curve  höherer  Ordnung.  • 


:t)  Allen  Kreisen  <ler  einen  Bbon«.  nelclio  Itloss  tllli 
zwei  Haiinliiunkte    griieri.    (!nt.stir(.'c)ieri    in    iler   aa^' 
^henfulU  Kreide,    neldie  Moss  ilurch    tlicznoi    2Uge 
n4>t«-u  Hniinliiuiikto  Lrolien. 

4)  Allen  i;k'i.lisettlget.IIvpprl.cln,  weUlie  IiIosb  du 
üwei  HHuptptnilir<r  !;<>Iiimi  v'nA  deren  Verliiiiduagsli 
znm  l)iir<-Rmefis<-r  hnlicn,  fnlsii reellen  ebenfalls  ^Ici 
seittge  Hvnerljeln,  welche  lilosa  tlurch  die  lieideii  2U 
(.rdn"elonHaii|.f|iurikte  gelien  und  deren  VerbiniUn 
linie  zum  Dnrchniesiser  haben. 

Ferner  erslobt  sich  uns  2.  und  aus  Archiv  Tbl.  III.  S.  225^ 

5)  Dem  Mittpl|mnkte  der  den  beiden  Himptdreled 
umHchricIifuen  Kreise  entsprechen  <|;egenseltig  die  Du/ 
r«('hnltte  der  Hüben  dieser  Dreiecke. 

Dagegen  Gndet  im  Falle  b)  Folgendes  statt: 

6)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden 
bniileii  Ebenen  entspricht  eine  dem  Hainitdreieeke 
linderen  um^üchriebene  gleichseitige  Hyperliel,  derenlV! 
lelpunkl  iittf  einer  bestimmten  'Seite  dienen  Dreie 
liegt;  und  d:iher  bilden  die  entsprechenden  Strah 
dft.t  dritten  Paares  zugeordneter  Huuptpnnkte  kein«  p 
iektiviifcb-clcicben  iStrablbtlschel. 

7)     F.ii/er  bestimmten    vnn    den  drei  Senlcreclltei^ 
n  Mitten  der  Hanptdreiecksseiten  entspricht  derd 


de  ,  , 

anderen  Ilan^i  tdroiock  umschriebene  Krets;  und  da' 
eehen  die  beiden  den  Hauptdreiecken  nmschriebtr: 
Kreise  gegenseitig  durch  die  ihren  Mittelpunkten  e 
sprechenden    Punkte. 

6)     Allen   Kreisen,    nelche  bloss  durch   die  bei 
Hauptpunkte  ß.    B'   (oder  ß^,  ß,')  gehen,    entsprech 
gleichseitige  Hyperbeln,  welche  blnss  durch  die  Hau 
punkte  B,,  ß,'  (oderÄ, /T)  gehen  und  dieselben  zu  E 
punkten  eines  Durchmessers  haben. 


Zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen  S,  g,. 

Denkt  man  sich  die  Ebenen  <£>  S|  aufeinander  gelegt,  m 
ihre  geometrische  Verwand tsclmlf  am  Allgemeinsten  durch  ; 
Kegelschnitte  A",  K  {Tat'.  II.  Fig.  I.)  bestimmt,  deren  einer  die  »j^_ 
Hnuptpnnkfefi,  £,  und  dieDurchschnitte  der  entsprechenden  «Strah 
(I ,  Ui  ;  /t.  ti,...,.  der  andere  zwei  andere  KUg.  Himptpunkte  -; 
Bj  und  die  Durchschnitte  der  entsprechendeu  Strahlen  a' 
II,  V....  enthält. 

Fallen  Kwe!  entsiirechende  Punkte  fr,  iij  beider  Ebenen  s 
men,  so  gehen  die  Strahlen  a,   «',   a^,    «,'  durch  einerlei   Poi 
(aO)),  und  folglich  ist  let>iterer  den  Kegelschnitten  K,  K'  gern« 
schaftlich,    und  da  uwei  Kegelschnitte  im   Allgemeinen   entwä 
vier  oder  zwei  oder  keinen  Punkt  gemein  haben,  so  folgt: 

1)  Zwei  aufeinander  gelegte  geometrisch  votwand 
Ebenen  besitzen  im  Allgemeinen  entweder  vinr  öif 
zwei  oder  bei  ne  Punkte, "und  nur  in  gewissen  Gronxl 


öder  vi 


i«[i,  lii  tvfichon  sich  outHprechenih' 


)<inl..r 


im  (irradi 

%  ala  mich  in  Ji'iion  i1i-h  (;eiTiriii):i<:liartIklit-i)  Slrnhlei« 

KejCcUf^litjillcK  A'  cl)UIl^l■l')lClJll«^  l'unkh-  >rmniKt; 

ich  /(,  /\  um)  Jf.  Jt,    perHnckliviäcI),  m,  ^iebt  e« 

flÜKmOrh  itiilhirihschnitlo  ilcr  |<erK|)rktivibchonl>uri^hHchnlttei 
'-'  '  t  Gvtadvn  /fß, .  ///f,',  uml  iu  ikii  Puiibteti,  w»  ulkniitl 
Jteidou  lüt^tvrvn  tlon  |ierMp<  Diirch^^chnitt    iler  iieldeii 
^bflltcbel  A(!hiiviilvt. 

n  JtUnntn  Im  Allgonieiiini  kviriv  »vdi  cnUpr^chen- 

r  ziiMminenritllefi ,    weil  nur  den  Strahlen  der  Hiin|it- 

I  ^ertido  Liniott  enUiirochon.    Sind  uh«r  z.  U.  0, 

ripektlviKili,  HO  fiillvn  liiii^ ///ii/.Mel  ent«)irurhende(>t'rftd« 

nen;    und   nind  ztidek'h  auch  B",  B\   i>crH|iekti\i8ch,  und 

r  K«tii.  Stnihl  deo  «iTien  Puikrtx  Kuiflelch  dtr  perHjit^ktiviKirhe 

;buUt  da-M  anderen ,  mi>  mHosen  sich  in  frdrni  Punkte  diesen 

■  xwel  eiilKi)re<-henilo  vert'inli'eii.     SWiif  etidllt-h  zwei  Ktruhl- 

B,  Bi  concentrUüh,   sü  rdlcn  mich  Archiv  Thl.  IV. 

X.  9.  n.  entweilur  xnvi  oder  lilims  ein  «der  kein  Pu4ir  ent* 

•  Strahlen  dprscilten  KUNiimnien. 

ndeoke  cith  fenitT /.ivei  Punkte  a.  a,,  welche  »ich  in  dop- 

it»|irp(:liuTi.    d.  h.  snwofil   wpnn  a  xii  l£,    0|  xu 

I  hitdt  weun  H]  eu  €.  n  zu  if,  cerechnet  wird;  und  es  seien 

B    !(',  «';    a,,  H|  ;    «,',  n,'  rcsp.  die  mich  q,  n,  Eehcmlon  Slrah« 

Itn  B.  B,  B,,    «,:     «()   lietjen  eiuerwcits   die  UurchschtiUfe 

mid  «I  ;    a  und  Q,    imf  dem  Kuf-dstliiiiftc   h',    und  die  (ie- 

_((,    welche  dioNelheti   verlundet;  trifft    die    «eriide  BB,    in 

i  Punkte  f,    welcher  der   hiirm.  Pnl   der   Geraden  (in,    Inr  K 

IfolRUcb    peht   aa,    durch  den    härm.    Pol    vun  BB,    fi'lr  K; 

1  Midi  nndererseitN   durch  de»  härm.  Pul  v<in  B'ß.     Iiir  A"; 

llst  sie  die  Gerade,    welche   den  Uurchschnitt  der  Tnn^enlon 

t  find  Bi   mit  dem  der  Tuii^'outen  iu  ß"  und  Bi'  verbindet. 

l)a  Bau  die  Punkte  B,  Bi   und   der  DnrrhNchnltt  von  n,    a, 

IClWen,    und  BB,    den   hnrmoniM h<^u  Pol  r  von  aa,    für  K 

^t,  so  sind ,  nueh  Archiv  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  $.  4.  'l  die  Punkte 

itei  zn^cnrdncle  hiinn.  Pole  fixt  A';    nhcr  iiitch  für  A";  also 

i  iDVoliitlonen  leut;.  härm.  Polo  t'ilr  A'  und  K'  -{emajnflchftft- 

_j  In  z»*ei  aureiniuuler  gefegten  ^eometPiMch  vcr- 
ffltvn  Ebenen  giebt  es  im  al Igvmoim^teti  Falle  ent- 
•rour  ein  einziges  oder  kein  PaarPunkte.  welche 
-1d  iloppeltem  Sinne  entitpreclien. 

der  Pol  von  B'B.'  für  A"  mit   dem  von  BB^  IVir  A'  sm- 

s(i  geben  durch  dicsellicn  unKÜblitte  ficnule,  deren  jede 

kU-  fl.  n,   be»il/t.     Im  Archiv  ThI.V.  Nr.  XVIII.  §.  f..  ». 

J  iv..rd.-n.    .Inss  in  dem  Kidle,    wenn  jener  Pol  jiuf  einer 

o  Sck^mli-  von  A'.  A''  \\p-;t.    die  Punktenpnnre  a. 

(TM  liicrlcin'ii  -Slriililcn  desselben  iingeti>>Ten,  einen 

III  iiiri>-iii.      in  jcilcm  linderen  Falle  nl>er  bilden 

»cjij.it).   isondern  eine  Curve  hilherer  Ordnung. 
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Sind  zvcc'i  Strabllmscliel  B,  B^  perspektivisch,  so  siad  der 
Punkt  f,  wo  BB,  vr>m  persp,  Durchschnitt  derselben,  und  der 
Punkt  t,,  nu  BB,  vou  tler  Geraden  aa^  geschnitten  wird,  mit 
den  Punkten  B,  B,  harmonisch;  und  ausserdem  sind  die  Punkte 
a>  <t,  mit  t,  und  dem  dem  persp.  Durchschnitt  K  angehürigeii 
Punkte  Fl  harnionisch.  Im  Fall  nun  auch  B",  £/  perspektivisch 
sind  und  C,  t,',  t,'  analoge  Bedeutung  als  t,  t,,  t,  bähen,  sogiebt 
es,  so  lange  tveder  die  pcrsp.  Durchschnitte  K,  K  noch  auch  die 
Punkte  [,,  f,'  zusaminenfalleti ,  nur  eine  Gerade  aa,  und  entweder 
xwei  oder  keine  Punkte  a,  a,.  Fallen  nur  K  und  A''  zusammen, 
also  auch  f^,  fg',  so  giebt  es  keine  Punkte  a,  Oi ,  die  zugleich 
mit  (, ,  tj  und  mit  C,',  [/  harmonisch  sind;  und  lallen  nur  F),  fi' 
.zusammen,  so  besitzt  aus  deutscUien  Grunde  nur  ein  einziger 
Strahl  derselben  Punkte  a,  a,,  dann  aber  unzühlige  Paare  solcEer 
Punkte.  Fallen  endlich  sowohl  K,  K  als  E, ,  t,'  zusammen,  eo 
giebt  es  auf  jedem  Strahle  der  letzteren,  d.  b.  des  Durchschnit- 
tes von  BBt  und  BB^',  unzählige  Punkten  paare  a,  a,  ;  aber  dann 
seht  der  gemeinsame  persii.  Durchschnitt  nach  dem  Durchschnitte 
der  Gerairen  BB  und  B.B,',  und  dem  Strahle  BB'  entspricht 
sowohl  in  £.  ds  in  ß.'  der  Strahl  Ä,ß/,  ein  Fall,  der  noch 
nicht  hierher  eebijrt. 

Wenn  im  allgemeinen  Falle  die  Keeeiscimitte  K,  K!  sich 
decken,  no  giebt  es  auf  der  Geraden,  welche  die  härm.  Poole  von  Alf j 
lind  ^Ä,'  verbindet,  unzählige  Punttenpuare  a,  a, ;  uSmlich  jr 
awei  zugeordnete  härm.  Pole  derselben  sind  ein  solches  Paar. 
SluiI  endlich  zivei  Struhlbüschel  B,  B^  concentrisch,  so  s 
die  Strahlen  o,    n,  derselben,    welche  nach   zwei   Punkten  o,    Jv 

fehen,    in  doppeltem  Sinne  entsprechend,   also  sind  nach  Archiv. 
hl.  IV.  Nr.  XXX.  g.  1.  b.  die  Strahl  husche  I  involutorisch ;  hier- 
aus l'olct: 

3)  Sind  die  beiden  Paar  StrahlbflschelB,*,;  P',  Ä,', 
tnAosehunE;  derer  zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen 
geoinetriscü  verwandt  sind,  concentrisch,  so  entspre- 
chen entweder  alle  oder  kein  Paar  Punkte  derselben 
eiuander  in  doppeltem  Sinne. 

Gilt  letzteres  von  allen  entsprechenden  Pun kienpaaren,  so  sol- 
len die  Ebenen  iDVoluloriscb-Tcmandt,  und  je  awei  ent- 
sprechende Systeme, derselben  zwei  In volulious-Syst eme  heis- 
sen.  Im  Ganzen  bleiben  dann  noch  alle  Erscheinungen,  wie  frü- 
her; einer  t'urve  der  nlen  Ordnung  enlspricbt  eine  der  2nten 
Ordnung  u.  s.  w.,  doch  ist  es  einerlei,  in  welcher  der  beiden  Ehe* 
nen  liegend  eine  jede  von  beiden  Curven  vorgestellt  wird:  es  fal- 
len nämlich,  was  bei  bloss  concentrischen  proj,  Strahl  huscheln  i 
nicht  stattfindet,  jetzt  auch  das  dritte  Paar  zugeordnete  Haupt-i 
punkte  zusammen. 


Zwei  Ssstc 


Sind  in  einer  Ebene  €  zwei  Gerade  A,  A'  mit  den  Punkte 
a,  i,  t,  b....  und  a',  b',  (',  b'.... .    in  einer  zweiten  Ebene  €|  Kwd 


>erR<le  Ay ,  Ai    mit  den  Punkten  «i ,  E 
'    .  gegeben,  iinii  ist 


,  (, .  b|....  lind  St'*  W-  W- 


.4(a,6,C.b....)=-^i(«f6i7C|,b,....)  und  KUgleJcli 

/l'(a',b^c^^'..,.)  =  .^i'(al^6^',c,',^,'....). 

)  entspricht  jeder  Geraden  a  der  Ebene  6,  welche  A,  A'  in  u, 
'  schtieiilet.  eine  Gerade  n,  der  Ebene  S[ ,  welrlie  durei»  dieent- 
tiprechendeu  Punkte  «i ,  fli'  geht;  insbesondere  entspricht  der 
unendlich  entferulen  Geraden  einer  jeden  Ebene  diejenige 
Gerade  der  anderen,  welche  die  sogenannten  Durchscbnille  der 
Pafallelstrahlen  verbindet  Dem  Durch§chnitte  p"  von  A,A' 
entspreche  in  Ai    ein  Puiikt  /*,'    und  in  Ai     ein  Punkt  p,  ;     und 

I umgekehrt:  dem  Dnrchschnitte  pi"  von  A^,  rJ,'  entsprecn«  In  A 
^n  Punkt  p',  in  A'  ein  Punkt  p,  und  ea  seien  A",  A^"  dieGera- 
mea,  welche  resp,  p  und  p',  p,  und  pi  verbinden.  Dies  voraus- 
Bsetzt,  so  entspricht  jedem  Strahle  von  p"  die  Gerode  A," ,  und 
Edei»  Strahle  von  /*,"  die  Gerade  A". 
r 


Es  sei  B  irgend  ein  Punkt  von  C,  dessen  Strahlen  a 
i  A  in  a,  b,  t,  i....,  die  A'  in  a',  b',  t',  b'....   schneidet; 


JiO'i,6i,c„b,....j  =  ^(a,6,c,6....)=(«,A,r.«t...)^ 
^'(a',  I)',  t',  6'....)  =  Ai '  (fl,',*,',  t,',  b,"...0 :    als*. 
Al(o^,bi,t^,bl....)=A^'^«lJ',b^',Ct',bl'....). 


Liegt  0  Ruf  A" ,  8»  entspricht  dem  JStrahle  A"  i  on  i9  ein 
durch  pi"  gehender  Strahl,  also  sind  die  Geraden  Ai,  Ay  in  An- 
sehung der  den  a,  h,  c,  d....  entsprechenden  Geraden  a,,  A,,  <!,, 
d,....  perspektivisch,  und  da  demjenigen  Strahle  von  iS,  welcher 
durch  />"  geht,  die  Gerade  ^|"  entspricht,  so  Iie;^t  der  Projek- 
tionspunkt  By  von  A^.  A^'  auf  A^".  In  jedem  anderen  Falle,  wo 
B  auf  keiner  der  Geraden  A,  A',  A"  liegt,  umhüllen  die  Geraden 
(H)  *!  ■  t'ii  dl....  nebsl  J,,  J,',  ^J,"  einen  Kegelschnitt  [0,]. 
Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Geralden  r,  welche  die  Durchschnitte 
der  Parallelst rahlen  von  A.  A'  verbindet,  so  wird  der  Kegelschnitt 
[Bi]  von  der  unendlich  entfernten  Geraden  berührt,  i><t  also  eine 
Parabel;  und  ist  ß  selbst  unendlich  entfernt,  so  berührt  [fi|]  die 
Gerade  r, ,  welche  die  Durchschnitte  der  Parallel  strahlen  von  A,. 
Ai    verbindet. 

Die  drei  Geraden  A.  A',  A"  nnd  Ai,A,',  A."  werden  Haupf- 
linien,  die  Pnnkte  ;*,  ;>',  p"  und  p,,  pi,  p,"  Hauptpunkte, 
die  von  ihnen  eebildeten  Dreiecke  Hauptdreiecke,  and  je  zwei 
gleich m a rki rte  Haupt! iuien  und  Hauptpunkte,  vvie  A".Ai";  p',pf': 
A",pi",  zng'eordne te  genannt. 

1.  Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  einer  Haupt- 
linie der  einen  Ebene  liegt,  eutsnricbt  wieder  ein 
Punkt  der  zugeordneten  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 

2.  Einem  jeden  Strahle  eines  Hauptpunktes  der 
einen  Ebene  entspricht  ein  nnd  diesel  he  Gerade,  näm- 
Jich  die  zugeordnete  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 


!lr:h« 


elsclir 
ren  B 


ufke 


r  H,r 


nup 
IV  eich  er   ir. 
irid  von  ilei 
ech  enden    Gera  dt 
elsclltlitt  1! 
unkt  (Mif  der  mit  t  (r,)  h. 


3.  Eino in  jeden  Punkte 
linie  liefit,  e'nls|'rirht  ein 
den  drei  Haripllinien  der  u 
den  Strahlen  des  erstere 
lierührt  wird,  nud  umgekeli 
eii>e  Parabel,  wenn  jener  I 
zeichneten  G  eraden  liegt. 

Es  würde  laDi^iveilii;  siein,  diese  Untersuchuiie  noch  weiter  xu 
Terfolgen ,  indem  man  Kich  liereit»  aits  diesem  Anlang  derselbto 
überzeugt,  daas  dieselbe  kaum  mehr  als  eine  wiederholte  Erzäh- 
lung der  unter  a.  eeironnenen  Resultate  in  anderem  (iewande  lie- 
fern würde.  Der  Leser  kann  mch  sogleich  in  den  Besitz  de«  hier 
zu  Gewinnenden  setzen,  wenn  er  in  den  frciherea  Betraclitungen 
und  Lehrsätxen  die  Ausdrucke:  Punkt,  Hauptpunkt,  Geriäe, 
Hauptlinie,  Curre  »ter  Ordnung  oder  Klasse,  Punkt  oder  'San' 
gente  einer  Curre,  nfacher  Punkt,  Kückkehrpunkt  n.  s.  w*.  resp. 
mit  den  Ausdrücken:  Gerade,  Hauptlinie,  Punkt,  HaupftmQkt,. 
Curve  nter  Klasse  oder  Ordnung,  Tangente  oder  Punkt  einer  Carven 
»ritche  Tangente,  Wendungstangente  u.  s.  w.  vertauscht.  Nur 
einem  besonderen  Falle  stellt  sich  Eigenthümliches  heraus :  Sh 
nSmlich  sowohl  die  Geraden  A,  A^  als  die  Geraden  A',  A{  ftr' 
jektivisch-ähnlich  oder  gleich,  so  entsprechen  sich  die  o 
endlich  entfernten  Punkte  derselben,  und  folglich  auch  die  unend- 
lich entfernten  Geraden  ihrer  Ebenen  i;egenscitig ;  die  Geraden 
^"  und  Ax"  sind  also  in  Ansehung  ihrer  entsprecheuden  Punkte 
ebenfalla  ähnlich;  jeder  Parabel,  welche  die  drei  Hauptlinien  der 
einen  Ebene  berührt,  entspricht  ein  unendlich  entfernter  Pnnf 
der  anderen,  und  jeder  Parabel,  welche  bloss  Kwei  Hauptli 
berfibrt,  entspricht  wieder  eine  Parabel. 


i 


) 


5.17. 

Von  der  Betrachtung  dieser  beiden  Systeme  eilt  fast  dasselbe 
als  von  der  der  beiden  vorigen.  Man  erhält  die  Eigenschaften  der- 
selben, wenn  man  in  a,  die  Ausdrücke  für  die  Elemente  der  einen 
Ebene  unverändert  lässt,  dagegen  die  für  die  Elemente  der  andC' 
ren  mit  den  so  eben  genannten  vertauscht.  Nur  dem  .§.  14.  steht 
hier  durchaus  kein  abnlicher  zur  Seite,  und  das  Analogen  der 
Frage  über  die  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  dürfte 
wenigstens  kein  besonderes  Interesse  darbieten.  Wichtiger  dage- 
gen wnre  es  zu  untersuchen ;  tvelchem  Orte  diejenigen  Punkte  der 
einen  Ebene  ana;ehi>ren,  deren  entsprechende  Geraden  durch  diese 
Punkte  selber  geben  ?  und  umgekehrt ;  indem  dieselbe  Frage  für 
recipTok-vemandte  Fimiren  von  besonderer  Bedeutung  ist.  Schwer-'/ 
lieh  aber  durfte  diesollie  hier  ohne  Hülfe  der  algebraischen  Ana- 
lysis  beantwortet  werden  können,  wesshalb  ich  sie  übergehe. 


üweitc  Art 


I  VoTwandtschnFlfin. 
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Ea  seien  jftzt  lüo  in  5-  "*■  ItH rite li tuten  »wel  Paar  jirnjckti vis clio 

'alllbfitüch«!  /{,  Hl  niid  fi'.  Hl'  s^a  licschnffpn ,   iluss  kivur  ilvin 

McinschamiclK'K  SlrahU  P"  von  it.  B' ,  liiKorrrn  vr  xii  A'  i.'«^- 

Äuet  nini,    in  Bx'  wiedentm   der  cfmeinsHiafllicho  Strahl  A" 

,lB,,   Ä,'  entspKHiP,    .1.  h.  .las*  «owoM  P  mit  /"    als  nucli 

mit  /*■"  zuKiinimeTiralle;    iljiss    il.-i<!«gen    dem   8trahtt>    /*'  de« 

i»Wliß>whels  fi  ei»    von   /*"  verschiedonef  Strahl   /','  in  «,, 

Bd  umpekehrt :    dein  Stmlilo  P,"  vom  ß,  eiD  v«ti  />'  vew.hie.lo- 

^  Strahl  P'  in  fi  eiilsjireche.     In  iliesein  Falle  nutss  viiicm  jeden 

inkte  roti  P"  der   elnxiije    Punkt  ß,  ,    und  einem  jeden  Punkte 

_ti  /"    der  elnuise  Punkt  B^' :    und   ebenso  einem  jeden  Punkte 

In  Pi"  der  Pnnlt    B.    nnd   einem  jeden   von  /','  der  Punkt  B' 

■Uprechen.     Einer  jeden  Geraden  Ä  der  Eheiie  E  ents|iri(-hl   \n 

offenbar    ebenso   wie    Trilher    ein    ICesielschnitt  [J|]>    H'eleher 

K'ii  die  Pnrtkte  0,,  ß,'  <;eht;     iveil  alier  jet^t  denjenigen  ztvei 

ralilen  von  If,  fi' ,    irelche  nnth  dem   Durch  schnitte  vnn  A  und 

'  fferichtet  sind,  in  fi, .  ß,'  die  Strahlen  /*,',  I',"  entspreihen, 

■  Süss,  2ufol"e  Archiv.  Th!.  I\'.  Nr.  XXX.  II..' der  Ket-els.hnitt 

_J  die  Haiqitlinie  P,'  in  fi,   berühren,     Tnd  umgekehrt:  wird 

_,Jem  Keselschnitt.    nelcher  durch  die  Hanpt|innkte  ß,    B  geht 

ntid  die  llauptllnie  P'  berührt,  iu  der  anderen  Ebene  eine  Gerade 

entsprechen.    I>a!;er;en  entspricht  jedem  Ket;elscbnitt,  »elchcr  durch 

ß,  iV  geht,    aber  P'  nicht  herfihrt,    zviar   wiederum    ein  Kofrel- 

schnitt,'w-etchcT  durch  ß^,  fii'  ^eht,  der  aber  die  HnuptÜnie  Pi' 

nicht  herfilirt- 

Es  sei  E  eine  Curve  der  wlen  Ordnung,  «eiche  durch  keinen 
der  Hauptpunkte  B,  B  ^ehe,  und  es  sei  \x  die  ihr  entsprechende 
Cnrve;  so  entspricht  den  w  Punkten ,  ivelcbe  (J  mit  i"'  gemein 
hat,  ein  wfacher  Punkt  ß,,  und  den  w  Punkten,  ivelche  <S.  mit  P' 
^eiDein  hat,  ein  nfacher  Punkt  ß,'.  Einer  jeden  üernden  der 
Eliene  C.  entspricht  ein  Keitetwihnitt,  welcher  mit  S  Im  Allgemei- 
nen 2»  Punkte,  «eiche  nicht  in  ß,  B  fallen,  gemein  hat;  als» 
wird  £i  von  dieser  Ceraden  in  In  Punkten  geschnitten,  ist  foldich 
vor»  ^er  'inten  Ordnung.  Denmach  hat  jeder  Strahl  de»  PniikteS 
ß,  ausser  diesem  nfachen  Punkte  noch  w  Punkte  mit  ff^  y;emeln, 
Der  Strahl  P(  aber  kann  keine  Punkte  der  Curve  besitzen,  welche 
nicht  mit  ßi  zusammenfitlleo.  weil  sonst  die  Curve  ?  durch  den 
Punkt  B  gehen  miieste.  was  s:e^en  die  Annalinie  i»t;  also  sind 
länfis  Pi  ausser  jenen  n  Punkten  noch  v  Punkte  mit  B^^  verei- 
nigt Dennoch  aber  ist  ßt  kein  Sfifacher  Punkt;  weil  sonst  auch 
alle  übrigen  Strahlen  desselben  ausser  ihm  keinen  Punkt  mit  5, 
gemein  haben  könnten. 

Denkt  mau    sich  nämlich  die  jetzt  in  Rede   stehende  Art  der 
_V*envand tschaft  aus  der  ersten   durch  aJlmahligen  Uebergang  ent- 
luden, indem  die  Hauptlinien  P,  P,  immer  kleinere  Winkel  mit 
'.  P,"  bilden,  so  siebt  man,  dass  zwar  längs  der  festen  Geraden 
'     ■  1  ieder  der  n  Pun_kfe,  welche  den  nfachen  Punkt  ßi"  büde- 
liui  mit  einem  der  Punkte,    welche   den  »fachen  Punkt  ßj 


f 


bilden,  nümlif^h  mit  dem  demselben  Zweige  angehörendea.  vere 
nigt  hat,  und  folglich  tiings  Pi  2n  Punkte  der  riirve  liegen;  das» 
aber  eine  solche  Vereinigung  zweier  Punkte  aul'  keinem  anderen 
Strahle  des  Punktes  fi|  stattfindet.  Ferner  ersieht  man  hieraus, 
dass  die  Hauptlinie  P,'  die  m  Zneige  der  Curve,  welch«  durch  ßj 
(und  ßi")  gehen,  im  Punkte  ^^  berührt,  und  folglich  diese  Zweite 
selber  einander  in  ß,  berühren,  gleichwohl  aber  dieser  Punkt  kern 
Kück'kehrpunkt,  sondern  nur  ein  Tielfacher  Punkt  überhaupt  ist, 
weil  derselbe  nicht  den  unmittelbaren  Uebergang  von  einem  Zuoige 
zum  anderen  bildet,  vielmehr  der  die  Curve  beschreibende  Punkt 
sich  continuirlich  und  auf  demselben  Zweige  verharrend  durch  £, 
hindurch  bewegt  und  erst  spSter  wieder  auf  einem  anderen  Zweiffe 
nach  Bi  gelangt.  Dies  letztere  erhellt  auch  aus  dem  Umstände, 
dass  bei  jenem  allinnhiisen  Uebergange  nur  die  Geraden,  welche 
den  Punkt  S"  mit  den  Tturchschnitten  von  S  und  P"  verbinden, 
sich  zu  vereinigen  streiten ,  diese  Durchschnitte  selber  aber  unver- 
rOckt  und  getrennt  von  einander  bleiben,  Mcshalb  auch  die  in  ß^ 
vereinigten  n  Punkte  noch  immer  als  diskrete  Punkte  der  Corve 
anzusehen  sind.  Man  nennt  diejenige  Tangente  einer  Curve,  iKngs 
welcher  mehr  als  eine  Berührung  stattfindet,  eine  vielfache  Tan- 
gente derselben,  und  zwar  in  dem  Falle,  wenn  zwei  oder  mehrere 
derBerClbrungspunkte  zusammenfallen,  eine  Wen  düngst  an  gen  te, 
und  den  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt  einen  Wendungs-j 
punkt  der  Curve;  insbesondere  gelten  die  beiden  letzten  Aiu-j| 
drücke  mit  Vorzug,  wenn  alle  Beruh ningsjmntte  einer  vietrache|. 
Tangente  sich  vereinigen.  Man  sieht  sogleich,  duss  die  vielfach«!  ~ 
Tangenten,  die  Wendungstange nten  una  die  Wendungsp unkte  für 
Curven  einer  Klasse  dasselbe  sind,  als  die  vielfachen  Punkte,  die 
Rück  kehrpunkte  uud  die  Tangenten  in  derselben  für  Curven  einer 
Ordnung.  Im  Falle  der  Curve  £,  ist  demnach  der  Punkt  Ö^ 
vollkommener  Weudungspunkt,  und  die  Hauptlinie /*/ ist  eine  voll- 
kommene Wendungstangente.  Ks  gibt  aber  auch  Fälle,  wo  S|J 
nur  theilweise  ein  vielfacher  Punkt  und  theilweise  ein  Wendung«^  7 

Geht  nämlich  die  Curve  £  ^mal  durch  B  und  ^ mal  durch  B", 
so  ist  die  entsprechende  Curve  <S.i  von  der  ,(-2»  — {/>  +  9))ten  Ord- 
nung, besitzt  in  Bi  einen  (n-^ajfachen  und  in  B^  einen  (n-^)fachen 
Punkt,  und  längs  P,'  vereinigen  sich  «—(/>  +  «)  Punkte  mit  einer_ 
gleichen  Anzahl  der  bereits  in  B^  vereinigten  Punkte.      Es  mal 
sen  sich  also  in  Bi  n  — (/'-(-o)  Zweige  der  Curve  berühren, 
rend  die  übrigen  p  Zweige  die  letzteren   imd  einander   in  dtesei 
Punkte  durchschneiden. 

Verfolgt  man,    wozu  hier  kein  Raum  mehr   ist,    die  in  §. 
und  §.  12.  angestellten  Betrachtungen ,  so  wird  man  linden ,  dass  em 
Punkt  einer  Curve,    in  welchem  sich  «  —  (p +7)  Zweige  berfibreo 
und  von  p  Zweigen  geschnitten  werden,    dieselbe  Geltung  hat^  als 
zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  ein  (n — 9)facher  und  der  anderej 
ein  («— (p+9))facher  Punkt  ist.  " 
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Eierkuniren  über  die  AuflSsiin^  der 
elcliiuigrcn  des  dritten  Orades  in 
id  Tl.    Heft   1.   dieses  ArchiYes. 

ii 

'  Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippo, 

Oberlehrer  am  Gymnaniiim  Fridericianum  zu  Schwerin« 


Der  Herr  Herausgebor  dieses  Archives  hat  die  Auflosung  der 
UuDsen  des  dritten  Grades  in  einer  Weise  gegeben ,  welche 
I  den  Mängeln  der  Darstellung  dieses  Gegenstandes  in  unseru 
kbflchern  zwar  frei  ist,  in  mir  aber  ein  nedenken  darüber  zu- 
Igelassen  hat,  ob  dieselbe  für  den  Schulunterricht  durchweg 
ignet  sei.  Man  soll  näinlich,  um  die  Gleichung  x'=a;r-t-2 
nluseD, 

w,  darauf 

*«= 3(/>  +  ylTZl) (pi  \  f/i  rzri) \pApi  +(q  +  r/i)  V'Z:i\ 

-Kp  +  qf"=iy  \  (pi  +  f/L  I^^TD« 
.=  3(p  +  //  VZZi)  (pi  +  y,  V  :Zl)a- 

+  ip  +  qVZIi)^  \  (p,  +  r/i  V":=T)=» 

vickeln,  und  hierauf  zur  Bestimmung  von  p,  p^,  q,  f/i  die  vier 
ichongen 

p^-\pi^—3pg^^3piqi^=b, 
g^qi^-^p^g-Spi^^O 

ieiten.     Nun  erst  richtet  sich  die  Untersuchung  auf  die  Auflin- 
feiner  reellen  Wurzel. 


fter      . 

i 


Dieser  Anl'ang  scheiot  mir  für  Schiller  scliwierig  nin}  ali- 
.schreckend.  Die  .\uni3)ii[ng  ([uadratl scher  Gli-iL')juiiE;eri  ist  ihnen 
so  leicht  seHordvii  und  beruht  auf  einem  so  eiafuchen  Gednnken, 
der  sich  iünen  mit  Nothvt'endiglieit  nnfgedräii^t  hiit .  dastt  sie  Aehn- 
liches  anch  bei  den  cubischen  Gleichungen  envitrien.  Die  sofor- 
tige Einführung  des  Imaginären  niuss  sie  nnthiTendt^'  hefrenideut 
da  ihnen  dasselbe  iitinier  noch  als  Ausnahme  erscheint,  und  ihnen 

der  Gedanke,  dass  die  Form  p-\-qV 1  die  allj^emeinste  Zahlform 

i«!t,  zwav  bekannt  aber  noch  nicht  geläutig  ist.  Sodann  ersclireeken 
sie  vor  Jen  Schivicrigkeiteu ,  nenn  ihnen  stiitt  einer  leicht  aufzu- 
fusseudeu  Gleichung  vier  neue,  dem  Anscheine  nach  viel  achivie- 
rigete,  entgegen  treten;  und  in  der  Mulhlosigkeit,  die  sie  erfaaati 
künnen  sie  keinen  Schritt  selhutstiindig  vonvarts  tliun,  und  bvcb- 
stess  den  Lehrer  lie^nndern,  der  mit  geschickter  Band  die 
S^htvierigkeiteii  zu  beäeitigen  nelss- 

Wenn  ich  im  Folgenden  den  oft  behandelten  Gegenstund  noch- 
mals aut'nehmc ,  so  geschieht  dies  in  der  Absieht,  die  Besultati 
ner  Erl'abrungen'  über  denselben  mitzutheilen,  «ii«  gewiss 
von  den  Lehrern  geschehen  künnle,    zum  Nutzen    und  Fromuu 
unseres  Unterrichts  und  unserer  Lehrl)ücher. 

Den    Schülern,    denen    man   cuhische   Gleicbimaen    vnrt.raail 
ttitl,    sind    die   Sätze  j:' -  o^  ^  (a;-o)  (a^  +  aÄ  +  u^),    x^^a^ 
(x+a)(x'^—ax-\-ii^^)  bekannt,  mid  die  quadratischen  Gleichuagen 
ISulig;    man  wird  also  ohne  Schwierigkeit  die  drei  Wurzeln  der  ri 
Ufln  cuhischeu  Gleichung  linden. 

Wenn  nmn  die  genii~t4chte  iiuadrutische  Gleichung  auch  zuerst 
dadurch  getiist  hat,  dass  man  die  linke  .Seite  zu  einem  Tollständi- 
gen  Quadrate  machte,  so  iriril  man  es  doch  nicht  versäumen  dSrft 

aufeine  reine  quadratische  Gleichung  zu  reduciren,  indem  man  x=^-M 

setzt,  und  i  so  liestimmt,  dus»  der  Coefücieiit  von  //  Null  wei(V 
Dann  geht  man  an  die  Behandlung  von  ^ 

x^-tax^-i-bx-\-c~0, 

so  iverden  die  Sclii'iler  den  Rath  geben,   j,-=y-|-:  zu  setzen,   i 
:  so  zu  bestimmen ,  dass  if*  «egfalle.    Man  (indet  dann 

1)     -/^ +}>!/  +  ■/ =  0- 

Sicher  ivird  nun  der  eine  oder  der  andere  den  Rath  crtheilen,  t 
»iolche  Suhstitittioii  nochmals  vorzunehmen,  ^=u-|-v  zusetzen, 
auch  die  erste  Potenz  der  Unbekannten  vregzuschaffen ,  und  zu 
einer  reinen  cubischen  Gleichung  zu  gelangen.  Ich  pfleg«  sot- 
ihem  Rathe  zu  folgen,   und  setze 


2)  0-M=  h3(-.«*+(3rH;')w  l(''H;".+v)- 
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f'  Es  erheilet  dann,    dass  man  durch  3r^-|/>-  -O  zu  einer  Cilei- 

ehung  u^-i-ctu*-^ß=0  selans^en  wiirdc,  so  wie.  ilass  nicht  zugleich 
3v^-{-p  =  b  und  3rr-^0  8ein  kann,  wenn  nicht  p  seihst  Null  iMt, 
d.  h.  wenn  man  nicht  schon  eine  reine  cuhische  (ihMchuni;  hat. 

Nun  muss  der  Lehrer  weiter  hellen:  Die  Anftcahe,  die  Wur- 
zeln von  ^^-f/'//-f~9  =  0  zu  linden,  ist  «feinst,  wenn  man  u  und  r 
so  bestimmen '  kann ,  dass  der  Gleichung  2)  («enilge  i^eschiehf. 
Zur  Bestimmung  zweier  Unbekannten  gebraucht  man  zwei  Cjlei- 
chuogen.  Diese  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  2)  so 
ordnet : 

3)  (i«»  +  i'M-7)  +  (3«H  y^)(w  f  r)=0. 

Da  in  der  Gl.  1)  das  absolute  Glied  nicht  Null  ist,  so  kann  Null 
keine  Wurzel  derselben '  sein ,  mithin  kann  man  nicht  u-|'r:=0  set- 
zen. Es  bleibt  aUo,  wenn  man  der  Gl.  3)  Gentige  leisten  will. 
nur  übrig 

^     S  u^  +  v^  +  T  0, 
I  3mp+p-  0 

zu  setzen. 

Ich  habe  absichtlich  vermieden,  die  Herieitunu  so  zu  ordnen: 
man  setze  jf=u-|-r,  dann  ist 

also  auch 

y^*  ■-  3Mr .  y  +  M^  f  r 3. 

Vergleicht  marj  die>  mit  .v'"  — py— 7>  •*'»  erhMt  man  ?jiir--  -//. 
i|5-|-r3=  — ^.  lict>s  man  n^.njlirh  stHtt  ?«  j  r  wieder  rurk^^ärts  y 
schreibt,  rjach^eiii  man  e!>eri  erst  wf  r  stutt  //  iie*etzt  hat.  und 
dabei  u  uod  r  d"«  h  ncKh  beibehält,  er-^hei'it  den  Schulern  immer 
als  ein  Kuodt^riff.      .Schreibt  marj    iiun  die  Gl.  4/  in  der  Yt.tTm 


\ 


'}. 


II«  4-  rS  -  —  fj 


oder  srar  0+;:--  —  <y .  i\i   -—  ^,    l^.l   ^^■|rlC    'Jie    .VhOler    aui    aarj/ 

bekanntem  B'.»de:.  -:.(]  -^-beD  de.*  Z'el  -'••.K'..'j  ^r«?  A-oje'-.    Mt?i  k«.'i'i 
also,  ehe  muT;  *.^e::e!  :;eb:.  die  F'^iiie  i;...r"»erfe'i:   ".erde?»  c  u?id  :> 
mithin  «  und  *    iiu::;e?   reeJI   >^e■!  ..    u*  d    du-vb   deo  ibt^e^j    j;»-lü*v^; 
2en  Sitz 

ie  jene  Frace  düiti.  h»ic.!nv' •»'•i>*ti  la^^e!» ,   dt^t  t   tti'j  ;i  »•***!:  ««^.i. 


werden,  «eni   ^»^4    ,,.-    i^uisiVM    '«dief    Nuil    is*       luiftt'-i««'    div^^jteii 


«em. 

dieser  f 

Verth 

negativ 

Ist. 

Für  alJe  Falle  aber 

ist  doch 

-|± 

.V.Mf, 

>=V- 

-h 

*v. 

'^%- 

»'+PS  +  9=(y-("+i'))(sHC"+")ff+CK+r)«+;)); 


iilirt  y^+py-\-q  durch  «—(«fc),  nnd  ich  t 
weil  die  Schüler   hierhei  sicherer  gelier 


iehe  dies 
letztere   vnr,    weil  die  i^chüler   hierbei  sicherer  gehen.      Mao   er'^ 
hält  so   den  Quotienten  y^-\-(ii  +  ti)y  +  (u+v}^^p,    und  den  ResL 
(«+?)'+?(«+*■)+?>  welcher  Null  ist,  mithin  für  1/'+;*//  +  ^  das  ohigH 
Prodll  ct.  '(^ 

Sucht  mun  die  Werthe  von  y,  welche  dessen  ijuadrntischeii 
Factor  zu  Null  machen,  so  erhSIt  man,  nach  Berüchsiclitigitng  vr- 
/»  = — 3mi', 


-+"3  V"- 


alsQ  imaginäre  Wurzeln,  < 
nenn  man  den  Grund  hierv 
rjuadrati sehen  Factor  auf  di 


.u  .^  uuu   .,   .dell  sind.     Es   ist  f 
dadurch   auf;ieigt,  dass '"■ 


..  »adurch   „_. 
Form  bringt: 

(yi—^-)  +3(— 2")  ■ 


Nun  nird  man  den  irreduciheb  Fall  betrachten  n 
darauf  hinweisen ,  dass  m  und  e  zwar  imagini 
und  v^  conjugirte  imaginäre  Ausdrücke  sind,  und  < 
eine  genauere  Untersuchung  auch  u  und  v  als  solche  erkennen 
Hesse,  nicht  bloss  w+r,  sondern  auch  (k — cJ^^ITf  reell  , 
dass  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden 
wurden,  deren  Berechnung  man  sich  entweder  noch  vorbehält 
oder,  was  ich  vorziehe,  sofort  ausführt,  indem  man  den  hinoiQ 
sehen  Lehrsatz  zu  Hülfe  nimmt.  Die  Erfahrung  hat  mir  gezeig 
dasB  die  Schüler  kaum  irgend  einer  ReihenentWicketung  mit,') 
spanntercni  Interei^se  folgen,  als  gerade  dieser.  Es  liegt  die 
mit  darin,  dass  sie  eine  so  lebhafte  Ueherzeugung  i 
wendigkeit  der  Aufgabe  selbst  haben. 

Hierauf  habe  ich  gewiihntich  erst  die  Vereinfachung  der  c_ 
danischen  Formel  durch  die  goniome frischen  Functionen  vorgenoi 
men ,   und  liess  mich  dann  durch  den  Versuch,    dem  irreducibelq 
Falle  dieselbe  Wohlthat  zu  erzeigen,   zum  Ausdruck 


1'  der  Notb 


VlrCcosioisinioV"-  ])] 

führen,  um  bei  dieser  Gelegenheit  von  den  imaginären  Ausdrücken  i 

der  Form  cosoj+sinwV 1  das  Wenige  zu  lehren,  was  man  ge-, 

braucht,   um   für  u-f  f  ilie   bekannte   Formel  ku  finden.     Für  die 


nnrxela  prRclMtn  »ich  ili«  «infoclien  hckanalen  An»- 
■  man  l>«achl«t,  doMs  ci>«60"— 1,  sintiU"— 1  vif  <«!• 
I^hnnfc  xW'iHi'h4*n  ili>ii  ^niit<>ni«!(ris4;li<<ii  FunctSoiifn  des 
~'l  eüirachvn  \\'inli:e[K  |iflv(;tf  ich  beim  Vortrüge  der 
IiiMinlKt-n,  iini  ilie  (äli^icliiiiii;  x' — pjr^o=0 
fSo  natdrlich  «lies  den  8chaiern  erschci»!,  und  »o- 
ihncn  rii;i(')il .  viiii  di-n  eititi  mbis(;lie  (■l«tcliiini;  btl- 
^  miaraelrixclipn  lonnelii dieae  Anw«- ndung zu  marh^D,  ^<>mdn 
iliflvrbnr  knitiml  dk  ihnen  vor.  nenn  nmn  iiin)rek«hrt  liei  der 
Uli  der  cnbiNrh«n  (^lekhungen  in  d^ni  Mnmpnte,  wo  ihnen 
.aKiBfirt^  im  Wege  steht,  ilic  ihnen  vielleicht  wieder  eut- 
ftm  Fonnel 

fUt»  nifl.    Diese  Art  IleMutidenin^  soll  die  Matbemutik .    ivie 

■ch«inl,    eher  vermeiden  als   er^lrelieii,    denn   sie  etiihtl  die 

r  Lettieuden  ehen  »•>  ivent);,    uIh  füv  ihren  Muth  hehl. 

ILAiideres  ist  es,  wenn  man  hei  der  AufliimiD);  der  (älei- 

t  Umstand   lienutxt,    duss  jeder   [tositive  ächte   Bruch 

\  «Ines    Sinus    gleich    ist,    um)   die  Lernenden    dann 

I  Fnl^  dieser  Substitution  eine  überruschetide  Ver- 

_  _    tvADnen  wird ;    denn  hier  wird  der  Aiisgani^  von  einem 

hcn' (tednnlten  gemacht,    von  dem   man  eiosieht.    daas  er 

tia  tuKlern  Fallen  die  trefflicbtiten  Dienste  leisten  niuss. 


XV. 

erPoinsot's  metliodc  znr  Bestim<^ 
Bg  des  ^rUssten  f^emeinschafllichca 
]VIaasses  zweier  Grössen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


cl  «puli- 
p.  48.   hal 


I   dem  Journut   de   ;\la 
KU,  nuliliö  i>:ir  J.  l.ii)Ui 

DSAf  «ine  Methode    zur   Destimmuns    des    ((roHsten   ^eruein* 
pHdlon  Mnasses  zweier  (irlissen   vorgetragen,    deren  Princij« 
I  ist,  dues  es  sich  kaum  denken  Iflust,   da»»  dieselbe 


tiicht  schoD  einmal  andetstfo  enhvi ekelt  wonleti  sei d  sollte.  Po  in* 
Rot  liezei^hiipt  diese  McthoHe  aber  als  neu,  und  jedenfalls  iot 
dieeelbe  nicht  so  ail^meiri  bekannt,  itle  sie  nucli  meiner  Meinung 
'in  gewisser  Kticksiubt  zu  sein  verdient,  weshalb  wir  ihr  hier, 
mit  mehreren  eigenen  lienierkuiigeii  und  Zusät/.en  und  jiberhuupt 
in  griisstetitheils  eigenthilmltcher  Entivickelung,  die  fotgeuden  Sei- 
ten widmen  wollen. 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  gleichartige  Grössen  beneich- 
neii,  <lereB  griisstes  gerne! n»chitrtliches  Maass  gefunden  werden 
soll,  so  nehme  man  die  eine,  etwa  A,  von  der  anderen  B  so  oft 
weg,  als  es  angebt.  Bleibt  dann  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A 
ist,  so  bilde  man  das  Zweifache  28  von  B,  und  nehme  A  von 
2B  wieder  so  oH  weg,  als  ex  angeht.  Bleibt  bei  dieser  Opera- 
tion wieder  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  so  bilde  man 
das  Dreifache  'iB  von  B,  und  nehme  A  von  3B  so  oft  weg,  als 
es  angeht.  Findet  man  nun  bei  der  Fortsetzung  dieser  Operation 
endlicli  ein  Vielfaches  ?nB  von  B,  von  welchem  A  steh  n  Mal, 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  wegnehmen  Llsst,  ohne  dass 
ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist.  Übrig  bleibt,  d.  h.  findet  man 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  B,  welches  von  A  genau  gerne«* 
sen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist, 
und  ist  inB  das  niedrigste  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A 
gleiche  Vielfache  von  S,  welches  es  giebt,  so  ist  der  mte  Theil 

von  A,  t\.  h,  —,  das  grüsete  gemeinschaftliche  Maass  dei 
Grossen  A  und  B,  und  dasselbe  also  auf  diese  Weise  gefunden.^ 
Kommt  man  aber  hei  Fortsetzung  des  obigen  Verfahrens  nierai' 
auf  ein  Vielfaches  von  B,  welches  von  A  genau  gemessen  wi) . 
oder  eioem  gewissen  Vielfachen  von  A  gte'icb  ist,  so  sind  die  bei 
den  GrOssen  A  und  B  incommensurabel ,  d.  h.  es  giebt  für  di< 
selben  gar  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  Kuerst  annehmen,  dass  i 
bei  der  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  ein  Vielfaches  mB 
B  gefunden  habe,  welches  von  A  genau  gemessen  wird,  oder  einem 
gewisi^en  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist,  und  dass  mB  das 
drtgste  einem    gewissen    Vielfachen  nA  von  A   gleiche  Vtelfacfa^ 
von  B  sei,    welches  es  giebt.     Dann   lässt  sich  auf  folgende  A\' 

leicht  zeigen,  dass  der  mte  Theil  von  A,  d,  h.  — ,  das  grüesl 
gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  Grössen  A  und  B  ist,  Dj 
nämlich  J  =  wi—  ist,  so  wird  A  von  —   gemessen.     Weil    lernt 


ienfl 

en.äS 

m 


nA  ist. 


j  ist  B=zn^,uadesvlri 


nach  der  Voraussetzung  mB= 

folglich  auch  B  von  —  gemessen.    Also  ist"  ein  gemeinschafUfl 

chcs  Maass  von  A  und  B.      Gabe  es  nun  ein   gemeinschaftliche« 

Maassil/^ —  von  A  nnd  B,  'so  dass,    wenn  fi  und  v  zwei  ganze^ 

Zahlen  l>e«eichne»,  vl  =  ftflfund  B=vMw'iTe.  «o  wäre,  weilnachl 
der  Voraussetzung  A<,jnJV  ist.  aM<,inM,  folglich  |i<ni  WeitJ 
aber  B^vM  \st,  BOiat(iB:=fi,viH=^v.(i,Jll^=vA,  undes-gSbeals« 
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iMrigeres  Vielfuclies  ftJS  von  B  als  mB,   welches  von  A 

ip  liemejssen  wird  »der  einem  gewissen  ^'ieliachen  von  A  gleich 

[ins  gegen  die  VoniuKKetznng  streitet.     Daher  kann  es  kein 

S8  gemeinschaftliches  AlaasM  der  beiden  tirSssen  A  und  B  als 

geben j  und  —  ist  folglich  das  grösste  gemeinschaftliche  IVlaass 

f.iw  A  und  B ,  welches  der  erste  Theil  unserer  Behauptung  war. 
Wenn  die  Grössen  A  und  B  coniniensurahel  sind,  d.  h.  wenn 
Iben  überhaupt  ein  gemeinschaftliches  Maass  M  haben,  so 
\,  wenn  ftund  v  ganze  Zahlen  bezeichnen,  A=zfiM  und  Bz=vM 
80  ist  iiB::rz^vJI=zv.^3I^^vA ,  tiud  es  giebt  also  unter  der 
;bteu  Voraussetzung  immer  ein  Vielfaches  fiB  von  B,  wel- 
von  A  genau  gemessen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen 
von  A  gleich  ist:  man  muss  folglich  in  diesem  Falle  bei  An- 
iuns:  des  obigen  Verfahrens  offenbar  inmier  endlich  einmal  auf 
Vielfaches  von  B  konmien,  welches  von  A  genau  gemessen 
1,  oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist.  Wenn 
also  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahren  nienmls  auf  ein 
'iches  von  B  kommt,  welclies  von  A  genau  gemessen  wird 
einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die 
len  Grössen  A  und  B  incommensurabel,,  welches  der  zweite 
unserer  Jiehanptuiig  war. 
1-  Bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  auf  zwei  ungleiche  ganze 
bbien  a  und  h  dividirt  man  mit  der  einen,  etwa  mit  a,  in  die  an- 
pe  6  hinein.  Bleibt  bei  dieser  Division  ein  nicht  verschwinden- 
^  Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  h  und  dividirt  in  die  Summe 
leder  mit  a  hinein.  Bleibt  auch  bei  dieser  Division  ein  nicht 
BTschwindender  Best,  so  addirt  man  zu  demselben  wieder  b  und 
vidirt  in  die  »Sunnne  mit  a  hinein.  Diese  Operation  setzt  man 
^  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindenden  Best  kommt, 
ta  nach  dem  ^'o^Ilergehenden  im  vorliegenden  Falle  offenbar 
iKiier  endTK^h  einmal  Statt  finden  muss,  weil  zwei  ganze  Zahlen 
derzeit  c(nnmensnrabel  sind.  Daim  dividirt  man  mit  der  Anzahl 
'T  ausgeführten  Divisionen  in  a  hinein,  und  der  auf  diese  Weise 
dailtene  Quotient  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  das  gesuchte 
^sste  gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  ganzen  Zahlen  a  und  (ß. 

Folgendes  Schema  stellt  diese  Operation  im  Allgemeinen  dar : 

ö  =  aqi+ri,  0<ri<fl; 

ri  +  6  — r///a  +  r2,  0<ra<«; 

r2i'b—aq^  +  r2,  0<r3<a; 

1)  >^  r3  +  6  — aiy^.f  r4,  0<r^<,a: 

u.  s.  w. 

rm-2  +  b=Uiqm- 1  +rm  -  1 ,  0  <  Tm- 1  <ff  ; 

\  Tm^i  +  b-^aqm- 

Weil  die  Anzahl  der  ausgeführten  Divisionen  in  ist.  so  ist 

*9»  ce«uchte  gn'isste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und  A. 

Verwechselt  man,    was  natürlich  verstattet  ist,    a  und  //  mit 
Einander,  so  erhält  man  folgendes  Schema: 
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Weil  die  Anzahl   der  ansgefohrteii  DirisloneD  m  tat,   so 
-^  da«  gesuchte  grosste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  6. 

Weil  also  sowohl  —,  als  auch  —7,  das  grusste  gemeluschaft-' 
liehe  Maass  von  a  und  6  ist,  so  ist  natürlich 


also  m'a=mb;    und  weil  nun 


* 


m  m' 


oder 


m  mr 


ist,    so  müssen  m  und  m'  nothwendig  relative  Primzahlen  sein^ 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  —  =  -7    offenbar   nicht    da» 


m     m 


crüsste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  sein  konnte.  Wegen 
der  Gleichung  m'azumb  geht  aber  m  in  m!a  und  m'  in  mb  auf; 
also  niuss  nach  einem  sehr  bekannten  Satze,  weil  m  und  m!  rela- 
tive Primzahlen  sind,    m  in  a  und  m'   in  b  aufgehen,    oder  das 

n.  h 

grüsste  gemeinschaftliche  Maass  —=—7  der  beiden  ganzen  Zahlen 
a  und  b  ist  jederzeit  eine  ganze  Zahl. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  1)  erhält  man,  wenn  man  auf- 
hebt, was  sich  aufheben  lässt,  oie  Gleichung 

4)  m&=:a(i7i+^a  +  y3+^4+-— +  5^m); 

und  eben  so  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  2),  wenn 
man  wieder  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  die  Gleichung 


. 
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Also  ist  nach  4): 

I 

a 


»»    'yi+yi  +  ^+94  +  ....+^m' 


■od  nach  5): 


7)£>=-T 


Nach  3)  und  7)  ist 


a 


hd  nach  3)  und  6)  ist 

Ä^ b 

py  Folglich  ist  jederzeit 

und 

9)  Tn=:qi+q^  +  q3  +  q^  +  ..,.+qm' 

Also  ist  auch  immer 


iO)  o:-=9i'  +  yt+Va+y4'  +  -— +  ?'«' 


fii 


und 


11)  &:->=yi+^i+ft+y4+— •  +  ?«; 


m 


und  der  in  den  kleinsten  ganzen  Zahlen  ausgedrfickte  Werth  des 
Bruchs  7  ist  folglich  jederzeit 

9i+92  +  93  +  9^  +  ""+9» 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erKHutern,  wäh- 
len wir  die  beiden  ganzen  Zahlen  77  und  91,  und  setzen  demzu- 
folge a=:77  und  6=91. 

Bringen  wir  nun  zuvörderst  das  Schema  1)  in  Anwendung,  so 
haben  wir  die  folgende  Rechnung  auszuführen.  Die  derselben  im 
Nachstehenden  gegebene  Anordnung  hat  man  sich  fiir  alle  ähnlichen 
Fälle  zu  merken,  da  nach  unserer  Ueberzeugung  schon  der  grossen 
Einfachheit  der  Sache  wegen  sich  eine  bessere  nicht  finden  lassen 
dürfte. 
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77|91|1 
77 

14 
91 

77|  10511 
77 

28 
91 

77|119|1 
77 

42 
91 

77|  13311 

77 

56 
91 

77114711 

TZ 
70      . 

91 
'TTiTZTTo  Hier  ist  ?ii  =  11 .   Also  ii 

77|161|2    a     77 

154      — =jj— 7  das   grösste  gl 
7      meinschaftliche    Maas«    vo 


91 

77|98|1 
77 

21 
91 


a  =  77  und  6=91. 


77|112|l 
77 

35 
91 

77112611 
77 

49 
9t 

7711401 1 
77 

63 
91 

77115412 
154 

0 
Das  Schema  2)  führt  zu  der  folgenden  Rechnung: 
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9117710 
0 

77 
77 

9tlß4|t 
91 

63 

77 

91114011 
91 

49 

77 

9t|i26|l 
91 

.  ^ 

77 

91111211 
91 

21 

77 

91|96|1 
91 

7 
77  Hier  ist  m'  =  13.  Also  ist 

^^^  ^=ß=7  da«  grSssto  ge- 
gr      meinschaftliche    Maass    von 


77 

9116111 
91 

70 

77 

91114711 
91 

56 

77 

9i|i35;i 

91 

42 

77 

91|119|l 
91 

28 

77 

91|105il 
91 

14 

77 

9119111 
91 

0 


a=77  uitd  Ä=9I. 
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Im  ersten  Falle  ist  die  Summe  der- Quotienten 

im  zweiten  Falle  ist  die  »Summe  der  Quotienten 

1i '  +  92'  +  ^s'  +  94'  +  — + 9'm' 
=0+1+1+1+1+1+0+1+1  +  1  +  1  +  1+1=11=»», 

ganz  den  Gleichungen  9)  und  8)  entsprechend.    Der  Ausdruck  des 

77 
Bruchs  öY  in  den  kleinsten  Zahlen  ist 

91:7     13      m'         ^i  +  ^2+^3+94+-— +  ^m  ' 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  muss. 

Bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Maasses 
zweier  ganzen  Zahlen  kann  die  obige  Methode^  wie  leicht  in  die 
Augen  Mit,  in  vielen  Fällen  sehr  weitläufig  werden,  und  steht 
dep  gewöhnlichen  Methode  in  jeder  Beziehung  nach.  Im  obigen 
Falle  erfordert  die  gewöhnliche  Methode  nur  die  folgende  äusserst 
leichte  und  kurze  Rechnung: 

77|9111 
77 

1417715 
70 

^    7|14|2 
14 

a 

Also  ist  7  das  ^össte  gemeinschaftliche  Maass  von  77  und  91,  wie 
vorher.  Sind  die  beiden  gegebenen  Zahlen  43134  und  269087,  so 
braucht  man  nach  der  gewöhnlichen  Methode  bloss  die  folgende 
Rechnung  zu  machen : 


43134 12690871 6, 
258804 


10283 1431341 4 
41132 


200211028315 
10010 


273|2002|7 
1911 

91127313 
273 

0 

Also  ist  91  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  43134  und 
269087.  In  diesem  Falle  wäre,  wenn  man  ar=  43134,  6=269087  setzt,    • 


rotul.ii 


;  den  Scheinas  1)  niirile  ninii  also  474 ,  lipi  An- 


H'eiidunu;  des  Schemas  '2)  iia^ey;«n  sogar  Hl^l  Divi 


Lcheti 


^  der  itltigcii  Methude  ivflrde 


haben,  und  die  praktische  Ap< 
folglich  SU  ^ut  wie  iinmii^li<!h  s«in. 

Uagdf^en  hi|i  ich  der  Meiiiuiii;,  das«  b  alten  den  Fällen,  wo 
man  diircYi  nirblithe  AbmeH»uiig  das  grSäste  geoieiuscfiaftliche 
Maaei«  swoirr  geraden  Linien  A  und  B  mit  mögliclieter  Annnhe- 
tan^  IteNtliiinieii  soll,  Poinsot.s  Methode  nicbt  ohn«  Werth  i^H 
iinil  vor  der  gevviihiilifheii  JMethnde  des  Eulilidea  e ii f schieden eVor- 
zü^if  besitzt.  Alan  braucht  nünilich  nur  eine  der  beiden  gegebenen 
Linien,  etwa  die  Linie  ß,  auf  einer  unbestimmt  limgen  geraden 
Linie  von  einem  lieliebigen  AuTanccNpunkte  an  mehrere  Male,  und 
io  einer  des  Folgenden  wegen  liinreidienden  Anzahl,  neben  einan- 
der iiul'xutrii^eii.  »oraiiT  man  von  demselben  Anfangspunkte  an  aul 
deräelben  ueMden  Linie  die  zweite  gerade  Linie  A  so  oft  neben 
einander  atiflriigl ,  liis  ein  Punkt  dieser  zweiten  Theilung  mit  einem 
Punkte  der  ersten  Tlieilun»  entweder  völlig  genau  oder  doch  so 
genau,  duss  der  Unterschied  nicht  mehr  sinnlich  wahr n eh mitar  i!«t, 
zusammenfällt.  Findet  dies  nun.  indem  man  sich  den  gemein- 
schaftlichen Anfaiigs|miikt  der  beiden  Theilungen  mit  0  bezeichnet 
denkt,  zuerst  bei  dem  Hiteu  Theil[iunkte  der  ersten  Theilung 
ßtatt,  so  theilt  man  die  Linie  A  in  th  gleiche  Theile  ein,  und 
ein  Molcber  Theil  ist  dann  das  gesuchte  |>Tilfiste  gemeinRchaÜtiche 
wfs  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  A  und  B  entweder 
töllig  genau  oder  doch  mit  einer  so  grossen  Annäherung ,  als  die 
"'Mianigkeit  der  angewandten  Instnimente  und  die  zu  Gebote 
•hende  Schürfe  der  Sinne  zu  erreichen  gestatten. 
Dasa  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  auch  bei  der  Aufsuchung 
-8  frSsstcn  gemeiiuichafttichen  Maasscs  zweier  Kreisbogen  in  An- 
neaduag  gebrai^ht  werden  kann,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen, 
IhfeiiQ  man  nur  Qberlegt,  dass  man  von  jedem  beliebigen  Punkte 
>  der  Kreislinie  an  die  ganze  Peripherie  ungehindert  wülkührlich 
pft  durchlaufen  kann. 

Endlich  fragt  sich  noch ,  ob  man  auf  die  im  Obigen  entwickel- 
1  Principieu  nicht   mit  Vnrtheil  für   die  Kürze   und  Deutlichkeit 
iveise  mancher,   die   Incommensiirabilität  betreffender  Sätze 
[i  kann,  was,   nenn  es  der  Fall  wäre,  der  obigen  Methode 
lls  in  dieser  Rücksicht  zu  besonderer  Empfehlung  gereichen 
Desfallsige  Versuche  zu  machen,  überlasse  ich  den  Lesern, 
rerde  denselben  aber,    wenn  sie  gelingen  sollten,   jederzeit  gern 
■eine  Stelle  im  Archiv 


I 
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ITeber  eine  AuflSsuns  der  unbesi 
t«n  Oleielmngren   des   ersten  Oi 
Ewisdien  zwei  unbekannten 

Voo 

dem  Herausgeber. 


Ao  die  in  dem  vorhei^eheDden  Aufsatze  angestellten 
tuneen  lässt  sich y  wenn  man  dieselben  noch  etitas  weiter  als 
in  diesem  Aufsätze  geschehen  ist  verfolgt ^  die  Entwickelime  eil 
Auflösung  der  unbestimmten   Gleichungen   des  ersten   Grades 
schliessen,    welche  von  mir  bei  Anfertigung  des  Torhergehei 
Aufsatzes,    der  auch  mehrere  mir  eigenthumliche  Betracht 
enthält,  gefunden  wurde,    und  mir  der  Beachtung  nicht  ganz 
werth  zu  sein  scheint,  wenn  sie  auch  «"»fters  in  ziemlich  weitläi 
Rechnungen  fuhrt. 

Betrachten  wir  nämlich   wieder  das   aus  dem  vorhergehendcBj 
Aufsatze  bekannte  Schema 

r3+6=ay4  +  r4,  0<r4<n: 

u.  s.  w. 

r«i-2  +  ^=o<7m-i+rii»_i,  0<r»~i<«; 
Tm^x-\-b  =  aqm'', 

so  überzeugen  wir  uns  auf  der  Stelle,  dass  die  nicht  verschwin- 
denden Reste 

in  allen  Fällen  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sein  müssen, 
weil ,  wenn  unter  diesen  Resten  zwei  einander  gleiche ,  die  wir  im 
Allgemeinen  durch  rb  und  r/^-t  bezeichnen  wollen ,  vorkämen,  nach 
der  Natur  des  obigen  Verfahrens  oflfenbar  die  nicht  verschwinden« 
den  Reste  > 
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r*,  TAf  1,  rA-f-2,  rÄ-f-3,...»*JH'^i 

JneDdliche  wiederkehren  müssten,  man  also  niemals  auf  einen 
shwindenden  Rest  kommen  könnte,  welches  doch  bekanntlich 
seit  endlich  einmal  der  Fall  sein  muss. 
SKnd  nun  a  und  ff  relative  Primzahlen^    so  ist  deren  gr^sstes 

linschaftliches  Maass  —  (m.  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz)  die 

etty  und  folglich  in  =  a.    Also  können   offenbar  die  a—l  nicht 
Inrindenden,  sämmtÜch  unter  einander  ungleichen  Reste 


l^alle  kleiner  als  a  sind,  nur  die  in  einer  gewissen  Ordqnng 
taieneo  ganzen  Zahlen 

1,  %  3,  4,....,  a — 1 

und  es  muss  also  unter  den  Resten 

Ti,  rjj  T^,  r4,  ....ra— 1 

leo  Fällen  die  Einheit  vorkommen. 

Bexeicbnen  wir  jetzt  denjenigen  unter  den  Resten 

ler  der  Einheit  gleich  ist,  durch  rk,    und  setzen  also  n  =  l, 
Jben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen : 

u.  s.  w. 
rk-i-t-ff^^aqk-i  +  rk-i , 
Tk-i+O^aqk  +  l; 

deren  Addition  sich  die  Gleichung 

6*  — 0(^1+9^2  + 5^8+ 9^4  + •••  +  ^*)  =  1 

bt. 

laben  wir  nun  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades 
hen  zwei  unbekannten  Grössen 

6ar— «y  =  l, 

und  b  relative  Primzahlen  sind^  aufzulösen,  so  liefern  nach 
Vorhergehenden  offenbar  die  Werthe 

11* 
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eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Haben  ^ir  ferner  die  unbestimmte  Gleichung  des   ersten  ( 
des  zwischen  zwei  unbekannten  Grossen 

wo  a  und  6  wieder  relative  Primzahlen  sind^  aufzulösen,  so  lief 
weil  nach  dem  Obigen 

bk  +  a{-^(qi  +</2  +  9'3  +  ^4 +  — +9'*)!  =  ! 
ist,  offenbar  die  Werthe 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Ist    die  unbestimmte  Gleichung    des  ersten  Grades  zwisc 
zwei  unbekannten  Grössen 

bx  —  ay= — 1, 

wo  wieder  a  und  b  relative  Primzahlen  sind ,    gegeben  5    so  ( 
man  dieselbe  immer  auf  die  Form 

ay — 6j7=:1 

bringen,  und  nun  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher  die  Gletcli 

bx-r-ay^il 

auflösen. 

Soll    endlich  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten   Gxt 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

bx-{-ay:=z — 1, 

^  wo  auch  jetzt  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  aufgelöst  wer< 
so  liefern,  weil  nach  dem  Obigen 

Ä»(-Ä:)  +  a(5ri+^2+</3  +  ^4  +  ...  +  5'*)  =  — 1 
ist,  offenbar  die  Werthe 

x^-ky  y=^i+y2  +  9'3  +  5'4+  ••+^ifc 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Um  das  Vorbeigehende  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,   woi 
wir  die  Gleichung: 


o 


12^—72^=1 

betrachten.    Da  hier  a=7,  b=Vl  ist,  so  hat  man  Behufs  der  A 
lösung  dieser  Gleichung  folgende  Rechnung  zu  machen : 


^ä  iiJ  n  I 


i 
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711211 
7 

5 

'1 

7117 1-2 
14 

3 
12 

7lT5|2 
14 


felTeil  nun   k  =  i  und  ^i+fsH  fs  — 1+2-f  2=5  ist,   so    wt 
I,  y=5;    und  wirklich  ist 

'  12.3—7.5  =  1. 

Für   die  Gleichung  i2x-f7<y=l  ist  nach  dem  Obigen  x=3, 
—5  eine  Auflösung;    und  wirklich  ist  auch 

12.3+7.(— 5)=1. 

Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  die  Form 

7y  +  l2a:  =  l 
,«D,   und  durch  folgende  Rechnung  eine  neue  Auflösung  der- 
n  fioden: 

I2|7|0 
0 

•  — ^ 

7 
_7 

121 14(1 
12 

2 

_7 

12;9|0 
0 

9 

_7 

1211611 
12 

4 
7 

12|11|0 
_0 

11 

J_ 

1211811 
12 

6 

J_ 

1211311 
12 

1 
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Also  ist  Ä=7  und 

^i+^2+y3  +  (/4  +  y5  +  y6  +  ^r=- 0  +  1+0+1+0+1+1=4,      ^ 

folglich  nach  dem  Obigen  a:  =  — 4,  ^=7  eine  Auflösung  unserer 
Gleichung;    und  in  der  That  ist  auch 

.12.(— 4)+7.7=rl. 

Wenn  die  Gleichung 

12ar— 7^  =  -l 

gegeben  ist,  so  bringt  man  dieselbe  auf  die  Form 

7^— 12a?=l, 

und  erhält  durch  eine  der  unmittelbar  vorhergehenden  &;anz  gleiche 
Rechnung  die  Auflösung  a:=;4,  ^=7;    und  in   der  That  ist  auch 

12.4-7.7=— 1. 

Hat  man  endlich  die  Gleichung 

12a:+7y  =  — 1  oder  7y  +  12:i:=— 1 

aufzulösen,  so  findet  man  nach  dem  Obigen  leicht  die  beiden  Auf- 
lösungen x^= — 3,  .y=5  und  d;=4,  i/  =  — 7;  und  in  der  That 
ist  auch 

12.(— 3)  +  7.5=:— 1  und  12. 4+7. (—7)  =  -!. 

Eine  Auflösung  der  Gleichung 

15a:+223(=:l 
ergiebt  sich  durch  die  folgende  Rechnung: 

22|15|0 

15 
i5 

22|30|1 
22 

8 
15 

22|23|1 
22 

1 
Weil  nun  ^  =  3  und 

5^i+9'2  +  f/3=0  +  l  +  l=2 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  ;r=3,  ;y= — 2  eine  Auflösung  unse- 
rer Gleichung;    und  in  der  That  ist  auch 

15.3+22. (—2)  =  1. 

Eine  zweite  Auflösung  ergiebt  sich  mittelst  der  folgenden  Rechnung : 
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15|'i2|l 
15 

7 
22 

1512911 
15 

14 
22 

1513612 
30 

6 

1512811 
15 

13 
'   22 

15|35|2 
30 

5 
22 

1512711 

i5 

12 
22 

15|34|2 
30 

4 
22 

1512611 
15 

n 

15|33|2 
30 

~3 
22 

151*2311 
15 

10 
22 

I5|32|2 
30 

2 
22 

15|24|1 

9 
22 

15|3l|2 
30 

1 


im 

Alsr>  ist  Ä—13  um! 

'/i  H  '/2  +  ?3-|  '/*  l  '/64  'Je  \  ■■'  H'/i;i 

lolglich  nachdem  Olligen  a:^^ — 19,  ^=13;  und  in  der  That  ist  v 
15.(— 19j  +  22.13  =  l. 

Dass  durch  das  Ubi^e  die  vollstSndige  Auriöiiung  der  will 
stimmten  GleichuDi;en  den  ersten  (irade»  mit  znei  unbekaiuiq 
Grüssen  gegeben  ist,  kann  aus  den  Elementen  'ler  Al^ebra^ 
bekannt  vorausgesetzt  trerden,  and  bedarf  hier  keiner  weiter^ 
läute  run^. 

Es  fragt  sich,  ob  eich  das  obige  vrdlig  afl^onieine,  und'L 
theoretischer  Rücksicht,  wie  ich  glaube,  hJlühsf  einfache  Verfall^, 
ren,  nicht  durch  zweckmässige  XbkiirzuD^en,  deren  es  in  vielen 
Fällen  allerdings  sehr  bedarf,  fflr  die  Praxis  brauchbarer  machen 
lässt.  Desfall.sige  Mittheilungen  von  Seiten  der  Leser nürden  inirj_ 
da  anderweitige  Arbeiten  mich  znr  Zeit  hindern,  das  Obige  i 
weiter  zu  verfolgen,  sehr  angenehm  sein,  und  immer  so  bald  aQ 
irgend  inügüch  im  Archive  abgedruckt  werden. 


XVII. 


T^eber  Poinsot's  neue  Beweise  einiger 
Hauptsätze  der  Zalilenlehre. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung:  Reflexions  sur  les  principe»  Tow 
damentaux  de  la  th^orie  des  nombrea.  Par  M.  Poin^ 
Bot,  welche  in  dem  Journal  de  Mathemati  ques  pn 
et  appliquces,  public  par  J.  Liouville.  Janvier 
Fevrier  1845,  p,  1.  —  p.  101.  abgedruckt  ist,  hat  der  berühraflj 
Verfasser  die  Beweise  mehrerer  der  wichtigsten  Satze  der  Zahleii 
lehre  auf  so  eigentbüniliche  und  an  sich  so  einfache  BetrachtaaJ 
een  gegründet,  dass  wir  durch  eiue  DarsteUung  dieser  Beweis« 
die  wir  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  wollen ,   die  Leser  äa 


diesen   ' 


^^K&TcliivH  uns  zu  verliiiiilcn  lioBTen. 
^KTßi-moijstrations  n^tuvell« 

^^(dc  l'orilre"  ^minnlpn  Beiveisen,  auf  die  tvir  uns  in  iliiii  vor- 
I  lieg«acl«n  Aufsätze  ahsichtlich  bescfarünken  werden,  enthält  iiliri- 
<)ie  gcnaiinte  Alihaiidlung  uoch  mehrere  andere  neue  Be- 
t  und  eigen thMm liehe  üntersuchuniren ,  deren  Mitlheiluitg  in 
itua  Archive  wir  uns  filr  die  Folge  noch  vothehalten. 

5-  1- 

ideni  Duil'anpe  eines  Kreises  denken  wir  uns  in  einer  (je- 
lOrdnuna  und  siimmllieh  in  gleichen  Abstünden  vun  ein- 
rbeliebij^e  Anzahl,  etwa  n,  Punkte,  welche  also  den 
's  KreisPH  in  n  gleiche  Theile  theüen. 

lieser  Puukte  werden  wir  immer  als  den  Anfun^spiirikt 

wer  den  Null)>unkf  annehmen  und  durch  0.    die   aiil  ilenselhen  in 
der  zu  Grunde  Eele&ten  Ordnung    aller   Punkte  folgenden  Punkte 

aller    nach    der   Reihe    durch  I,   2,  :(,  -l ,   n  —  l.   u,  »  |  1. 

'  ""., 2«  —  1,  in,  3k  +  1,  :i;(  +  2 heKeidinen,    su  das« 

ich  mit  den  durch 

0,  1,  2.  3,  4...,,  »  — I 

pseicbnelcn  Punkten  respective  die  durch 

,  »+1,  w+2,  w  +  3,....,  -2«  — I 

Poeten  Punkte,  ferner  wieder  die  durch 

2h,  -2)1^1,  -in^'i,  2h+3,....,  3»  — I 

[eicliDeteD  Punkte,  eben  sn  wieder  die  durch 

3»,  3«fl,  3»  +  2,  3« +3,....  4w— 1 

bezeichneten  Punkte,  u.  8.  w.  ziifiamiuenfalleu. 

Wenn  nun  die  in  Rede  stehenden  Punkte  von  dem  Ölen  an 
nach  der  zu  Grunde  gelegten  Ordnung  aller  Punkte  so  dnrehtaulen 
werden,  dass  man  von  dem  Oten  zum  (ten,  vnm  (ten  zum  2)tcn. 
vom  '2iten  zum  3itcii ,  vom  3tten  zum  4tten  u.  i^.  w.  übergeht ,  sn 
wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  sagen,  dasa  man  die 
Punkte  mit  dem  Intervalle  <e  durchlaufen  habe,  oder  wir 
trollen  dies  ein  Durchlaufen  der  Punkte  mit  dem  Intcr- 
viille  i  nennen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt,  iässt  sich  nun  zuviirderst  der  nach- 
stehende Lehrsatz,  welcher  als  die  Hauptgrund  läge  alles  Folgen- 
den zi|  hetraohlen  ist,  beweisen. 


LehnnU.      Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Intervalle 
rch laufen  werden,  so  trifft  man  immer  endlich  ein- 
mal wieder  uuf  den  Nullpunkt;    bevor  man  das  zweite 
Alaaf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  man  auf  keinen  Punkt 


mehr  als  «tnMal  getroffen;    wcnD  luan  das  zweite  Mal 
anf  den  Nullpunkt  trifft,  hat  man,  w«nn  wir  dai   ^, 
gemeinschaftliche  Maas ti  von  n  und  j  durch  ^  bezeichne 

die  ganze  Peripherie  TjMal  durchlaufeu;  ftevor  man 
das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  mit  Ein- 
rechnung  des  NuUpuuktes  -  die  Anzahl  der  überbau^ 
getroffenen  verschiedenen  Punkte. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  ganze  Peripherie  mit  TI,  so  ■ 
—  jeder  der  n  gleichen  Theile,  in  welche  die  Peripherie  durch  i 
n  Punkte  getheilt  wird,  purchläuft:  man  also  die  Pui 
Intervalle  i,  su  geht  man  dabei  jedesmal  über  den  Theü  i—  t 
Peripherie  hinweg,  und  weil  nun 


.  n 


in 


ist.  so  muss  man  offenbar,  spätestens  nachdem  mit  £inre._ 
nung  des  Nullpunktes  als  Anfangspunkt  der  Beivegung  n  Punkil 
getroffen  worden  sind,  jederzeit  Wieder  auf  den  Nullpunkt  zurdel 
kehren ,  womit  der  erste  Theil  unsers  Satzes  bewiesen  ist. 

Entsprechen  die  Zahlen  /ci  und  k'i,  wo  k'  grosser  als  A  «-_ 
soll,  einem  und  demselben  von  dem  Nullpunkte  verschiedcD^ 
Punkte,  so  ist  offenbar 


ein  Vielfaches  mll  v 


und  folglich 


lk'-/c)i=mn. 


d,  i.  {k'  —  k)i  ein  Vielfaches  von  w.  Daher  trifft  der  PuuLt,  ..„ 
chem  die  Zahl  (k'~k)i  entspricht,  mit  dem  Nullpunkte  zuMammen, 
und  es  muss  also,  weil  {k'  —  k)i  kleiner  als'^i  ist,  bevor  man 
auf  den  Punkt,  welchem  die  Zahl  k'i  entspricht,  trifft,  der  Nall- 
punkt  mindesteus  schon  ein  zweites  Mal  getroffen  worden  seiui 
Hieraus  einlebt  sich  aber  unmittelbar  der  zweite  Theil  uiiseri 
Satzes ,  dass  nämlich ,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpui ' 
trifft,  kein  Punkt  zwei  Mal  getroffen  werden  kann. 

Dies  vorausgesetzt,  ivollen  ivir  nun  annehmen,  dass  man,  wenn 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie 
(f  Mal  durchlaufen  habe,  so  ist  offenbar,  da  die  ganze  Peripherie 
in  n  deiche  Theile  getheilt  ist  und  jedes  Intervall  t  solcher  Theilj 
mtbält,  qn  das  niedrigste  Vielfache  von  »,   welches  voi 


4 


wird. 


stc  aliquote  Theil  t 
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n  tBeniecMen  wird,   wie  sich  leicht  auf  folgende  Art  zei- 
lisst.    Weil  gn  ein  Vielfaches  von  t  ist»  so  sei  gn=zpL    Dann 

Ji=j9— »  und  n  wird  also  von  -  gemessen.    Würde  nun  n  auch 

rT-^9  wo  q  K,g  sein  soll,  gemessen»  so  sei  n-=p'-„  Dann  wäre 

'^^'P'i,  und  gn  wäre  folglich  offenbar  nicht  das  niedrisste  Viel- 
I  von  9t»  welches  von  t  gemessen  wird»  was  gegen  das  Obige 

Folglich  ist»  wie  vorher  behauptet  wurde»  -dergrusste 
>te  Theil  von  i,  von  welchem  n  gemessen  wird»  d.  h.  -  ist 
rOsste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und  i»  also  -=fA»  und 

ich  47=-»  welches  der  dritte  Theil  des  zu  beweisenden  8at- 

war. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Anzahl  aller  verschiedenen,  bevor 
m  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  getroffenen  Punkte» 
Üt  Eiorechnung  des  Nullpunkts  als  Anfangspunkt  der  Bewegung, 
ferch  op,  so  ist  offenbar 

^.  .JI  i 

xt —  z:zqn=  -  Ji, 

n 
waas  auf  der  Stelle  a:=  -  folgt »   wie  im  vierten  Theile  des  zu 

«weisenden  Satzes  behauptet  wurde. 

Unser  Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 


§.3. 

Wenn  n  und  i  relative  Primzahlen  sind»   so  ist  fi=i,   also 

[  n  '  ., 

-=t  und  —=»,  was  unmittelbar  auf  den  fol<;enden  Satz  führt. 

i  fi  ^  °  . 

Erster  Zusatz,     Wenn  die  7t  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  durchlaufen  werden  und  7t  und  t  relative  Prim- 
lahlen  sind»  so  hat  man»  wenn  man  das  zweite  Mal  auf 
'ien    Nullpunkt    trifft,    die    ganze    Peripherie   i  Mal 
llvrchlaufen»    und  bevor  man    das  jsweite  Mal   auf  den 
RtiUpunkt  trifft,    ist  man  auf  jeden  der  n  Punkte  eiii 
llal  getroffen. 
i       Dieser  Satz  kann  aber  auch  auf  folgende  Art  umgekehrt  werden 
L       Zweiter  Zusatz.    Wenn  die  7t  Punkte  mit  demlnter- 
r^llle  i  durchlaufen  werden,  und»  bevor  man  das  zweite 
!  Hai  auf  den  Nullpunkt   trifft»  jeder  der  7t  Punkte  ^e- 
^Iroffen  worden  ist»   so  sind  7t  und  i  jederzeit   relative 
Vrimzahlen. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist    nämlich    offenbar  in 

.,,du niedrigste  Vielfache  von  7t,   welches  von  t  gemessen  wird, 

^li  wenn  t'<t  und  i'n=:pi  wäre»  f^<n  sein,   und  daher  schon 


V-i 

wenn  man  Hie  ganze  Peripherie  nur  i  Mal  (lurchlaul'en  hütte,  der 
Nnllpnnkt  »ieirer  gelrolTen  nerden  würde,  nachdem  man  vorher 
über  nur  p ,    d.  h.   ti'eiiiger   als   n  Punkte    hin 


was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.     AUu  istTder  grilsste  ali- 

auute  Theil  von  t,    von  »elchem  n  gemeiisen  wird,  was   sich  auf 
ieselbe  Wei»e  wie  in  dem  ähnlichen  Falle  in  dem  dritten  Theil«  j 
des  Beif'eises  des  vorheri^eh enden  Lehrsatzes  zeigen  lässt.    Daher 

istT^l  das  griisste  gcnieinschafllii^he  IVIaas   von  n  und  >',    und  ( 

und  1  sind  folglich  relative  Primzahlen,  wie  behauptet  wurde. 

DriitCT  Zutiiti.     Wenn  daher  bei  jedem  lnterTalle,4 
mit  welchem  man   die  71  Punkte  auch  durchlaufen  maej 
bevor  man   das  zweite  Mal   auf   den    Nullpunkt    trifft, 
alle  n  Punkte  getroffen  werden,  so  ist  njederzeiteii 
Primzahl. 


Fi. 

irter    Zn, 

tats. 

Die   Amalil 

der  versehi 

Ol 

rdiini 

uger    der 

n  Po 

inltte,    Ivel 

Iche    mao    erliäil 

luau  di 

eselben  nacli  ii 

iid  uacli  m 

it  allen  Zahlen, 

relat 

ive  Prim 

:alile< 

n  liiid,  als 

Im 

ervallen  dar 

iai 

Ij'd 

erzeit  de 

r  Ana 

alil  der  Za 

hie 

:n  gleich,  w. 

n  1 

■elal 

ive  Prim 

>ahle 

n  und  lilei 

nei 

r  als  »  .Ind. 

Ffir  jede  zwei  Intervalle,  welche  zu  w  relative  Primzahleu 
und  kleiner  als  »  sind,  müssen  die  Ordnungen,  in  denen  die  n 
Punkte  durchlaufen  werden,  nnthwendig  von  einander  verschieden 
sein,  wie  auf  der  Stelle  in  die  Augen  lallt,  wenn  man  nur  fiber- 
legt, dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  unmittelbar  auf  den 
Nullpunkt  folgenden  Punkte  in  den  beiden  Ordnungen  offenbar 
jederzeit  von  einander  verschieden  sein  müssen.  Wenn  aber  i  x 
H  relative  Primzahl  und  grösser  als  n  ist,  so  ist,  wenn 

fesetzt  wird,  wo  V <^n  sein  soll,  offenbar  auch  t"  zu  n  relative  J 
'limzahl;  und  da  ein  Durchlaufen  der  71  Punkte  mit  dem  Inter' 
valle  i  augenscheinlich  ganz  zu  der  UHmtichen  Ordnung  dieser.J 
Punkte  führen  muss,  wie  ein  Durchlaufen  derselben  mit  dem  In- 
tervalle (" ,  so  ist  klar ,  dass  jedes  Durchlaufen  mit  einem  Inter-' 
valle,  welches  zu  n  relative  Primzahl  und  grösser  als  n  ist, 
einer  Ordnung  der  n  Punkte  führen  muss,  welche  schon  früher  bei 
inem  Durchlaufen  dieser  m  Punkte  mit'  einem  Intervalle,  das  za 
n  relative  Primzahl  und  kleiner  als  w  ist,  herbeigeführt  wurde. 
\'erbindet  man  dies  mit  dem  Obigen,  sg  erhellet  die  Richtigkeil 
des  zu  beweisenden  Satzes. 


Le 

ahien. 


§.  4. 

nn  H  mit  a  itnd  b  relative  Prim^ialil  ] 
t  und  das  Prnduct  afi  relative  Prim 


^^   «CD 


Beweis.  W^iiii  initii  nul'  dem  1.'mf'iin<fo  olnps  krrlHCN  » 
Pniikte  uiif  <lit.'  uns  dtni  Vll^l)Drl;(^h^[lll<'ll  Wkiitiiitf  NVcixn  mionl* 
net  und  dieselben  diin»  iiiil  deni  liilKrvallo  u  dttrctdlinlf ,  h»  wr^ 
i]«n,  weil  nach  der  VoroiiR^elziinc;  ii  iiiid  n  rcliitivc  l'Hiiixiildeii 
sind,  nach  §.  3.  Erster  Znsnlz.  alle  ii  PtiriLIc  ßetrolfen,  bevor 
man  das  zneite  Mal  nul'  den  Nidl|itiiik(  triffl.  Niiiiml  man  Jetzt 
dien  Punkte  in  der  Urttnun^;,  in  tiek'hor  f\f  bei  diesem  Diiriih- 
laufen  nnt  dem  Intemille  k  nach  und  nach  ifi^lroHtin  \ierden,  tind 
fiiirchlhult  sie  in  dieser  Ordnung  mit  dem  Inlerviillo  fi ,  m«  nerden, 
well  nach  der  Vorausset:xTin(::  iiui^h  n  nnd  li  reliilivr  l'rimxahlen 
sind,  nath  §.  3.  Erster  Zusatz.,  wiedor  alle  ii  l'unkte  getroffen, 
bevor  man  das  zweite  Rlal  auf  den  Nulljniukt  triffl.  AufderNlell» 
efhellt^t  aher>  dusn  diese  beiden  Opet;utiiineii  zunntmnen  jcanz  auf 
die  eint'  hinauolauren,  nenn  nmn  die  n  Punkte  in  ihrer  UTii|irnnK- 
lichen  Ordnunif  mit  dem  Intervalle  ab  durchlHuft,  und  man  »ieht 
also  aus  dem  Vorberi^ehenden,  dass.  ivenn  man  die  n  l'uiikl«  In 
ilirer  urs|>rüDi;lichen  Ordnunc  mit  dem  lnter\'alle  ati  durihlllnft, 
alle  M  Punkte  getroffen  »Verden,  bevor  man  da«  /m-ite  Mal  auf 
«lea  Nullpunkt   trifft.      Daher  »ind   nach  §.  3.    Zweiter  Zunat^.    n  , 

das  Prudact  a&' relative  Primzahlen,  wie  bewieiien  werden  «(dlle. 


«■  s. 


Ans  dem  vorhergehenden,  für  die  ganze  Zahlenlehre  bobannl- 
lidl  hwcliet  wichtigen  Satze ,  der  sich,  wenn  auch  unter  einer  etwa» 
atMleren  Form,  Kchou  im  siebenten  itnche  der  RIemente  des  ICuklide» 
ffodet,  lansen  ^lich  viele  Folgerungen  ziehen ,  von  denen  uir  hier 
Bor  die  folgemlen  in  der  Kßrze  hervorheben  wollen. 

Ertter  ZusaU.  Wenn  n  mit  jeder  der  Zahlen  a.  h. 
e,  d.  e,....  relative  Primzahl  ist,  »o  »ind  aut^h  n  und  daa 
Proiluct  ttfictU,...  relative  Primzahlen. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  n  mit  ri   und  h  relative 

,  Prinzahl  ist.  so  sind  nach  §.  4.  auch  n  nnd  das  Proiluct  oft  rela- 

(  l^aiznblen.    Weil  aUo  n  mit  e  und  ah  relative  Primzahl  iat, 

___  I  Dach  §.  4.  anch  n  und  da»  Produkt  ahr  relative  Primzab- 

Weil  fol;:lich  n  mit  d  und  iiAe  relative  Primzahl  ist,  so  miuI 

1  {.  k,  ancb  n    and    das    Product  alied    relative    Primeablen. 

u»  aiiC  die^e  Art  neiter  ^ehen  kann,  i»!  klar,  und  die  all- 

t  Gilttgkeit  mn^r»  Satzes  lallt  daher  >n  die  Aui<en. 

rr    Zutat:.      Wenn»  mit  a  relative  Primzahl 
id  auch  n  nnd  die  Potenz  «^Jederzeit  relative 


Dritltr  Zutat:,  \SKt,a  die  Zahl  n.  welebe  nit  jeder 
4er  Zahlen  «.  fi.  e.  d.  t^...  relative  Primzahl  ist,  in  dem 
Prodacle  uat>rdr^.  nnf{>eht,  so  »eht  n  jederzeit  in  «auf. 

Kezeii'hiiro  nir  das  erirstite  i!eineifn^liaftlu>he  Maam  von  u  and 
H  iliirrh  u.  nml  «««Ixen  s  — 1^  and  »i^l'^i,  an  «ind  i  iiimI  X'  rHa- 
tSve  Priinzahren.     Weil  nun 
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aabcde....     Ifiahcde.... lübcde.,.. 

»        ~        A>        ~         i' 

1  in  aabcde....  aufgeht,  e 


lative  Prinizabl  ist,  »t>  ist  niitürlich  aucli  il'  mit  a,  b,  c,  d,  e,.\ 
relative  Pr'ioizahl,  und  V  ist  lolglich  mit  A>  a,  b,  c,  ü,  e,....,  al 
nach  dem  vorli  ergeh  enden  Ersten  ZuBiitze  mich  mit  lubcde....  i 
lative  Primzahl.  Daher  Icaun  k'  nur  dann  in  Xnbcde.-..  auFgeh« 
»veon  i'=l  ist.  Folglich  ist  i'^1,  iJso  nach  dem  Ohigeii  n= 
und  daher  a^=hi,  so  dass  also  m  in  a  aulgeht,  wie  behauptet  wurr 
VieTter  Zusatz.  Jede  Zahl  n  kann  nur  auf  «ine  el 
zigeArtin  von  der  Einheit  verschiedene  Primfacl 
reii  zerlegt  werden. 

Sei  nämlich,  wenn  sowohl  a,  b,  c,  d,,...,  als  auch  «i,  An  _ 
dl,....,  sümmtlich  untereinander  und  von  der  Einheit  verschiede 
Primzahlen  bezeichnen,  und  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  S... 
.  «,,  ßi,  Yi,  öl,....  s^'mmttich  grüsser  als  Null  sind,  n=a'f/i 
und  w— «."'Äi  'ci'^'j/,  '....;  so  l.'isst  sieb  auf  folgende  Art  zeige 
doss  die  Producte 


«7/»'/....»iido,"v,/',.,''rf,' 


identisch  sein  miissen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 


."/o'd*....  =  n,° 


A'v/.rf,' 


und  a  grosser  als  Null  ist,  so  ist  fl,"'Aj"'ci'^'rf,  '....  durch  ci  th dt 
bar.  käme  nun  die  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  a  unf 
den  von-der  Einheit  verschiedenen,  unter  einander  ungleichen  Prii 
zahlen  a,,  bi,  c,,  di,....  nicht  vor,  so  wäre  a  mit  jeder  derZa 
len  Rx,  Ol'  '*! '  dl,....,  also  nach  dem  vorhergehenden  Zweiten  Zl 

satze  auch  mit  jeder  der  Potenzen  «j"',  öi     ,  nj'.  d,  ', ,  u 

folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten  Zusätze  auch  mit  di 
Producte  n,'''6i'^'Ci''*rf|  '...,  relative  Primzahl,  könnte  folglich  natii 
lieh  in  diesem  Producte  nicht  aufgehen,  was  gegen  ilas  OM 
streitet.  Also  muss  die  Primzahl  a  unter  den  Primzahlen  a,,  i 
i'i>  d,,....  vorkommen.  Auf  dieselbe  Art  rauss  aber  fibernaa 
jede  der  Primzahlen  a,  b,  c,  d,..  unter  den  Priniznblcn  o,,  &.,  * 
dl,....,  und  ebenso  umgekehrt  jede  der  Primzahlen  H],  6|,  c^,  Hi,, 
unter  den  Primzahlen  n.  b,  c,  d,....  vorkommen,  woraus  sieb  O 
mittelbar  ergiebt,  dass  die  beiden  Producte  abcd...  und  aibiCidt 
identisch  sind.  Also  könnte  eine  Verschiedenheit  der  einand 
gleichen  Producte 

ßVP/....und„,"v/v/Vi/' 

in  denen  wir  nun  o  =  »i,  A=Ä,,  c^Ci,  rf— f/|,  u.  s.  w.  zu  < 
berechtigt  sind,   nur  in  einer   Verschiedenheit  der  Expnneii 
undfti,  ^und^],  yundy,,  &  und  ä^.u.  s.w.  begründet  sein.  Wäreahi 
".  a^K, ,  so  würde  sich  aus  der  Gleichung 


■"/,'/. 


•  h?r',^... 


--K^W. 


,'■ 


nn  tt—cij  ^0  ist,  ergeben,  und  da«  Product  ft|  ''i  rfi  '■■■•  wflrde 
also  durch  a  theilbar  sein.  Weil  aber  dip  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Primztihl  a  tiuter  den  von  der  Einheit  verschiedenen 
PtiniRahlen  b,  c,  d,....  oder  A| ,  c, ,  (/|,....  narh  dem  Obigen  nicht 

Todiomiiit,  so  ist  a  mit  jeder  der  Zahlen  fi\,  Cj^,  r/j ,  also  nach 

dem  vorhergehenden  Ziveilen  Zusätze  auch  mit  jeder  der  Potenzen 


j.»... 


,  und  folglich  nach  dem  vorber^^fa enden  Ersten 
.  relative  Primzahl, 


Zuantze  auch  mit  dem  Producte  A, 

lannalsoin  diesem  Producto  natürlich  nicht  aufgehen,  was  gegen  das 
ühige  streitet.  Daher  ist  o:=fti,  und  ganz  eben  so  ß=ß\>  y=7i>  ^=^. 
I.  8.  K.  Weil  nun  «=«„  ft=6i .  r=c, .  rf=  rf. ,  u.  s.  w.  und  a=i«„  ß=ft, 
)=yi.  d^d|,  H,  s.  w.  ist,  so  sind  die  Producte 

aVc^*/^....  und  «."A'^'c/'d/'.... 

^enti^ch,  und  die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  von  der  Einheit  ver- 
fchiedene  Primfactoren  ist  folglich  immer  nur  auf  eine  Art  mDg- 
,  »ie  bewiesen  nerden  sollte. 

•Igrüsse  Vi  durch 
ea  kann,  so  giebt 
gleichen  ßruch. 

WSre  V«^— ,  ivo,  wie  anzunehmen  offenbar  verstattet  ist,  x 
ll,«  relative  Primzahlen  sein  sollen,  und  der  Voraussetzong 
R  Satzes  gemäss  y  grüsser  als    die   Einheit  angenommen  wird, 

rwarea=(-l  =— ,  und  folglich  — ^  ntf-* ,  fAso — eineganxe 

V..V/       y"'  y       ^  y 

ll.    Weil  älter  ^r  und  »  relative  Primzahlen  sind,  sn  sind  nach 

'  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch  x"  und  y  relative  Prim- 

bleD,  und  —  kann  aU 

r  keine  ganze  Zahl  se 


Fünfter  Zusatz. 
ganze  Zahl  a 
I  auch  keinen  dies 


Wenn  dieWur; 
seedrückt  wen 
r  Wurzel grösS' 


;o,  weil  y  grilsserals  die  Einheit  ist,  offen- 
.11,  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet. 
Hglich  kann  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  V« 
!  behauptet  wurde. 


.y 


S-  ß- 

Lehnati.    Wenn  x  und  n  relative  Primzahlen  sind, 

hAp  die  An7.abl  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  klei- 

*r  als  n  und  mit  n  relative  Primzahlen  sind,   so   ist 

-l  immer  durch  n  theilbar  oder  ein  Vielfaches  von  n. 

veis.    Auf  dem   Umfange   eines   Kreises    ordne   man  n 

mkte  auf  die  ans  ileni  Vnrhen>eh enden   bekannte  Art.     Diese  » 
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Punkte  durrhlaiifc  man  mit  dem  Ititervallo  m,    ho  trifft     . 
ii.it^h  iler  VorauHsetzuns  ii  itiii]  .t  relative  Primznblen  sind, 
§,  ■!.  Erster  Zusatz,  anfalle  ii  Punkte,  bevor  man  das  ztveil 
imf  den  Nullpunkt   trifft.      Nun    nehme  nmu  die  ii  Punkte  i 
Or<ini[ii<;,    in  n-elvher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  und  di 
likiife  sie   von  Neuem  mit   dem    Intervalle  x,    so  trifft 
nnt-'h  der  Voran s.setzunj^  «    und  a:  relative  Primzahlen  sind.         _,„ 
§.  3.    Erslier  Zusat»;.    nieder   auf  alle  ii  Punkte,    hevor    man    däs 
zM-eite  nial  auf  den  Nullpunkt  trifft.      Setzt  man  aher  dieses  Ver- 
fahren auf  dieselbe  Art  iveiter  fort,   so  erhalt  man  dadurch  offcii- 
har  ganz  dieselben  Ordnungen  der  it  Punkte,    neldie  man  crhMj 
wenn  man  dieselben  nach  und  nach  mit  den  Intervalb 
X*,....  durchläuft.    Da  nun  nach  der  Voraussetzung  a:,  und  ni 
§.  5.    Kireiter  Zusatz,    also  auch  die  sSmmtlichen  Potenzen 

mit  B  relative  Primzahlen  sind,  so  kann  nach  g.  3.  Vierter  Zusat 

die  Anzahl  der  verschiedenen  Ordnuügen  der  »  Punkte,  welche 
man  auf  die  obige  Weise  erb-tlt,  nicht  grosser  als  /»  sein,  und  es 
muss  folglich  immer  eine  Ordnung  der  v  Punkte  iviederkehren, 
Die  erste  tvied erkehrende  Ordnung  der  w  Punkte  miiss  aber  noth- 
ueiidig  die  erste  ursprünslicbe  Ordnung  derselben  sein ,  weil  offen- 
bar ganz  aus  detiselben  (irfinden ,  aus  welchen  eine  spätere  voii 
der  ersten  ursjirflnglichen  Ordnung  verschiedene  Ordnung  wieder- 
gekehrt sein  sollte,  schon  früher  die  erste  urs|irÜNgliche  Ordnunj 
selbst  wiedergekehrt  sein  mSsste. 

Bezeichnen  n'ir  nun  die  Anzahl  der  auf  die  obige  Weise 
haltenen  verschiedenen  Ordnungen  der  n  Punkte  durch  p' ,  so 
P'<P-  ^Veitn  aber  j/  <}>  l^t,  so  lässt  sich  auf  folgende  Art  leichl 
übersehen,  dass  p  jederzeit  ein  Vielfaches  von  p'  sein  mwss. 
Denken  nir  uns  namrich  eine  beliebige  unter  den  auf  die  obige 
Weise  erhaltenen  sämmtlich  untef  einander  verschiedenen  p'  Ord- 
nungen der  u  Punkte  nicht  vorkommende  Ordnung,  so  fuhrt  diese 
Ortlnung,  wenn  man  auf  dieselbe  das  nändlche  Verfahren  wie  vor- 
her anwendet,  naturlich  auch  auf  p'  sämmtlich  von  einander  ver- 
schiedene Ordnungen ,  welche  aber  nothweadi^aucb  sämmtlich  von 
den  ersten  unter  einander  verschiedenen  p'  Ordnungen  verschie- 
den sein  müssen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  wie  leicht 
erhellen  wird,  die  ersten  Ordnungen  in  den  beiden  Systemen  noth- 
wendig  identisch  sein  milssten,  was  gegen  die  Voraussetzunj 
streitet.  Gäbe  es  nun  noch  eine  weder  in  dem  ersten,  noch 
dem  zweiten  Systeme  vorkommende  Ordnung  der  »  Punkte 
würde  diese,  wenn  man  sie  dem  obigen  Verfahren  unterwirft, 
dieselbe  Weise  »vie  vorher  ivieder  zu  p'  weder  in  dem  ersti 
noch  in  dem  zweiten  Systeme  vorkommenden,  unter  einander 
Kchledenen  Ordnungen  führen.  Setzt  ntan  diese  Betrachtungen 
weiter  fort  und  überlegt,  dass  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz.  ;i  die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Ordnungen  der  n  Punkte  ist,  so 

'    ■  ■   ■  -■■   t         1    .  _    ..     _f_  ^7|ÄTfHp)inH  vnn    n'  sein  TniiEa     itnA  A^ha^ 
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iMt. 

M 


1er- 
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>tb- 
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i'  sein  muss,  und  dah« 


igt  ersichtlich ,  daBS  u  ein  vielfaches  v 
p=:mp'  gesetzt  werden  kann. 

Weil  nun  nach  dem  VorbergebendeFt,  wenn  man  die  w  Pi 
mit  dem   Intervalle  xJ^  durchläuft,    deren    ursurüngfiche  Ordoi 
wieder    herbeigeführt    wird ,     so    muss    die    Potenz    x^'    i "" 
nothwendig  einem  um  die  Einheit  vermehrten   Vielfacbeu 
gleich  sein.      Durch  successivc  MultiplicutiuD   oder  auch  inil 
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des  Bioomischen  Lehrsatzes  erhellet  aber  sogleich,  dass  daiiu 
auch  jede  Potenz  von  jrJ»',  und  folglich  auch  (jtp')*"  =^ j:*"/»',  d.  h. 
nach  dem  Obigen  a:P,  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen 
von  fi  gleich  9  oder^  was  dasselbe  ist,  xP—1  durch  n  theilbaf  oder 
ein  Vielfaches  von  n  ist,  wie  behauptet  wurde. 


§.  7. 

Wenn  n  eine  in  x  nicht  aufgehende  Primzahl  ist,   so  sind  x 
und  n  relative  Primzahlen,  und  die  Zahlen 

1,  2,  3,  Ay  5,...,  ra  — 1 

sind  offenhar  alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative 
Primzahlen  sind.  Da  nun  n  —  1  die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist,  so 
«giebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  unmittelbar  der 
folgende  Satz. 

Zusatz,  Wenn  n  eine  in  x  nicht  aufgehende  Prim- 
zahl ist,  so  ist  ar»-i  — 1  jederzeit  durch  n  theilbar. 

Ist  z.  ß,  ar=12,  11  =  7,  so  ist  12ß~l=2985983und  (12«-1):7 
-=426569i 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  bekanntlich  iu 
der  Zahlenlehre  F  e  r  m  a  t's  Satz  genannt. 


§.8. 

Lehrsatz.  Wenn  a,  6,  c,  il,  e,  f,  ^,...  die  sämmt- 
lichen  Zahlen  sind,  welche  kleiner  als  n  und  zun  rela- 
tive Primzahlen  sind,  so  ist  immer  die  eine  der  bei- 
den Grossen 

nbcdefg..-.:izl 

darch  n  theilbar  oder  ein  Vielfaches  von  n,  wobei  wir 
»grosser  als  die  Einheit  annehmen. 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  auf 
die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art  n  Punkte,  und  durch- 
laufe dieselben  mit  dem  Intervalle  a,  so  werden,  weil  nach  der 
Voraussetzung  a  und  n  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  3.  Erster 
Zusatz.  ^Ile  n  Punkte  getroffen,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf 
den  Nullpunkt  trifft.  Durchläun;  man  nun  die  n  Punkte  in  der 
neuen  Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  nach 
und  nach  mit  jeder  der  Zahlen 

ö,  b,  c,  d,  e,  f,  Qy...^ 

d.  h.  mit  jeder  Zahl ,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative  Prim- 
zahl ist,  als  Intervall,  so  erhält  man,  wenn  p  die  Anzahl  der  obi- 
gen Zahlen  bezeichnet,  alle  p  verschiedenen  Ordnungen  der  n 
Punkte,  welche  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  jetzt  überhaupt  nur 
möglich  sind.  Ganz  zu  denselben  Ordnungen  muss  man  aber 
offenbar  geführt  werden ,  wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprüng- 
lichen  Ordnung  mit  den  Intervallen 

Theil  \1I.  12 


reiche  nach  §.  4.  süinmtlich  zu  71  relative  PrimKablei 
lüul);    Wdnii  mau  also  die  n  Punkte  in  ihrer  urKprilnglichei: 
nun»  mit  <läi  Intervallen 

an,  ab,  ac ,  afl ,  nc,  fif,  iiij, 

iluruhlSullt,  so  erhftjt  man  nach  dem  Vorhergehenden  /*  sUmmtlich 
von  einander  verschiedene  Ordnungen  der  n  Punkte;  und  du  nun 
nauh  §.  3.  Vierter  Zuf^atz.  liherhaupt  nur  p  verschiedene  Ordnun- 
gen der  M  Punkte  in  ihrer  iireprßngliehen  Ordnung'  niliglich  sind, 
so  nmss  unter  den  ;»  verschiedenen  Ordnungen ,  «  ekhe  man  erhält, 
n'enn  mau  die  »  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  mit  den 
Inlervullea , 


,  ab,  nc,  ad,  ae,  af,  0.7.. 


durchläuH,  jederieit  nothnendig  die  erste  urs|iriingl!che  Ordni^^ 
der  71  Punkte  seihst  vorkommen.  Also  muBs  unter  den  obigen 
Producten  immer  eins  vorkommen,  welches  einem  um  die  Einheit 
vermehrten  Vielfachen  von  «  ttleich  ist.  Wäre  dieses  Produet  aber 
daN  erste  Glied  der  obigen  Reihe,  nämlich  an,  und  vtäre  also 


aa  =  h,  +  l, 
«(n-u)^an-na=ia~/.)n-l. 


und  folglich  das  Product  n(n—a)  einem  imi  die  Einheit  vermindi 
tei)  Vielfachen  von  n  gleich.  » — n  ist  offenbar  kleiner  als  n,  m 
kann  nicht  gleich  asein,  weil,  wenn  n — n^a  wäre,  n:=2a  wäi 
und  daher  n  nur  dann  mit  a  relative  Primzahl  sein  kOnnte,  wei... 
rt— l  H-fire;  dann  wäre  aber  ji  =2,  welchen  Fall  wir,  weil  in  dem- 
selben die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes  auf  der  Stelle 
erhellet,    auszuschliessen    berechtigt    sind.      Ferner  fällt  leicht  i 


■"■vi 

bi^en   1 

inheit 

laber 

:°J 

wsi^^ 


die  Augen,  dass  n — <i  jederzeit  mit  »  relative  Primzahl  ist,  weil, 
wenn  w — a  =  ilfi,  m— i'J»,  wo  u  e russer  als  die  Einheit  sein  soll, 
wäre,  offenbar  a— (A'— A)fi,  und  daher  a  mit  w  nicht  relative  Primzahl 


würde.    Hieraus  sieht  man,  dass  u~a  jederzeit  in  der  Reihe 

der  Zahlen  b,  c,  d,  e,  f,  tj vorkommen  muss,  und  es  erhellet 

nun,  da£s  sich  die  Zahlen  «,  b,  c,  d,  e,  f,  g,...,  immer  so  zu  Produc- 
ten mit  zwei  ungleichen  Factoren  unter  ein  an  der  verbinden  lassen,  dass 
jedes  dieser  Producte  entweder  einem  um  die  Einheit  vermehrten  oder 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  m  gleich  ist. 
Eeicht  l£sst  sich  endlieh  auch  zeigen,  dass  unter  diesen  Producten 
nicht  zwei  von  der  Form  ab  und  nc,  wo  a,  b,  c  unter  einander 
ungleich  sein  sollen,  vorkommen  können.  Sollte  nämlich  mit  T 
Ziehung  der     '  .  -  .  .  „    .        . 


a{b~c)  —  iq-q'yn . 
und  folglich  0(6—0),  alsn  nach  g,  5.  Dritter  Zusatz. 
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DTauBsetzuDg  n  und  a  relative  Priiiiznlilen  sind,    //— c  durch  n 
teilbar,  was  ungereimt  iKt,  da  unter  deu  geinachlen  VuraiisBeUuii- 

doH  nicht  verech windende  d — c   offemiar   icleiner  als  dar   """ 

leit  übersteigende  ti  ist.    Sollte  aber 

fli  ^  y»  -|- 1 .  oc  =  l/'jt  —  1 

künuen,   so  ivüre,    wie  aus  dem  Obieen  Bith  unmittelbur  er- 
— «,  und  iniglich 


ab«,  wenn  man  addirt: 


aC«-„)-9'«-l- 


a(n~a+b)  =  «(n-(«-A))  =  (7  +  9')»". 


Daher  t 


BeUiw-  i 

bur  er-  ' 

«r  Ztt-  I 

zahlen 


>  a(n— (n-&)),  und  rniglich  nach  §.  5.   Dritter  3 
h  der  Vorau@i«etzun;>  if  und  n  relative  Primzahlen 
md,  n  —  (a — 6),    also  auch  a — ö  durch  n  theilbar,    tvas  ganz  au« 
dlteelben  Gründen  nie  vorher  bei  6 — c  ungereimt  ist. 

Nimmt  man  jetzt  alle«  Vorhergehende  zusammen ,  su  ergebt 
rieh  auf  ganz  nuztveideutige  Weise,  dass  man  jederzeit  das  Pro - 
ibct  abcdefg....  auf  eine  solche  VVeisc  in  lauter  Producte  mit 
na  Factoren  zerlegen  kann ,  dass  jedes  dieser  Prodocte  mit  zwei 
Fictorei),  durch  deren  Multiplication  in  einander  das  Product 
itdefg...-  entsteht,  entweder  ein  um  die  Einheit  vennehrtes  oder 
^mn  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n  ist,  woraus  fer- 
MT  durch  successive  Multiplication  auf  der  Stelle  fol;2ti  dass  immer 
du  Pioduct  nticdefg....  selbst  entiveder  ein  um  die  Einheit  ver- 
ubrtes  oder  ein  um  die  Einheit  vermindertes  VielfacheB  < 
Mr  oder  dass  immer  eine  der  beiden  Grössen 


tAcdefg....  + 1 


^  bewiesen  werden  Butlte. 


§,  II. 


1  Primzahl  ist 
l,  2 


I 


4,  5,...,  H— 1 


dJe  sSmmtlicben  Zahlen ,  welche  kleiner  als  n  und  mit  n  relative 
PnmzafaleD  sind.  Kommt  nun  unter  den  Producten  mit  zwei  Fac- 
toren, in  welche  sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
bekannte  Art  das  Product 


1.2.3.4.5..., 
zerlegen  lässt,   das  Product 

x(n—x)  =  qr 


(«-1) 


)  ist 


=  (:r-i)(x+l)  =  (x-t,)n, 


iiTid  en  tnusA  also  die  i 
Primzahl  n  eutneder  in 
in  X — 1  auf.  uitd  ist  al^ 


n  dem  Producte  (:r — 1)(j4-1)  aufgehende 
r — 1  oder  in  a.+l  aureehen.  Geht  aber  n 
o  .r  —  i^=q'n  .  so  ist 


m^enun^'^O,  sowärea-^w,  «vas 
ist,  und  es  ist  folglich  ^'  =  0,  also  . 
-r+l  auf,  und  ist  also  x-\-l=:q"n,  so  ist 

ar  =  n-l  +  (9"-l)w. 

Wäre  ouo  q"'>l,  so  wäre  a^!>n  —  1,  was  pegon  die  Vorausset- 
zung ist,  und  es  muss  folglich,  neil  io  diesem  Falle  offenbar  9" 
uicht  verschwinJen  kann,  y"  =  l,  also  x=» — 1  sein.  Folglich 
ist  entweder  ^=^1  oder  jr  =  n  —  1.     Für  ^^=1  ist 

.rO.-.T)=l.(7(-l), 


80  da^s  also  immer 

:i:(«-:r)  =  l.(7,-l) 

ist.     Nimmt    mau   hierzu,    dass  offenbar,    wenn  n  — A   irgend    ein 
Glied  der  Reihe  2,  3,  4,  5,...,  n  —  l  bezeichnet,  niemals 

l.(n— i)=9^«  +  l 

I  kann ,  und  dass  sich  also  1  mit  keiner  der  Zahlen  2,  3,  4,  S,...., 
n  — 1  zu  einem  Producte  verbinden  lässt,  welches  einem  um  die 
Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n  gleich  ist,  so  wird  leicht 
erhellen,  dass  unter  den  Producten  mit  zwei  Factoren,  in  welch« 
sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Art 
das  Product  1.2,3.4....(7( — 1)  zerlegen  lässt,  immer  das  Product 
,.(n  —  l)  =  t.n — ^1  vorkommen  muss,  dass  aber  ledes  andere  die- 
ser Producte  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n 
gleich  ist,  woraus  sich  ferner  mittelst  successiver  Multiplication 
sogleich    ergieht,    dass  das  Product   1 .3. 3.4.5.. ..(»—I)   immer 


einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfacher 
dass  jederzeit  die  Grösse 

1.2.3.4.5....(n— 1)  +  1 

I  theilbar  ist,    welches  uns  i 
enn  n  eine  Primzahl  ist 

1.2.3.4.5....C«-1)+1 

jederzeit  durch  n  theilbar. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige   Salz  w 
lehre  bekanntlich  Wilsons  Satz  genannt. 


ich.  odei 


XVlIl. 

Me  Kpoclion  «1er  Ocscliiplitc  der 
Biitclilicit:     eine  liistorWcIi-philuso-] 
pliii^clie  likizze 

Dr.  E.  V.   A|iill, 

uiiiiiipriirdrtilticilciii  frofeHnj'  zu  Jnnii. 
iLrsler  Buiid.    Jena.  Ilofrlilmu^tri  1845 '). 


flB  Leser  dei«  Archiven  wenleti  sich  vielleicht  wundern  ,  hier 
'^  eines  Werkes  zu  tiaden,  das  dem  Titel  nach  nicht 
diejenigen  zu  gehSren  scbe!t)t,  welche  in  demselben  beaprochaii 
rden  pflegen.  Gleichwohl  ist  dasselbe  der  Mathematik  und 
JE  «ehr  nalie  verwandt,  in  so  fern  es  das  Verbältniss  belrach- 
%  welrJiem  die  genannten  Wisse nschaFten  zu  dem  Ganzen  itn- 
.wlMMLechaltlichen  Erlcenntniss  überhaupt  stehen  und  den  im 
jtt»  i«r  Geschichte  hervortretenden  Eiiifluss  schildert,  ivel- 
■  lÜ«  rortechreitcude  Ausbildung  der  A'ulur Wissenschaften  (im 
'  n  Sinne)  auf  die  eeisti^e  Citltur  ausseübt  hat  und  noch 
Am  meisten  macht  sich  dieser  Einfluss  da  geltend,  wo 
bttAt  geschichtlichen  UcberlielemnEreu  zu  thun  haben,  die 
^^S9nT  jetzigen  Kenntniss  der  Naturgesetze  viel  von  ihrer 
n  Glaub wtirtligkeit  verlieren  müssen.  Seit  die  Nattirwrs- 
Sttlten  aufkamen ,  haben  die  Wunder  aulkehiirt  und  die  Weis- 
pDCeD  sind  verstummt;  der  teleskopischc  Blick  hat  das  seh  ein - 
p  Dach  des  Himmels  durchbrochen ,  hinter  welchem  sonst  der 
me  Glaube  die  Wohnung  der  unsterblichen  Geister  suchte. 
I  Firmament  der  Alten,  das  rnan  als  die  gemeinschaftliche 
bte  der  sichtbaren  Kürperwelt  und  der  unsichtbaren  Geister- 

^    Sahnn  ans  Archiv.  Till.  1.  Kr.  XII.  und  Kr.  XWIV.   Ut  bekannt 
niditKi^h,    diias   nucb   anafübrlirhere  Anzeigen   wiuenarliaftlichnr, 
■  Gebiet   dea   Arrhiva    ei nuctil Blender   Werke    in    dipsit   /.eitaclirifl 
ktt   nicht  btuaa   in  den  LilerHriachen   Bericht,   anf^tinHininun   werden 
Obgleich   nun   vorliegende   Ancergs    von   ihrnn   uiitRrEpichnuUn 
vr.  mir  für  den  LilcrarischRn  Bericht zuK«8Biidt  war.  «uhabeicii  rn. 
im  intervHiiaDlen  Inbalti   derselben   negen .    dnüli    viirgei^ngen .    aie   dem 
Arrlilve  sclbit  eininverleilivn.  <<- 


It« 


tvelt  zu  betrachten  gewohnt  war ;  die  grossen  astronomischen  und 
Ideologischen  Perioden,  welche  man  durch  das  Studium  der  Natur 
keuuea  gelernt  bat,  haben  den  harmlosen  Erzählungen  der  Väter 
von  den  vergangenen  und  künftigen  Zeiten  Anfang  und  Endo  ge- 
raubt; die  Naturgesetze  endlich  haben  den  vertraulichen  Umgang 
aufgehoben,  in  ivelchem,  jenen  Sagen  zul'ulge,  das  Menscbenge- 
Kchlecbt  mit  höheren  Wesen'stand  *). 

Aber  nicht  nur  die  ii^esc  hiebt  liehen  Ueberliefeniogen ,  selbst 
die  eigenen  religiösen  UcberzeugimfueD  und  eiligen  Hoffnungen 
scheint  der  Naturalismus  der  Physik  xu  bedrohen.  Was  soll  iimt 
ein  Gott  bei  einer  Welt,  die  den  Gesetzen  der  Mechanik  gehorcht? 

e  Gesetze  sind  selbstständig,  werden  mathematisch  erkannt 
und  erleiden  eben  desswegon  keine  Ausnabnie;  die  Gottheit  bliebe 
nur  ein  massiger  Zuschauer,  der  den  Gang  der  Bewegungen  in 
keiner  Weise  nillkithrlich  andern  kann.  Was  soll  uns  die  Frei- 
heit da,  wo  es  nur  die  eiserne  Noth" endigkelt  des  Naturgesetzes 
giebt,  wo  aelbstdas  Leben  in  der  oi^niscnen  Welt,  dieses  gn'ieste 
aller  physikalischen  Räthsel,  nach  und  nach  unter  die  Herrschaft 
eben  der  Krüße  gen'ith,  welche  den  Krjstall  formen  und  den  (Je- 
Stirnen  des  Himmels  ihre  Bahnen  zeichnen?  Wo  endlich  soll  da» 
Jenseits  sein,  auf  das  wir  hoffen,  da  der  Raum  mit  der  ganzen 
Gesetzmässigkeit  der  Geometrie  sich  ins  Unendliche  hinauserstreckt 
und  keine  Gränze  gedacht  werden  kann ,  die  das  Diesseits  von  dem 
Jenseits  trennte? 

Uieas  sind  die  Fragen ,  welche  als  letzte  Consequenzen  der 
Mathematik  und  Physik  sich  uns  aufdrängen  und  mit  deren  bisto- 
risch- philosophischer  Entwickelung  sich  der  Verfasser  des  oben 
genannten  Werkes  heschfiftigt  Zuvilrderst  giebt  er  uns  eine 
tlebersicht  der  Culturgeschichte  im  Allgemeinen,  ein  Bild,  dessen 
schönste  Partie  die  Zeichnung  der  griechischen  Weltansicht  aus- 
macht, in  welcher  noch  physikalische  und  religiöse  Ideen  in  fried- 
licher Vereinigung  ein  ästhetisches  Ganzes  bilden.  Der  Blick  dpr 
Griechen  reichte  nur  fiber  das  Mittelmeer  und  Vorderasien  und 
verlor  sich  ringsum  im  Unbegr.'inzten.  Die  menschliche  Einbil- 
dungskraft ist  von  seihst  geschäftig,  den  leeren  Raum  auszufiillen 
und  das  lückenhafte  Bild  zu  ergänzen.  Dichterische  und  religiöse 
Phantasieen  des  Volks,  philisophische  Ansichten  der  Denker  and 
geologische  Muthmassungen  vereinigten  sich,  den  fehlenden  Stnfl 
herbeizuschaffen,  dem  die  Einbildungskraft  leicht  eine  passende 
und  ästhetische  Form  verleihen  konnte.  Aber  schon  die  ersten 
geographischen  Entdeckungen  änderten  dieses  Bild.  Sovreit  auch 
der'Blick  des  Menschen  vorwärts  gedrungen  nar,  überall  fand  er 
die  Erde  vom  Meere  umflossen,  und  so  lionnte  leicht  der  Gedanke 
entstehen,    dass  ausser  der  bekannten  Zone  noch  andere  Länder- 


-)  M.  H.  ..Anti-Orion  inm  Niitxcn  unil  Frommen  den  Herrn  r»n 
Schaden"  von  dem  nämÜL-lien  Verf.  Uicae  BroiJiui'e  ist  f^erJchtel  gegen; 
Antwort  anf  den  Angriff  cinea  Hnrrn  E.  Ajielt  in  der  nenoa 
Jenaischen  Litrrstnrzoitnng  Ton  Dr.  v.  Srhndcn  (Privatd Dienten  nn  der 
tIiiiTer«ilA(  KU  Erlangen);  dieser  „Angriff''  ist  ndmlii^h  eine  höchst  ndoi- 
nelle  Recension  des  Orinn  dirs  Herrn  v,  Srhnden,  wekhe  auch  tn  der 
..Antwort"  iles  letzteren  atigcdrurht  ist.  Ref.  nrlniiert  sich  nicht,  etwas 
Krgölzlichcres  gelesen  zu  hüben,  nia  Herrn  t.  Sclindena  mystiich- 
oatronomitche  Träume  und  die  Polemik  gegen  «einen  Hecencenten. 


maasen  jenseits  des  Uceans  vorhanden  uli/eii.  Unltemerkl  Kufiiuol- 
zeu  ilie  geiicraiihUchen  Vorf^tellungen  vou  dem  Vorhandensein  an- 
derer 1) e IT onn barer  Zonen  mit  der  reügÜisen  Idee  einer  anderen 
Welt  zusammen  und  zogen  sich  in  den  ätherischen  Unit  dichleri- 
eclier  Phnntasieen  zuriick.  Der  Garten  der  Ilesiieriden,  das  Elysium, 
die  glät'kseligeu  Inseln,  das  Paradies  der  Christen  sind  geo^a- 
ptiische  Plinnta^iegebilde ,  welche  aus  Religiösen  Ideen  entstatideti 
nnd  hier  hestiuiinter ,  dort  unbestimmter  an  eine  genisse  Oertlich- 
keit  ueltutiden  vraren. 

Die  grossen  gengrunhisuhen  Entdeckiiiicen,  namentlich  diel-'rd- 
uim>egeluijf;ea,  hüben  aiese  Phuntii^iegebilde  zerstört;  die  Dich- 
tung wurde  von  der  Anschauung  verdrangt,  die  mvthi8<^he  Kosmo- 
üraphie  verwandelte  wich  in  physische  (Jeofrrapnie.  Die  letzte 
Folge  hiervon  war  die  Flucht  der  guten  Geister  von  der  Erde. 
Die  »ieligen  Gefilde,  die  schon  anfangs  über  den  Ocenn  zurtlckge- 
*ichen  waren,  erhobeo  sich  von  der  Erde  zu  den  Wolkensilzen 
Ulli  ilüchleten  unter  die  Sterne. 

Aber  auch  von  da  sind  sie  vertrieben  worden.  Die  Gesetze 
Eepplers,  des  Ersten,  der  die  Natur  richtig  zu  befragen  ver- 
«Ulit  iiinl  dem  sie  antwortet,  zerbrechen  die  ktj-staltenen  Sphiiren 
iW  Alten  lind  rauben  den  Planeten  ihre  Führer;  Newton  zeigt, 
duss  die  Kraft,  welche  iu  den  Tiefen  der  himmlischen  Räume 
"»llet  und  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  fflbrf,  keine  andere  ist, 
als  ilie  Schivere  an  unserer  Erde.  Die  Geheimnisse  Schwinden 
Ulis  der  >SternenH'elt.  die  fortschreitende  Theorie  greift  sogar  in 
«Elisen  Fallen  der  llenbachtung  vor  und  Laplace  krönt  das  rubm- 
wQrclig  begonnene  Werk  mit  der  Mechanik  des  Himmels.  So  zer- 
«türte  die  Astronomie  sogar  im  Bau  des  Himmels  den  nrchitekto- 
Diachen  Zauber  und  das  Land  der  Verheissung  schw.ind  ans  den 
lUunien  des  Aetbers.  Wohin  auch  das  Fernrohr  den  Blick  des 
Menschen  trug,  flberall  folgte  ihm  die  Nothwendigkeit  des  Calcüls, 
fiaum  verweigernd  einer  ätherischen  Welt.  D^e  Mechanik  des 
Himiuels  hat  des  Aristoteles  Lichtwelt  der  Gestirne,  den  Himmel 
unserer  VSfer  zertrümmert  und  uns  dafür  ein  Weltgebhiide  mas- 
senhafter schwerer  Körper  geschenkti  Die  schatzenden  En^et  des 
lUeDschengeschlecht» ,  alle  Genien  und  gfitigen  Feen  verliessen 
dessen  Gesellschaft  und  wanderten  in  dau  Land  der  Sage  oder  der 
Dichtung. 

Diess  ist  eine  ungefähre  Skizze  der  vier  ersten  Kajiitel  des 
Biidies,  hei  der  sigh  IM.  zum  Tbeil  der  Worte  des  Verf.  bedient 
hat  Im  fünften  Kapitel  (II.  4.)  giebt  er  uns  eine  historische  Uar- 
Etellung  der  verschiedenen  Stufen  religiöser  Ausbildung  im  Vrdker- 
leben  und  ihres  Verhältnisses  zur  Philosophie  und  Natunvissen- 
seliafL  Eine  sehr  seh  ätze  nswerthe  Zugabe  bildet  der  Anhang, 
welcher  drei  bemerk ensiverthe  Aufsütze  enthält:  I.  Erlliuterun- 
gen  über  die  Epicykeinthenrie  und  das  Verhfiltniss  der  drei  Welt- 
systeme; II-  Kepplers  Mysterium  cosmographicum und  III.  Kepp- 
lers  Induktion  zur  Entdeckung  der  wahren  Gestalt  der  Planeten- 
bahnen. In  diesem  Anhange  zeigt  sieh  der  Verf.  als  gyter  Ken' 
ner  der  Mathematik,  was  um  so  bemerkenswerther  int.  als  sich 
die  Philosophie  ungel^hr  seit  dem  Anfange  dieses  Jahrhunderts 
der  Mathematik  zu  schämen  scheint  und  namentlich  die  sogenann- 
ten Philosophen  mancher  Schulen  auf  unsere  Wissenschaft  niit 
einer  Geringschätzung  herabblicken ,  «ie  sie  mir  aus  grober  Igno- 
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ranz  darin  «ntstehfn  kann.  Jener  Anhang  hnt  das  Verdienst ,  ein» 
znar  tsedrüagte,  ntier  vollHtiindige  Uehersicht  iilier  die  Arbeiten 
Kepplers  zu  gehen,  wovon  man  sellist  in  den  griiäseren  ustrono- 
tnischen  LehrlJiichern  kaum  mehr  als  eine  JNoti/  tindet.  Hierbei 
hat  der  Vf.  Keppler  mit  Recht  gegen  Laplace  uiidDelamhre 
in  Schutz  ^nommen ,  die  ihn  wie  einen  Schüler  INewton's  beiir- 
theilen  und  seine  Spekulationen  über  die  Kosinophysik  und  die  Welt- 
harmonie für  blosse  Triiuniercien  halten,  »eiche  müsüi';  neben 
seinen  aKtronomiscben  Forschungen  einhergehen  und  dieselben  urter 
beeinträchtigt  haben;  in  der  That  sind  sie  aber  die  Quelle  sei- 
ner grossen  Entdeckungen ,  indem  gerade  die  mystische  Naturan- 
sicht die  Erlindungskral't  Kepnlers  leitete.  Den  eigen thdmlichen 
Gedankengang  desselben  theilt  uns  der  Verf.  in  der  heutigen 
Sprache  der  Mathematik  mit. 

Diese  Anzeige  miige  hinreichen,  um  die  Mathematiker  und 
Physiker  auf  ein  W«fk  aufmerksam  7u  machen,  das  sie  des 
bescheidenen  Titels  wegen  leicht  iihercehen  künnten.  Der  zweite 
Band,  welcher  n,  A.  die  historische  Enttvickelung  der  Entschei- 
dung jenes  Streites  zwischen  dem  Naturalismus  der  Physik  und 
den' religiiisen  Ideen  enthalten  Tvird,  soll,  wieesheisst,  dem  ersten 
rasth  nachfolgeo.  Möge  derselbe  ein.  seinem  Inhalte  nach  ebenen 
gediegenes  und  seiner  Form  nach  eben  -so  ansprechendes  Ganze» 
bilden,  wie  der  erste. 


Schllimilch. 


XXI. 

Aiiflösnn^  desHeplerschcn  Problems 

nach  IVewton,  ver^liclien mit  derjetz^ 

noch  ^ehräuchllclien  numerischen 

Auflösung. 

Herj-n  Dr.  J.  Pb.  Wolfers, 


Jeder,  welcher  sich  auch  nur  mit  den  ersten  Theilen  der  tliei 
rischen   Astronomie    beschäftigt    hat,    kennt  das  Problem,   wovon"' 
hier  die  Rede  sein  soll.      Die  Gleichungen,    welche  zwischen  den 
einzelnen  Grüsseo  stattlitiden.  werden  in  der  neuem  Zeit  gewvhtl-  , 


I8ä 

Kell  auf  (fem  kurzem  analytischen  AVe^e  hert^oleitet  und  aiii  dcni- 
mlbeo  gelangt  man  zu  den  versrhiedencMi   indirecten  /Vullösun^en, 
A  eioe  dkecte,    der  Natur   der  Sache    nach,    nicht  möglich  ist. 
Wenn  80  anch  die  analytische  Darstellung^  vcdlkonunen  ^enii«^,  um 
&  in  der  theorischen  Astronomie  vorkommenden  Aufif^ahen  zu  lösen, 
w  glaube  ich  doch,   dass  es  für  manchen  Leser,   welcher  Mew- 
teoa  Principia  niathematica  philosoithiae  naturalis  nicht 
^knat,  interesfiaDt  und  vielleicht  auch  lehrreich  sein  wird,  die  syntheti- 
lieke  Weise  kennen  zu  lernen,  aufweiche  IN  c  w  to  n  zu  denselhen  liesul- 
(llleo  gelangt  ist,   die  noch  heute  gelten.      Ich    werde  daher  hier 
Uge  Sätze  aus  Ahschnitt  VI.   des   ersten  Buches  jenes  Werkes 
nttbeilen   und   die    Resultate    mit   den   Ausdrücken    von    (vauss 
der  Theoria  motus  corporum  coelestium  vergleichen. 
Zuerst  zeigt  N  ew  ton  in  einem  Lehnsatze  durch  Raisonnement, 
I  keine  elliptische  Figur  existire,  deren,  durch  heliehige  gerade 
den   ahgescnnittene^  Flächenraum   allgemein  mittelst   Gleichun- 
I  dargestellt  werden  könne,   welche   in   der  Zahl   ihrer  (ilieder 
md  Dimensionen  hegrenzt  sind.     Kr  schneidet  daher  den,  der  Zeit 
f  proportionalen  Theil  der  Flache  einer  Ellipse    mitteist  einer  geo- 
Metrisch  irrationalen  Curve  ah,  und  zwar  lolgenderniassen. 


§.  1. 

Anfqabe.  Ein  Körper  hewegt  sich  in  einer  Ellipse, 
man  soll  seinen,  einer  gegehenen  Zeit  entsprechenden 
Ort  in  derselben  finden. 

Auflösung.  In  der  Ellipse  APB  (Taf.  II.  Fig.  3.)  sei  A 
der  Hauptscheitelnunkt,  5  der  Brennpunkt.  O  das  Centrum  und  P 
der  zu  undende  Ort  des  Körpers.  Man  verlängere  OA  liher  A 
hinaus  bis  6*,  so  dass 

OG'.OA—OAiOS 

wird»   und   errichte  hierauf  GII  perpendikulär  auf  A(w,    Hierauf 
beschreibe  man  aus  O  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  OfV 
den  Kreis  EFG^  lasse  den  letztern  auf  der  geraden  Linie  (ill  als 
Basis  fortrollen,  ^o  dass  der  Punkt  A  die  gestreckte  Cycloide  ALJ 
beschreibt.    Ist  diess  geschehen,   so  nehme  man  die  Linie  (mK  in 
dem  VerhJiltniss  zur  Peripherie  (UFE  des  Kreises  an ,  in  welchem 
die  Zeit,  worin  der  Körper  den  elliptischen  Bogen  AP  zurücklegt, 
zur  ganzen  Umlaufszeit  in  der  Ellipse  steht.     Errichtet  man  nun 
auf  GH  das  Perpendikel  KL^   welches  die  Cycloide  in  L  schnei- 
det, und  zieht 

LP  parallel  GK-, 

80  ist  der  Durchschnittspunkt  P  der  erstem  mit  der  Ellipse  der 
verlangte  Punkt. 

Man  beschreibe  nämlich  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 
OA  den  Kreis  AQBy  so  dass  dieser  und  LP  AvXv  in  Q  schneiden, 
und  ziehe  die  Linien  SQ  und  0(fy  endlich  falle  man  von  S  auf 
die  Richtung  der  letzteren  das  Perpendikel  SR.  Der  elliptische 
Sector  ASP  ist  alsdann  proportional  dem  Kreissector  ASQ.   Ver- 
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länffert  man  nämiich  QP  bis  zum  Darchschnittspunkt  W  mit  AB 
und  setzt  die  baibe  grosse  Axe  der  Ellipse  =a«  die  hglbe  kleiM 

=  6;    so  ist  di 

ASP^SPWiASQ^SQW=bia, 
SPWiSQW-PW:QW=b:a, 

also  ASP:ASQ  =  b:a  oder  ASP=^.ASQ. 

Es  ist  aber 

ASQ=  OQA-"OQS=  \OQ,  QA-^\OQ.RS, 

mithin,   da  \OQ  gegeben  und  constant  ^=\a  ist,   der  Flächenin- 
halt von  APS  proportional  dem  Unterschiede 

QA  —  RS. 

Nun  ist  aber  RSiBm  AQ=  OS:  OQ 

^OSiOA 
=  OA:OG 
=  AQ:GF; 

also 

AQ--RS:  GFs\nAQ=AQ:  GF=  OS:  OA 

und 

AQ^RS=^  (GF-sin  AQ). 

Der  Flächeninhalt  des  Sectors  ASP  ist  demnach  proportional*  dem 
Unterschiede  GF-smAQ,  d.  h,,  nach  der  Gleichung  der  Cycloide, 
der  Linie  GK. 


§.2. 

Zusatz.  In  der  Darstellung  des  vorigen  Paragraphen. kann 
man  dieselbe  Gleichung  wiederfinden,  welche  in  der  Theoria  motus 
zwischen  der  excentrischen  und  mittlem  Anomalie  aufgesfellt  ist. 
Setzt  man  nämlich  wie  dort  OAzna  und  ausserdem  OS^ra.e, 
W.QOA^E;    so  wird  aus  der  Proportion  OG:OA=zOAiOS 


Ferner  wird 


06?=?. 

e 


GF=OG.E--.E,sinAQ^^as\nE: 

e 


also  der  Sector  ASP  proportional 

a(E — esin£). 
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lNe00r  Sector  Ist  aber  Aer  Zeit  pronortional ,  welche  der  Körper 
jNftnoeht  hat,  um  vom  Perihel  A  bis  zum  Punkt  P  su  geiangeu; 
M%ficb  ist  auch  diese  Zeit  proportiomtl 

£— -«sin£. 

0as8  man  aus  der  vorliegenden  Figur  auch  alle  die  Relationen  her- 
leiten  könne,  welche  in  der  Theoria  motus.  pag.  8.  zusammenze- 
«tollt  sind,  ersieht  man  leicht  folge ndermassen.  Fügt  man  zu  dpii 
bereits  eingeführten  Bezeichnungen  noch  hinzu: 

e  =  Anq>,  a^.e^^a^-'li^  oder  6«  =  a*—aV 

d.  h.  A=acosg[), 
ÄP=r  und  W.  ASP=v; 


'90  wird 


also 


Ferner 


S  If  = — r  cos  V  =  SO  +  O  IF=  ae—  acos  E , 


rcosr  =  a(cos£ — «),  wie  Nr.  IX.  a.  a.  O. 


/>|F=:rsinr  =  -eiF=acos9sin£,wieNr.  VIII. 

=  a*(cos£*+singp* — 2ecosjEJ-|-cos9^8in£^) 
oder  r=a(l — c  cos  JE),  wie  Nr.  III.  u.  s.w. 

Wegen  der  Uebereinstimmung  der  vorstehenden  Gleichungen 
mit  denen  in  der  Theoriamotus,  muss  also  auch  die  dortige  Glei- 
<^iing  zwischen  der  mittlem  und  excentrischen  Anomalie 

M=E — 6sin£ 

hier  stattfinden.    Da  ferner  nach  §.  1. 

ASQ=l  OQ.«?^-ÄÄ)  =  iaa(£—€sin£) 
vnd 

i<S/>z=^JÄQ=  ia^cos  <p(JB— csin  £) ; 
so  wird  auch 

ASP:=  ia«cos <p.^i^^JL±i?    (Theor.  mot  pag.  6.) 

=  ikt^p.V^r+^=  \frrdv. 
ASP  ist  also  der,  in  der  Zeit  t  beschriebene  Sector. 


§.  3. 


Gurve 


Annierkunfh     Wegen   der  schwierigen  Oonstruction  diea 
re    (der    Cycloide)    ist    in    der    Praxis    zweckmässiger    ei 


dieser 
eine 


I 


Conslroctioii  aiizuiveddeii ,  vtelche  der  Wahrheit  aehr  nal 
Lomnit. 

Man  !juche  einen  bestimmten  Winkel  Ji,  welcher  sich  z 
Winkel  57",'2y578:^2062<H",808,  den  ein  dem  Radius  gl 
■logen unterspannt,  verhält,  tvie  dieEntf'eroung  Sfl (Taf.  II.  Fig. i.)  bej 
der  Brennpunkte  von  einander  zur  grosi^ien  Ase  AB.  Ferni 
»uvhe  man  eine  Linie  L,  nelche  sich  zum  Radius  verhält,  wlt  ^. 
zu  SH.  Hat  man  beide  einmal  gefunden,  so  löst  man  die  Anfga' 
durch  folgende  Analyse. 

Nach  irifend  einer  Methode  oder  Conjectiir  bestimme  man  d 
Ort  P  ziemlich  nahe  und  fitllc  von  ihm  auf  die  grosse  Axe  d 
l'er|iendikel  Pfi ,  so  erhält  man  die  entsprechende  Ordinate  ^ 
des  um  die  Elli|>se  beschriebenen  Kreises  AQB  aus  dem  Verii j 
nisa  beider  Äsen  der  Ellipse,  und  es  ist  alsdann 

QR=AC.sinACQ. 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  den  Winkel  ACQ,  Kelchen  m 
nur  nahebei  durch  Rechnung  zu  bestimmen  braucht.  Man  Icen 
ferner  auch  den  der  Zeit  proportionalen. Winkel,  welcher  sich  ofi: 
ItL'h  zu  360"  verhält,  wie  die  zur  Deschrellinng  des  Bogens  ^ 
erforderliche  Zeit  zur  ganzen  ömlaufszeit.  Dieser  Winkel  sei  =^ 
Hierauf  bestimme  man  die  AViukel  D,  E,  F,  G,  H,  J,  etc.  aus  d 
Proportionen : 

asß  =  sin^Ce:Radius: 

t:iV-JrQ  +  Ö  =  L:L  +  cosJ6-Ö.  TjenachUem  JfQ$SO*,; 

F:  B=  ata  (ACQ  +  E) ;  Radius; 

6:iV— .dCe— £+ F=  i:  Z,+ .lusUC'Q +  £). 

Tjenadidem  ACQ+  Ei^'JOf; 
H:B  =  8ia(ACQ+E+C'):th'iliits; 
J:N—ACQ-E~G^H^L:L  +  co^(ACQ  +  E\^G), 

Tjenachdem^C*^  +  E+G^iKi"; 
u.  6.  w.  f. 


ACt/  =  ACQ  +  E+G  iJ+eti:.. 

so   ergibt   sich   aus   seinem  Cosinus  =z  Cr  und   der 
welche  letztere  aus  der  Proportion 

pr:sin4Cq  =  b;a 

lielcannt  wird ,  der  verbesserte  Ort  p  des  Körpern. 
Wird  in  einem  einzelnen  Fnll«  der  Winket 

N—ACQ+IJ 

negaliv,  so  muas  bei  £  übcrull  das  Zeichen  4-  in  — 
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—  !n  -f  verwandelt  werden.  Dasselbe  gilt  von  den  Zeichen  der 
Winkel  G  und  J,  wenn  respective 

N-^-ACQ^E+F  und  N^ACQ-^E^G  +  H 

negativ  werden. 

Die  unendliche  Reihe 

ACQ+E+G+J+etc 

eonvergirt  übrigens  sehr  schnell  >  so  dass  man  kaum  jemals  über 
das  zweite  Glied  E  hinaus  zu  gehen  nOthig  haben  wird.  Die  Rech- 
Dung  gründet  sich  auf  den  Sa^,  dass  der  Fiächenraum  ^iSiPsich 
verhält 9  wie  der  Unterschied  zwischen  dem  Bogen  AQ  und  dem 
Perpendikel  von  S  auf  CQ. 


§.4. 

Zusatz.  In  dem  Verfahren,  welche/^  Newton  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  aulgestellt  hat,  ist  vollständig  dasjenige 
enthalten  5  welches  man  in  der  Regel  gegenwärtig  bei  nume- 
rischen Rechnungen  anzuwenden  pflegt.  Dasselbe  ist  im  Berli 
ner  astronomischen  Jahrbuch  von  1838.  pag.  281.  darge- 
stellt und  daselbst  zugleich  gezeigt  worden,  dass  es  mit  dem  in 
der  Theoria  motu s.  pag.  11.  nuj^eth eilten  identisch  ist.  Von  der 
Uebereinstimmung  des  erstern^/erfaKrens  mit  dem  in^  vorigen 
Paragraphen  enthaltenen  überzeugt  man  sich  leicht  folgendermassen 
Setzt  man  der  früher  eingeführten  Bezeichnung  gemäss : 

B=  ^w  =  cco  =  c^,  wo  w  =  206264^8; 
ACQ=E', 


E=^E; 


so  wird 


JE  = 


D=e"sinE; 
iiM-E + e"  sin  E')       M—  E'  +  e"  sin  E' 


\^co»E'         "~        iTecos-E' 
+  jenachdem  E'  ^  90o. 
Wir  haben  bereits  oben  die  Gleichung 

T^^z^M—'E-^esmE 


3 

a^ 


betrachtet.     Da  nun  der  Flächenraum  ASP  proportional  der  Zeit 
ty  also  nach  dieser  Gleichung 


'   folgt,    tveil  AQ  =  a.E   und   das  Perpendikel  vou  ä    : 
SF=  SC. sin  «Ce  =  <ie  »in  17, 


a\M 


AQ—SV=a(E—emE), 
dajis  auch  ASP  proportional  dem  Unterschiede 

AQ—sy 

sein  <vird. 


XX. 


W^elche  Iiage  mnss  man  einem  8ti 
Stabe  ^ebcn,  damit  er  das  maxlmi 
der  magnetisirenden  n^lrknng    eine 
kreisförmigen  clectriscben  Stromes  ] 
erfahre? 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Uberlelirei  an  Gymnaiiom  Frideririanum  zu  Seh> 


§.1. 

Zu  der  Beantwortung  lUeser  Frage  wurde  ich  geführt,  als  id 
das  in  Pog^.  Ann.  LXIl.  S.  240.  beschriebene  Verfahren  zur  Mag 
netiairung  einiger  SlahlstSbe  antrandte.  Es  fiel  mir  dabei  nSmli^ 
eine  Stelle  im  Rejiert.  der  Physik  ron  Dove  und  Moser  «iii 
(l.  S.  263.},  ivo  ein  von  Barion  beschriebener  Versuch  aJsf&a' 
(.■..iL-n  i.i:_~.„j  '■"-eichnet  wird.  Jene  Stelle  beisst:  „SolälU 
einer  Spirale,  dass,  wenn  eine  kleine  MaL 
fie  so  liioeingcle^t  wird ,  da*s  ele  auf  d^3 
unleni  Thcile  der  Windungen  ruht,  diese  Nadel  im  Momente  deL 
VeriMndung  der  Sfiirale  mit  der  galvanischen  Kette  auf^iiTiiigt.  onq 
in  iler  Axe  der  Spirale  den  Gesetzen  der  tSchwere  en  (gegen  ach wmT 


labelhaß  klingend  bezei 
tig  ist  die  Wirbtng  ei 
netnadel  (or  bar) 


Elia     Bäil    "^««li     ;ui     itr«««   -^  •««<:■     '%il«-l  M.*l««'-- 

Irn    TiifHefWMte    mu    iii*'*e«i  V  •'^**ii  «i    tut    u«riiit*iii  >i:ii;ti«'%i.>2:> 

bJliifn    iiiiziuniffi '  -"iiiui*^     iii  '.  LkhI  4c"ftie.    *. .   '.ul  itucrviit  '.*Ui<  •! 
Ulli   u^rriiit»»«'  W  uitiiiii"\'?   i»«»»'i«ie»t    %  tr       inü     ie«i  S:i*-«ii 

junites(f»is^     iiii:**iiaii.       f'>t*«ifi^tt:)«;h«*(i     •«'«    M;u4*i«r«?iiulc;ii 
•Ml    "Tiiiir   im     iH'u     iiiri*i>feii    Pi«ile    ier    W'hJufi^^^ii     ici;*'", 

j«Kfici!S*9n  .    **»  -iost^  e>   S'.i  J«fMie«i   Sei'vu  ^i*?ich  *»r*S  .u-^  Ivm 
C^üntier   berv-imiti? .    "ni^fo   i.'jer    « '.<^i%f  rum  Aui'  Jvai    hj:  e^^eu 
T\  •  1 L  e  «i  •*  r  :  1 1  tf  r e  1  W  i  -i  J  -ie'jjtf«!.      VU  Ich  Jie  \\e  ivv-*  i  n  Iiü 
det^  vtKtikai  ^retlre.    ^-hv^vöce  d^c  Scub  in  d^ui  i\h;iJ[^r  tu  \ci6 
ka&cc  L.I-X« .  >ih«r  Iniiu^r  «^ich  ^i  die  $eiC«ru««jiuJ  ji'jI<^;;<*uvI. 
J<*ier    Versuch.    dea^ifJ b«fu    in    dn^r    A\e   d*«i   i\UiKt<«x    li^* 
[•I  2U  edLilceo .    war  vvqr«*i>rioh.    eWu  >v»  ^^r^f^t^Nich .   ^U 
J«!iLLa<i   versuchea    wollte.    etiHrm    MA^ueCeu    s^iueu    lnkcv 
cerad«  in  der  Encteraunsj:  ddr^ubieceu.    iu  M^lvher  di«"    .«iiiichciid%« 
t     Kialt  de:»  Maztieteo  und  die  Schwere  de«t  .Vukers  im  4«leu-h);cui^-ht 
tfiod .    so  da«^  der  Auker  trei  in  der  Lull  svh webte. 

Diese  VersEuche  ouii.  »o%%ie  der  rmsUud,  düssidie  Uicke  eini- 
ger voD  deo   zu  masnettsireiideii  Stäben    betleutend   ^erini;er   \\m 
^    als  die  inoere  Weite  de«  Tvlinders  fYihrten   mich   «u  der  obl^ell 
I    Frage,  deren  Beantwortung  iür  die  vorCheilhatWle  UeuufAuui;  noI 
^    eher  Spiralen  zum  Macnetisiren  nicht  unwichtti;  ist.    Oa  ich  \\e«lei 
in   Poggendopffs   Annalen,    nrnJi    in   tvehler»   \V%»rterhuche. 
noch  iD  den  Lehrbilchern  derPhyi^ik  AuHkuull  tnud,  sw  vervuchto 
ich  selbst  die  Beantwortung,  und  theilo  diesen  \' ersuch  hier  ndl. 


§.  -2. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Suche,    dass  uir  uns  imf  den  l*'nll 
beschränken,  wo  der  Stab  mit  der  Axo  des  C-yllnderN  iinnillel  inl, 
so  wie  dass  wir  ntatt  des  H|Hruir7irmigen  HriihlcN  niis  die  l*erl|iiie 
rie  eines  Kreises  als  Leiter  des  elertriHclien  SlrniiieH  \iirMCelleii. 

Alu  bewiesen  wird  vorauH|;eNetxt : 
I)  Ein   geradliiiister  clectriH<:her  Slroni   iiirkt   vi^rlhidlend    aul 
ein  ausserhalb  liegendes  niiigneliNcheN    Theilchnn   in  vUnn 
Richtung,   welche  auf  der  durch   dien   l'hellchctn   und   dun 
Leitungsdraht  gelegten  Ebene  senkrecht  ist. 

^)    Denkt  man  sich  mit  dem  Strome  Nchwiiuinifnd  und  du»»  nui^ 
netische  Theilchen  anblickend,  so  wird  in  der  bifzeirhnclcii 
Ajchtung  der  Nordpol  links,  der  Sildpol  re«;htM  bc^wi^^l. 
^     I^ie  Wirkung  eines  jeden  Elementes  des  Stromlei Icix  i^f  lUu 
^  "^    ;e  dieses  Elementes  direct,  und  dem  Quoilrslc  tith  Ah 
dieses  F^lementes  vom   maiienetiM-hen  'IheiJchen  um 
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gekehrt   proportional ,    ausserdem   aber   not^h  Uirect  pronnr- 
tigiial  dem  Sinus  de»  Winkels,  welchen  die  Verhindungslinie 
jenes  Elementes   und  des  nrngoetlschen   Theilchens  mit  der 
Strnmesrichtuiit:  liitdet. 
4)    Bei  einem  krummen  Leitungsdrahte  wird  ab  Richtung  jedes 

Elementes  die  entsprechende  Tangente  genommen. 
Nun  sei  (Tar.  II.  Fi^.  5.)  A  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  dessen 
Penpherie  den  Strom  leitet,  B  der  Punkt  seiner  Ebene,  in  welchem 
dieselbe  von  dem  Stabe  durchstochen  wird.  Dan  Element  D  de» 
Kreises  wirke  auf  den  Punkt  F  des  Stabes  verfheilend.  Durch  F 
und  die  Tangente  ED  iem  man  eine  Ebene,  und  auf  dieser  sei 
FC  senkrecht,  so  wird  das  nordmagnetische  Element  des  Punktes 
F  von  F  nach  G  bewegt,  wenn  der  Strom  von  C  nach  D  geht, 
wie  die  Pfeile  andeuten,  und  die  BeweDung  in  dem  obern  Theile 
des  Kreises  von  hinten  nach  vorn  geschieht.  Es  messe  FG  die]^ 
Intensität  dieser  Zerlegung,  und  GH  sei  senkrecht  auf  BF,  dandp 
misst  FB  die  Inteneltfit,  mit  welcher  das  Element  bei  J9  den  M. 
netismus  in  F  in  der  Richtung  der  Länge  des  Stabes  zerlegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  Radius  des  Kreises  mit  r,  AB  min 
r',  und  den  zum  Winkel  DAC  gehörenden  Bogen  des  Normalkre^ 
ses  mit  ip,  endlich  mit  c  eine  conslante  Grösse,  welche  von  der 
Intensität  des  Stromes  abhängt .  so  ist 

FDE 


und  weil  FH~  FG- 


FH 


•"'=      1,7^ 

—■ 

CO.  CFN  i.l , 

c.rdip.ninFDE.c 

m  GFH 

DF' 

wächst  ^»iFDE  l. 
)  wirkt  Alles  zusam^ 
i  lassen.     Es  ist  klar,  ■ 
inkt  B  das  Maximum 
1  der  Praxis  den  Stall 
abwechselnd  das  eine 


Vermindern  wir  den   Abstand  BF,    s 
cos  GFH,  während  DF^  kleiner  wird ;    a 
men,    um  den  Werth    von  FH  wachscu  l. 
dass  von   allen   Punkten   des  Stabes  der  Pur 
der  Wirkung  erfahrt.    Nun  zieht  man  abe 
in  dem  Cylinder  hin  und  zurück,    so   das  .    .    __ 

und  das  andere  Ende  des  Stabes  in  den  Punkt  B  kommt,  mithin 
jeder  Theil  des  Stabes  die  Wirkung  erfährt,  die  in  B  ausgeübt 
wird ,  und  dann  die  hier  hervorgebrachte  Vertheilung  nach  Imiass- 
gäbe  seiner  Coercitivkraft  beibehält;  also  haben  wir  nur  nufhig, 
die  Wirkung  des  kreisförmigen  Stromes  auf  ein  ia 
seiner  Ebene  in  B  befindliches  magnetisches  The 
eben  aufzusuchen,  und  dann  zu  bestimmen,  welche  Lasdl 
der  Punkt   B  in  der  Ebene  des   Kreises    haben  ^ 


damit  die  Wirkung  e 
Das  Element  bei  D 


n  Maximum  se 

lirkt  auf  B  mit  der  Kraft 


_  crdcp.siiußDE  _  rrrfy.cos  g/>.4 


denn  die  frühere  Ebene  FDE  ist   jetzt  die   Ebene  des,  Kreises,  I 
und  das  Loth  FG  fällt  in  die  llichtung  BF,  mithin  ist  cos  GFU=i.  I 
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Nun  iHt 


■nd 


dich 


_  -.  .     A  D^AIi.  cos  DAK     r  — r'  cos  © 


DB  =  I r« — 2rr'  <m)S g?  t  r ' - I^  ,     ' 

1)  jfii'—     tTr/y(r  —  rN'osy) 
{r*— -irr'cos^  +  r'^iJ 


Wird  dieser  Ausdnick  infof^rirt  und  das  Intcf^ral  von  g7r=Ü 
qf:=,^it  genommen,  ho  erliUlt  man  die  gesammte  Wirlkun<7  <1<>^ 
Mstromes  auf  den  Punkt  B,  und  kann  nun  die  Verändern nij;en 
ucheiiy  welche  mit  diesem  Werthe  vorgehen  ^  wenn  man  die 
des  Punktes  B  in  der  Khene  des  Kreises,  also  r'y  sich  ver- 
ero  lässt. 

Es  ist  gut 9  gleich  von   vorne  herein  auch  den  Fall  ins  Auge 
fassen,  dass  r"^T  wird,  das  magnetische  Theilchen  also  aus- 
lerhalb    des    Kreises,    aber  doch    in  seiner  Ebene,    etwa  in   Bf 

2af.  II.  Fig.  6.)$  liegt.  Man  zielie  von  B  die  Tangenten  BM,  B'L  an 
n  Kreis,  und  verlängere  BA  bis  zur  Peripherie  in  7^;  dann 
wirken  die  Theile  MCL  und  LP]\1  in  entgegengesetztem  Sinne 
f  das  magnetische  Theilcben  in  B,  und  zwar  ist  die  von  LP3f 
wirkte  Vertheilung  des  Magnetismus  jQ;leichurtig  mit  der  von  dem 
Kreisstrome  bei  dem  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punkte  B 
bewirkten  V^ertheilung^  die  von  dem  liogcn  MCL  ausgeübte  ist 
die  entgegengesetzte.  IJobcrwiet^t  die  letztere,  so  kehrt  si<!h  in 
dem  Punkte  B',  der  Südpol  dem  Besclhiuer  zu ,  während  in  B  der 
Nordpol  der  zugewandte  Pol  ist.  Da  in  h  und  ^1  die  Tangenten 
mit  cien  Verbindungslinien  B'L^  B' iM  zusammenfallen,  so  ist  die 
von  diesen  Punkten  auf  B'  ausgiM'ibte  Wirkung  Null. 

Unser  Differential  (1)   wird  nun  für  alle  Punkte  auf  MCL  ne- 
gativ,    weil  r — r  C0S9  negativ  wird,    dagegen  für  alle  Punkte  aut 

LPM  positiv,   in  L  und  M  dagegen,  wo  cp    :arc(cosr^— ),    wird 

dasselbe  Null.  Die  Integration  zwischen  den  (1  ranzen  0  und  2?!; 
liefert  uns  die  algebraische  Summe  der  Wirkungi^i ,  mithin  die 
resultirende  Wirkung  der  (Grösse  und  Richtung  n;ich.  Es  ist  näm- 
lich die  Wirkung  des  ganzen  Kreises  offenbar  das  Doppelte  der 
Wirkung  des  Halbkreises  CLP,  mithin 


^1  dW=2l  dW     2    j    /  d]V 

W%ß  ifz=:z0      *J  </)— -0  (./  7>-.0 


---TT 


iirc  Ccosr-  ^^i 


§.3. 


Wemlen  wir  uns  nun  zur  Integration  der  (üleichung  1) 

cr(r — r  cosc^p) 


dn  = 


( r«—  'Irr'  cos  (p  +r"^) 


,d(p. 


Thcil  VII. 


\:\ 
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Dieselbe  wird  sich  ausführen  lassen ,  wenn  man  im  Stande  i 
den  Werth 


(r2— 2nr'eos9+r'2)* 


in  eine  nach  Potenzen  von  cos(p.  oder  noch  besser  in  eine  nai 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  <p  geordnete  Reihe  zu  entwickd 
Denn,  wenn  man  hat 


^  =  -^  +  Bcos  9-f  Ccos2(p+Z>  cos3gj+.... 

(r*— 2iT'cos9+r'2)* 

so  wird 

r — Wcosy   ■ i  Ar -i-Br  cos  (p^  Cr  cos  2g) -{-Dr  cos  dqt,,, 

~      T    ]  ]iri —  ]        — -^r'cos<p  —  ^r' cos  o)  •  cos  op 

(r«—2iT' cos  9 +  /*)'•       (  —  Cycos29.cosg)... 

und  wenn  man  hier  überall 

,cosp9>.cos9=icos(/>  +l)q)  \-icos(p  —  l)^ 
setzt,  so  erhält  mao 

•2) £Z=L£2£5L_,=     (Ar-lBr-) 

(r«— 2rr'cos9>+r'*)' 

-HBr ö — r)co8q> 

B+D 
+  (tr 2 — r)cos2<p 

KZ>r-^-±^r')c«8  3g. 

u.  s.  w. 
Mithin  ist 

dW=  crd(f ;  ( Jr  —  4  Br)  +  {Br  —  ^^4"^')  cos  ip 

B -i- ü  /^  1  je* 

+(Cr J— r')cos2qr  +  (Z>r— 5-^r')c«s3<p.... 


also  das  integral 


Wt=  er  {Ar — ^Brl  (jr  +  rr  (^r — ^^^O  sin  g> 

+  Irr  ( Cr 5— r )  sin  2^ 

+  lrr(Z>r-<^^')sin3<r 
+  11.  s.w. 
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Da  dies  Integral  zwischen  den  (ir2inzen 

g)  =  0  und  <p  =  27c 

t  nebmen  ist,    so   rodiicirt  sich  dasselbe  iinf  den   äusserst  ein 
i^en  "Wcrtri 

^welchem  die  (jlrüssen  A  und  B  noch  bestimmt  werden  miissen. 


§.  4. 

Die  Bestimmung  der  Coeflicicnten  A  und  Ji  geschieht  durch 
AnsfÜhning  der  Entwickehing 


3 


(r«— 2rr'cos(p^r'*)    ^--/l+J?cos9  +  Ccos2g)+...., 

Iche  am   schnellsten  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  und  den 
'"iDnten   Keihen  für  die  Potenzen  der  Cosinus  sich    ausführen 

le.     Die  Mothwendigkeit  aber^  zur  Beantn-ortung  unserer  Frage 
^h  convergirende  Keihen  zu  gewiimen,  erheischt  einige  Umwege^ 

deren   Windungen    die   Darstellung    von    Lacroix    in    seinem 
!ait^    du    calcui    difierentiel    et   du    calcui  integral. 

112.  ff.  mir  als  Wegweiser  gedient  hat. 
Bezeichnet  man  ^^ZZJ  durch  /,  so  hat  man 

cos  (p  = 2 » 

fo  e  die  bekannte  Bedeutung  hat.    Dann  ist 

4)  r«— 2rr'cos9)  +  r2=:.r2— r/(f?"^  I  «~'^)H  »'* 

--  (r  — rr'*^)  (/  — rp     "'' ). 

Nehmen  wir  zunächst 

r«— 2it'  cos  g)  +  /«  =  (r—re'"^)  {r^r'e  ""  "0 , 
Itnn  ist 

i  .    (r»— 2lT'cosc^+r'2)■"'^-(^--rV>)""'^(^-.rV~'>)  -"•. 
Dd  dun  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 


1  '>  ;{ 


(0 


e 
13* 
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,  _/«,        w        — m.,  ,        r'     —  ig,  .  m  (m+i)  ^r'Y  ^—  2iq 
(r— r'ß      '')         =r        {l  +  w.-.e        +"~r72~W 

+        1.2.3         V*-/  "^         ""'' 

Multiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  und  si 
man  in  dem  Resultate  überall  wieder  6^"^ +6*^^^  =  2  cos  g>  \ 
e^'^'-fc    '"''=2cospg),  so  erhält  man 

1 1+m« •  U;  +  K—TT-)  tJ  +  V       1.2.3      ;  (r > 

5)r  ^^  +2(««.-+»»^(-f  Xir;  +(-T72^;  -3-(7>)~" 

\+  Pcos  2(p  +  Q  cos  3g)  +  Ä  cos  4g?.... 

vfo  die  Coefiicienten  P,    Q,  ß nicht  entwickelt  sind,    da  \ 

ihrer  zu  unserer  Aufgabe  nicht  bedürfen.    Bezeichnet  man 


6) 


dicRelhcl+m^.(y  +(^^)'(^)\...  mit  «    , 
u.  die  Reihe  2(wi .  --H»2 .  -g— (^-^  +(,    1  .T^J  •  "3~  V  »V"-^ 


so  hat  man 

(r2— 2rr'cosg)+r2)~'"=r~^'"i«+/Jcosg)...), 

I 

und  da 

(r2— 2rr'cos9  +r'2)— 1==^  +  J?  cosg?  +  Ccos2g).... 
sein  sollte,  so  hat  man 

7)  ^==^^3  und  2?=^, 

wenn  man  in  den  Reihen  6)  statt  m  den  Werth  |  substituirt,  u 
er  und  ß  dann  berechnet.     Sobald  aber  —    nicht    ein    sehr   klein 

Bruch  ist;,    convergiren  die  Reihen  in  6)   nur  langsam,   wesslu 
man  so  unmittelbar  nicht  zum  Ziele  kommen  kann. 

Jene  Reihen    convergiren  nun   viel   schneller,    wenn    man 
denselben 

7W=: — i 

set2t,  mithin  (r^  —  2iT'cos9  +  /2)'2z=r(a  +  jScos9)....)  gewinnt. 
Könnte  man  aus  den  Coefflcienten  dieser  Reihe  die  Coefiicic 

ten  der  Entwickehing  von  (r^  —  2rr' cos  9+r'^)     '^  herleiten,  so  wün 
die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  vermindert  sein. 
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§  5. 
Dies  wird  sich  thun  lassen,  wenn  man  aus 

(r2^2rr'cosg>+r2)'"'".=  r""^"*(a  +  |3cos9+ycos2g>....) 

herzuleiteD  weiss: 

8)  (r«— 2rr'cos9+r2)-('»M)z=r-2('»+i)(ai+Äcos9)+yiCOs29..), 

so  dass  man  a^ ,    ßi,  y|....  als  Functionen  von  a,  ß,  y.,„  erhalt. 
Denn    alsdann    kann   man    auf  dieselbe  Weise  von  — (m  +  1)  zu 

—  (w+2)  übergehen,  mithin  von  i  zu  J — 1,  von  da  zu  i — 2  oder 

—  5-    Nun  ist  aber 

^  ^  '      ^  r* — 2rr  cosy  +  r* 

mithin  auch 

/    .  .M      .  /,             .            ^            r^2m/c{_|.j5cosop4-ycos2(p...) 
r-2(m+i){a,+ftcosg)  +  yiCos2(p...}=: ^2l2iT^cosV4-i'^^         ' 

und  wenn  der  Nenner  weggeschafft  wird: 

r-«{ai(ra+,V)+/3j(r2+ri2)cos9+yi(r-8+ri2)cos29.... 

— 2airr' cos 9 — 2j3i rr  cos ycos 9 — 2yirr' cos 2^ cos  9)....} 
=  a-|-/3cos9?  +  ycos2g?  +  öcos3g? 

Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  statt  cos  ^^9.  cos  9  seinen  Werth 

\  cos  {p  +  l)q)  \-  \  cos  (p — 1)9 , 

und  bfiogt  man  dann  alle  Glieder  auf  eine  Seite,  so  erhält  man 

+  (A  (**^ + ^'^)  —  2a|n''  —  yi^r' — r'^ß)  cos  qp 
+  (^1  (r^+r^)— ftrr  — ^irr'—i'2y)cos2gj 
+  u.  s.w.  =0. 

Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  Coefücienten  c^j .   ßi,    /i . . . .  die 
Gleichungen 

/Si(r2+r2)-.2ain'— yirr'-r2^=0, 
h  (r^ + »•'^)  —  ft  rr  —  ö^rr  —  ray =0, 

u.  s.  w. 

durch  deren  Auflösung  man  erhält: 


198 

11)  ^^^ __, ,  ^ 

u.  s.  w. 

Ks  können  also  die  Coefficienten  /?| ,  y-^,  ^i«...  der  Entwicke- 
lunji;  von  (r^— 2rr' cos  9+ r^— ,(*"+!)  durch  die  Coefficienten  der 
Entwickelung  von  (r^ — 2rr'  cos  (p  +  /2)— m  ausgedruckt  werden,  weno 
nur  Her  erste  der  gesuchten  Coefficienten,  nämlich  a^  , 
bekannt  ist.  Diesen  zu  ermitteln  vrird  nun  unsere  oächstc  Auf- 
gabe sein. 

§.6. 

Könnten  wir  die  Relation  finden,  weiche  zwischen  den  Coeffi- 
cienten a,  j5,  y,  d....  der  Entwickelung  von  {y^ — 2rr' cos g? +  /*)—"» 
besteht,  so  muss  dieselbe,  nach  8ubstituirung  von  m-fl  statt  m, 
auch  gelten  für  die  Coefficienten  a^,  jSj ,  yi,^i...,  der  gesuchten 
Entwickelung.  Liesse  sich  z.  B.  y  durch  a  und  j5  ausdrjiicken,  so 
hätten  wir  auch  y-^  durch  a^  und  p^  ausgedrückt,  und  da  auch  die 
Fonuei  10)  uns  y^  als  Function  von  a^  und  ^^  ü^^'^rt,  so  giebt  uns 
die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  von  yx  den  Werth  des. 
(yoefficienten  Uy, 

Nehmen  wir  nun,  um  jenen  Zusammenhang  zwischen  den  Coeffi- 
cienten a,  j?,  }/....  aufzufinden,  von 

(|.a — 2rr'cos7)+r'^)"""»=r—2m(c{_j_|5cos9+ycos29....) 

die  Logarithmen,    und  darauf  das  Differential  nach  97,    so  kommt 
Kunächi^t 

2mrr'  sin  y       __    j3siny+2y  sin  2<)p + 35  sin 3g?.. . 
r^ — 2it'  cos  9? + r  ^     a  +  jS  cos  9  +  y  cos  2g?  +  d  cos  3g>...* 

Wenn  dann  die  Nenner  weggeschafft,   statt  sin9?.cos/?g>  und 
statt  cos (p .  sin  »g)  ihre  Werthe,  nämlich  \ sin  (/>+l)g?— g  sin  (^ — l)gj  ^ 
und   isin(/>+J)9?  +  isin(/>  —  l)^,   gesetzt,    und  alle  Glieder    auf 
eine  Seite  geschafft  werden ,   so  erhält  man 

{ Imrra — (m — 2)rr'y  —  (r^ + r  ^)j3 }  sin  9? 
+  {7//rr'/3  — (m— 3)r/5— 2(r2+r  2)y}  sin29? 
+  Psin  3qp  +  Q  sin  4g>  + .. .  =  0. 

Der  Coefficient  von  sing?,  den  wir,  wie  die  übrigen,  gleich 
Null  setzen  müssen,  liefert  uns 

1-)  y~  (m  — 2)rr' 

Vertauscht  man  m  mit  m4-l  und  c;,  j3,  }'....  mit  «i ,  J?|,  yi****9  so 
hat  man 
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§   5. 
Dies  wird  sich  thun  lassen,  wenn  man  aus 


leiten  weiss: 


--r      "*(a  +  |3co8  9+ycos29)....) 


(r"—2rr  cos  9 +  /«)-(««  >i=r-«('"+ DCai+ftcos^+yiCOsSy..), 

dass  man  a^ ,    |?|,   y|....  als  Functionen  von  a,   jS^  y,,..  erhält, 
t    alsdann    kann   man    auf  dieselbe  Weise  von  — (m-fl)   zu 
1+2)  übergehen,  mithin  von  i  zu  i— rl,  von  da  zu  i — 2  oder 
Man  ist  aber 

^  TT  ■      /  y2 — giT*  cos9)  +  r* 

tiD  auch 

/._i.ix4      MO             .             *            r^*'"(a+jScosqp+ycos2op...) 
^"^'M«i+Acosg,  +  yiC082(p...}--: ^^—'irr'coZp  +  r'^         ' 

■d  wenn  der  Nenner  weggeschafft  wird: 

— 2airr  cos  9 — 2ßi  rr  cos  9 cos  cp — 'iy^ir'  cos  2q>  cos  9)....} 
=  a+j8cos9?  +  ycos29  j-d'cosSg? 

letzt  man  in  dieser  Entwickelung  statt  cos /^g?.  cos  9)  seinen  Werth 

lco8{p-\-l)g)  f  icos(/; — l)g?, 

od  bringt  man  dann  alle  Glieder  auf  eine  Seite,  so  erhält  man 

+  (ßi  fr^ + ^'*)  —  2a,  rr'  —  yiir' — r^ß)  cos  qp 
+  (^1  (»•*+»''^)  —  ßiTT — öirr — r2y)cos2g) 
-f-u.  s.  w.=^0. 

ies  giebt    zur  Üestimnmng  der  (^oeflicientcn  ofj ,    /i,  ,    /i . . . .   die 
eichungen 

A  (r2+r'2)  -^2airr'— yiir'  -  r'^|5  =  0, 
Yi  (r^ + r  ^)  —  ßirr  —  ^iir'  —  r^y — 0, 
u.  H.  w. 


ch  deren  Auflösung  man  erhält: 


9)  ft  -- 


—  «?'*^ 


rr 
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Führt  man  dies  aus,  so  erhält  man  aus  15)  u.  9),  16)  u.  17) 


«1  = 


19) 


ßi  = 


(r^+ri^)tti--ai^ 

/ 

rr 


.ra. 


«a= 


.r' 


^2= -r • 

Jetzt  braucht  man  nur  in  den   beiden  letzten  Werthen  übei 
statt  «1 ,  ßi  die  durch  die  beiden  ersten  Formeln  gegebenen  Wei 
zu  substituiren  und  die  Reductionen  auszuführen,    um   folgeodci^] 
sehr  einfache  Werthe  zu  erhalten:- 

^^)   Ra — /,.2_|.'2)2- 

Es  sind  mithin  von  der  Entwickelung 

22)  (r»— 2rr'cos9+r2)""*=r^^{a2+/3aCOsg>  +  y2COs2g>...) 
die  ersten  Glieder  gefunden. 


§.  8. 

Die  Losung  unserer  Aufgabe  hatten  wir  davon  abhängig  gemacht 
(cf.  §•  3.)  9  dass  für 


(r^ — 2rr  cos  <p + r  *)* 


die  Reihe 


-^+J?cosg?  +  Ccos29.... 


3 

I 

gefunden  würde.    Dies  ist  in  §.  7.  geschehen.,  wenn  wir  die  Paren-  j 
these  auf  der  rechten  Seite  von  22)  auflosen ;    mithin  ist 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  20)  und  21) 

-3)  ^=^(r2_ri2)2' 


r 
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UDser  Integral,  welches  die  Gesamnitwirkung  des  kreisförmi- 
Stromes  ausdruckt,  war  nach  §.  3. 

Werth  ven^andeit  sich  jetzt  in 

«r  4-  ißr 
25)  W=2cr^^^^. 

it  man  die  Entfernung  r    in  Theiien  des  Halbmessers  r  aus, 
man  also 


r—pr 


jTerwandelt  sich  25)  in 


26)  ^=-T^-^$ 

Reihen  aber,  welche  wir  der  Kürze  wegen  mit  a  und  ß  bezeich - 
haben,  sind 

o^      -ij^^    2_lJLL    a,    1.1  3^  1.1.33.5g 

27)   «  — I+22P  +52742P  +2*^.42.62^  +22.42.6*.8g^  

1  11  1  1  3^ 

man  in  §.  4.  Nr.  6)  nur  7/t= — ^  und  ~=p  zu  setzen  hat 

Für  p  =  0,   d.  i.  r'  =  0,   also  für  den  Mittelpunkt  des  kreis- 
ligen  Stromes,   ist  ^==1  und  ß=0,    mithin  reducirt  sich  das 
»irrai  auf 


der  bekannte  Ausdruck  für  die  Einwirkung  des  Kreisstromes 
anf  ein  In  seinem  Mittelpunkte  beflodiiches  'magnetisches  Theil- 
chen  ist.  Diese  Einwirkung  ist  nun  ein  Minimum  im  Vergleich 
nlt  derjenigen,  welche  alle  andern  Punkte  innerhalb  des  Krei- 
ses erfahren.    Denn  die  Berechnung  des  Integrals  26)  giebt,  wenn 

2#^7C 

wir  den  gemeinschaftlichen  Factor weglassen : 

für  den  Mittelpunkt  des  Kreises  1,000000 

für  r'=Tiör  dagegen 1,000075 

r'=^or 1,007572 

1,245620 


99 


99 


r'  =  Äsi- 


„    r'=r«.,r 3,9256 

r'=r unendlich  gross. 
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Es  wächst  also  die  Wirkung  vom  Mittelpunkte,  wii 
iie  ein  Minimum  ist,   bis  zur  Peripherie   des  Kreises 


nn  die  P 

wenn  ein  Leitungsdraht  v.iti  unmerklicher  Dicke  «i 

starken  electrischen  Strom  leiten  kfinnte. 

Für  diis  MEiguetisireD  ergeben  sich  dann  fol,a;ende  Regeln 

1)  Hat  man  nur  Stahlstahe  von  constanten  Dimensionen  za 
maguetLRlren ,  so  gebe  man  dem  Mi^Detisircylinder  eine 
solche  Weite,  dass  der  Stab  soeben  indemselhen  eich  hin  J 
lind  herziehen  lässt. 

2)  Ist  die  Dicke  des  Stabes  geringer  ala  die  innere  Weite  <  . 
Cvlindera,  so  beilege  man  den  Stab  so  in  dem  CylindeH 
hm  und  her,  dass  er  die  innere  Seitenwand  immer  berühr^ 
und  iusse  diese  Berührung  nach  und  nach  jeder  Seite  del 
Stabes  zu  Theil  werden,  [ 

Ferner  ist  aus  dem  Bisherigen  offenbar,  dass  hei  gewithnlicha 
Electrnm arteten  der  Magnetismus  ta  der  Oberfläche  des  Eiaei 
ohne  Vergleich  stärker  enbvickelt  wird,  als  in  dem  Inni 


Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Intensität  der  Ginwirkung  eines  1 
Kreiästrumes  auf  einen  ausserhalb  des  Kreises  in  seiner  EbeiKb 
gelesenen  Punkt  zu  untersuchen.  Die  bisher  gefundenen  Fonu^iM 
scheinen  diesen  Fall  nicht  mit  zu  umfassen,  weil  die  Reihen  f^ 
a  und  ß  in  §.  8.  nicht  convergent  bleiben,  wenn^^l  gesetzte 

Nun  sind  wir  aber  bei  der  Entwickelnng    Ton 

(r"— 2n-'co9?i+r'*)^*    . 
in   eine  Reihe  nach  den   Cosinus  der  Vielfachen    von  qj  im  §. 
von  der  Betrachtung  ausgesaogen,    dass 

r* — ■2rT'coaqj+/*  =  (r — /e''^(r — T'e~"^ 

gesetzt  werden  künne:     es  wurde  aber  dort  schon  bemerkt, 
mit  demselben  Recht 

r»— 2rr'cos^H-r'3  =  (r'— ™'^)(r'— re~''0 
gesetzt  »erden  kann.  Man  kann  also  in  der  ganzen  Entnickeluiw 
r  mit  r  vertauschen  und  wird  dies  thun,  wenn  i'^r  ist,  das  tna^ 
netiscbe  Tfaetichen  also  ausserhalb  des  Kreisstromes  liegt.  Danil 
hat  man  zur  Berechnung  des  Integrals 


W=2cr7c(AT— 
wcicbes  die  Intensität  der  mugnetisirf 
Formeln 


iden  Wirkuni;   i 


31)  '<  =  7i&ü. 


r, 
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'^-j  ■"  —  (/» y*\*> 

i 

das  Integral  nimmt  jetzt  die  Form  an 

r  ,1 

it  man  jetzt ->=/^,  also  r  ==  —  .»•,    mit  p  einen    ächten  liruch 

»ebnend,  ho  ergeben  sich  für  a  und  ß  aus  21))  und  30)  dicsel- 

Reihen,  welche  wir 'im  §.  K  Nr.  27)  und  28)  erhalten  haben. 

in  kann  al80  jeden  der  dort  für  ce  und  ß  erhaltenen  Werthe  un- 

ttelbar  benutzen ,  um  die  Einwirkung  des  Stromes  auf  einen  aus- 

rhalb  liegenden  Punkt ,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte 

,     1    . 
r  =-.r 

P 

mt,  zn  erfahren.     Das  Intecral  33)  nimmt  durch  die  Substitution 

l       1 

>von  -r  statt  r  die  Form  an 
P 


'2c7t   {ap-\-lß)p^ 
6^)    ^Y-    ^    .     (l-;i4)2"- 


Die .  Ausführung  der  Rechnung  giebt,   wenn  wir  wieder  den 

2r7r 
leiDSchaßlichen  Factor  —  weglassen: 

fllr  /i  =0 ,     also  /  =  00     die  Grösse  der  Vertheilung  =  0, 

P=t1o>    99    r=100r    „       „        „  „         = — 0,0000005 

=  —0,0005056 
rzr  — 0,08(r22 
n:^-^  2,227. 


»    P=hy 


„     r:r::10r        „ 

„    /=2r 


99 


» 


99 


99 


*' 


5> 


99 


99 


P=Tö 


» 


r'ÄlJr 


99 


>J 


Das  negative  Vorzeichen  deutet  an,  dass  die  Pole  des  mag- 
aetischen  Theilohens  ausserhalb  des  Kreises  die  entgegengesetzte 
Lage  haben. 

Besonders  bemerkonswerth  ist  die  Vergleichung  der  für  rrrz.Q 
und  r'=2r  gefundenen  Werthe,  wonach  die  Einwirkung  eines  Kreis- 
stromes auf  einen  um  den  liadius  von  der  Peripherie  entfernten 
ausserhalb  liegenden  Punkt  beinahe  9  Procent  derjenigen  Wirkung 
betrSgt>  welche  der  Mittelpunkt  des  Kreises  erHihrt. 


§.  10. 

Ich  habe  das  Integral  noch  für  einige  andere  Werthe  von  v 
berechnet,  und  lasse  die  Resultate  in  Verl)indung  mit  den  §.  §. 
und  §.  9.  gegebenen  hier  folgen,  indem  ich  die  Entfernung  r  als  A  b  - 


stand  vom  Mittelpunkte,   den  von  dem  Factor beireit 

Werth  de8  Inte^nÜA  a\»  masnetisehe  Vertheilang  bezeidu 


AbataiMi 
vom  Mittel  pvinkte. 


Vertheümur. 


0 

1 

rV 

;      1,0076 

rV 

•      1,0288 

Ar 

1,0731 

Ar 

1,1413 

T%r 

1,2456 

-.V 

1.4105 

Ar 

1,69^ 

Ar 

2,2569 

Ar 

3.,9256 

r 

unendlich  gross 

IJr 

■7 -»7 

llr 

-0,7306 

l?r 

-0.J621 

llr 

—0.1776 

2r 

-o,oeej2 

2\r 

—0,03891 

3Jr 

0,01502 

5r 

—0,00419 

lOr 

-0,00051 

Allgemeine  Sfätze  für  eine  Theorie  dei 
höliereii  Differential -dnotienten. 

Von  dem 

Herrn   Doctor    O.    Schlömilch, 

Privatdoccntcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


Man  kann  von  der  Theorie  der  höheren  Differenzial  •  Quotien 
ton  (dine  Ucliertreilmn^  l)ehau)>ten ,  dass  sie  den  UDVoliständigstei 
Tlieil  der  Difforenzialrechnung  bildet  ^    weicher  einer  Begründiuif 
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(. 

■  k 
I 

r 


allgemeinen  Principien  noch  g.'inslich  entbehrt.      In  der  That 

Ist  tär  dieselbe  bis  jetzt  weiter  nichts  geschehen ,  als  dass  man 
clDe  Partie  ganz  specieller  Funktionen ,  uie  z.  B. 

1  X  e' 

Va^^b^x^'   a^+Aa^a'    e'^a'^^^' 

behandelt  und  bald  durch  diesen ,  bald  durch  jenen  Kunstgriff,  wie 
;ihD  eben  die  Natur  der  Funktion  zuliess»  die  Form  der^  höheren 
[Differenzial  -  Quotienten  bestimmt  hat.  Diese  Betrachtungsweise 
ringt  aber  den  Nachtheil,  dass  man  zu  keinen  allgemeinen  Geset- 
m  gelangt,  die  auf  alle  solche  Funktionen,  welche  die  VerUnder- 
;he  auf  die  niimliche  Weise  enthalten  (z.  B.  als  Quadrat,  als 
»nent  von  e  etc.)  gleichförmig  anwendbar  wären.  — -  Der  hier- 
entsi)ringende  Mangel  an  Zusammenhang  lässt  sich  nun  da- 
j'dnrch  beseitigen ,  dass  man  die  Differenzial-Quotienten  sehr  allge- 
fneiner  Funktionen,  wie  z.  B. 

A^^.  fle'),  u.  dgl.,         ' 

welche  die  obengenannten  Ausdrücke  als  spezieile  Ifälle  enthalten, 
sa  entwickeln  versucht.  Der  Anfang  eines  solchen  Calcüls  sähe 
etwa  so  aus: 


%>  =  A.^-V(..^), 


dac 


^^  =  X(A-1):,^-V'(-^  +  it^a:^^ -VC^V 


l  {yj[)  iyji)  x^^^f  iJ-)  +  3A«  a-l)a:^^"^/"  {x^) 


\l^x^'^'^f"\x^). 


u.  s.  f.  *) 


Ebenso  leicht  findet  man 


3^-^r(^'), 


dx'^ 


rr^e^f{e^)-{-e^'f"{e*\ 


♦)  Die  Symbole /'(x  )yj"(x)  etc.  bezeichnen  hier,   dass  man  erst 
der  Funktion  f  eine  Veränderliche,  etwa  y ,  leihen,  nach  dieser  schlccht- 
^*  hhi  (^bXb  wäre  sie  unabhängig)  difTerenziren  und  nach  geschehener 

Differenziation   j=x'  setzen  solle.     So  wäre  z.  B.  fvur /(y)=ly, 

•  m/  J  X  ^30      J 

der  Sinn  jener  Bezeichnung  völlig  erhellt. 
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^^^  =  e^r(e'')-i-3e^'ne')+e^'r(e^). 


u.  ß.  w. 


Es  ist  nicht  schwer,  die  allgemeine  Form  zu  entdecken,  unter 
welcher  diese  Gleichungen  stehen.    Bezeichnen  wir  nämlich  mit 


n         n        n  n 


constante  CoefBzienten ,  so  ist 


(1) 


und 

wobei  natürlich  die  CoeflGzienten  A  in  der  zweiten  Gleichung  an- 
dere Werthe  haben,  als  in  der  ersten.  Aber  eben  diese  Werthe 
zu  finden,  ist  das  Schwerste  an  der  ganzen  Betrachtung,  da  die 
Rekursionsskale,  welche  man  leicht  für  die  Coeffizienten  verschie- 
dener Ordnungen  finden  kann ,  zur  independenten  Bestimmung  der- 
selben nicht  ausreicht.  Durch  eine  eigenthiimliche  Methode  indes- 
sen ist  es  dem  Verfasser  beglückt,  diese  Schwierigkeiten  zu  heben 
und  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  sind  die  folgenden  Sätze, 
denen  ihre  synthetischen  Beweise  folgen  mögen. 

I.     Lehrsatz, 
.  Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 

^^^=~,{Xx^nx^)^-A^x''^^^^^ 

n 

vorkommenden  Coeffizienten  Ap  gilt  die  Formel 

n  1  ^  2...W  

Ap=  ^^^^j^{{p})n'^{p—lX)nPi  +  (p— •2X)„pa  — ...±A„/?p-ll     (4) 

wobei  pu  p2,  etc.  die  Binomialkoeffizienten  des  Expo- 
nenten p  und  (pX)n9  (p— 'lA)ii,  etc.  den  jedesmaligen  wteo 
Coeffizienten  der  Exponenten /^A,  p-^l>l,  etc.  bezeichnen. 

Beweis. 
Da  die  Formel  4)  für  n  =  i  ein  Resultat  liefert,    welches  mit 

der  früheren  direkten  Formel   für  -*t —  übereinstimmt,  so  haben 
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r  bloss  zu  zeigen,  dass  dieselbe  für  die(n-|-l)te  Ordnung  gilt,  wen» 
I  Ar  die  nie  richtig  ist.  Differenziren  wir  zu  diesem  Zwecke 
I  Gleichung  (3),  indem  wir  sie  in  der  Form  von  Nr.  (1)  benut- 
i,  so  kommt 

l 


n  .  .  n 


I 


il  wenn  wir 

n        n\  \ 
(Ar-n)^l  rr^  A^  , 

n  n        n-|-l 

'm  n  n        n-l-i 

•r 

e 

tthaupt 


n  n  n-|-l 

(pX—n)Ap  ^lAjt^i^Ap     (5) 


tzen. 


5iSr^^=;5n^"i'-^V(^^)+"^^-r«V''(^)+%'^''V'"(^^)+" 


cfcr"+^       a?"+ 


1(6) 


Vermöge  der  Gleichung  (5)  ist  hier,  wenn  die  Werthe  von  Aji 

n 

id  Ap^\  nach  Nr.  (4)  entwickelt  werden, 
1.2...n 


*'^(^Z^X)nPi- ■• .. + A (p^^A)»-  A(/5=2A)«  (;»-l),  +...J  (7) 
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Nun  ist  überhaupt 


(p— rX)„  pr-"l  (p-^X)n  (/?— l)r- 1 
,— — ,.         {pX — n      ,ri      , ,.        pX—n — Xr 

=  iP'^X)nPr  \^ ^-j  =(p-^X)npr ^ 


n  +  i'—. — ,.   p — rX — n 
n+i 


=  —ip—rX)n+ipr 

Nimmt  man  nun  in  der  Gleichung  (7)  je  zwei  untereinand 
stehende  Glieder  nach  dieser  Formel  für  r=0^  1,  2^....  znsammc 
so  ergiebt  sich 

«+i      1.2...(«+1) 


^P  ~       1,2...»      KP^Wl  —  (P-^1^)»+1  Pl  +  (;?— 2A)n+i  JP2— ••• 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  (4)  n  +  i  für  n,    so   erhält  m 
das  Nämliche;    es  gilt  also  das  JBildungsgesetz   der  Coeflfizienf 
für  die  (w-fl)te  Ordnung,  wenn 'es  für  die  wte  richtig  ist,   w. 
b.  w. 

Anwendungen. 
Setzt  man 


Ep  =  i.2...n{(pX\^ip'^iX)„pi  +  (p—2X)nP2  —  .>A   (8) 
so  wird  nach  (4) 


n  1  ** 


folglich  nach  (3) 


unter  welcher  Form  das  Theorem  zu  den  elegantesten  Anweidn 
gen  führt. 
1)  Es  sei 

so  wird 
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Uglich 

l.%..p    "  1.2.3.../*  \a+x^)P 

—^php Y~- 

Bringen  «vir  diess  in  der  Gleichung  (9)  (ür  p  =  l,  2,  3,...n  in 
Tendung,  so  ergiebt  sich: 

I 

+f«34(-^y+...+f*»£-(-^)"j  (10) 

• 

ib    durch    seine    Allgemeinheit   und    Eleganz    bemerkensiverthes 
^    2)  Es  sei 

ibo 


nd 


lO 


wird 


»o**      i.x''  (  n     /i-r*        n    /■/!/»?■ 


-rf^-^  I  i-i  T- + *«  -Y.T + ••• + ^"  rrfzii]  ^") 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  es  zwei  spezielle  Fälle  giebt.  in 
^reichen  sich  die  Reihe 


n  n 

(che  zur  Bestimmung  von  An  oder  £p   diente    summiren    lüsst. 
n  findet  nämlich  für  A  =  —  1: 

«  ,       ,^     1.2. 3... 72^  .^  r      IX    1.2...(7i — 1) 

^'  =  t- 1)"  17273.::^  <«-*>'  -.  =  (-»)"!.  2...t,>-T)'''' 

imd  daher  nach  Nr.  (3) 

n««u  VH.  14 
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^"Ai)_  (-l)"1.2...(n-l)  j  «1  ^  /U  .  _»2_  f„  /l  \ 
rfa;»  .r»    .  \  x'  \x)  '  1 , x^'    \x) 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe 

+<-=^'^v«.(|)+....  (« 

Ferner  findet  man  für  A  =+2:  ' 

«       1.2.3...n         _ 

und  daraus  für  p= 1 ,  2, . . . .  w : 
oder  bei  umgekehrter  Anordnung 

*^^  (2.)»  {/.n,  (,.) +!L:^^^  X,  (,,) 

w(w — l).(w — ^2)«  , 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

wovon  die  in  Archiv.  Tbl.  IV.  S.  364.  etc.  gegebenen  Formeln  nv 
spezielle  Fälle  sind. 

II.    hehr  salz. 
Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  GleichuD] 

—^  =  A e'/'(e')+Ae*'/"(«')+--+Ac"/^»>(C)    (M) 

n 

vorkommenden  Coeffizienten  ^p  gilt  die  Formel: 


.  .ii 
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J.= 


»y=l    V    „ iP" - (P-^)' Pi  +  (P-^)" P2 -+ 1" Pp- I f- •  (15) 

A  •  «■•••7/ 

]I  BeweiH. 

Differenzirt  man  zu  Hehuf  des  Beweises  von  n  auf  n  -|- 1  dio 
IchuDg  (14)  5  so  wird 

dß-i- 1  ftp*)  n  n  n 


n 


1 


Setzen  wir  dagegen 

vergleichen  diese  CoefGzienten  mit  den  vorigen,  so  ist 

nl-l  n 

Ai  =  iAi , 

n  |- 1  n  n 

-^2  =  2^2  +  -"15 

n-f-1  n  n 

etc. 


pberhaupt  fiir  ein  ganzes  positives  pi 


n-f-l  n  n 


H.  h.  vermOge  der  Werthe  von  Ap  und  Ap^\: 

+  (p-1)«  -  (p-2)»  (p-.l)i  +  ip-3)n  (p^i)^  - ....  j. 

lümmt   man  je  zwei   unter  einander  stehende  Glieder  mit  Hülfe 
des  Satzes 

1  pr  •—  (p— l)r- 1  =  (p—i)r 

;nBaxnmen9  so  wird  ^ 


■1 

i: 


?=i.2...(p-i)'^" ~ ^^~*^" ^'^^^^  ^-(;'-2)» (p-i-h—- 1  (16) 


Man  bat  aber  bekanntlich 


(P-I)r  =  ^pr 


^ch 


14* 
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■1 
I 

lind  mitbiD  durch  Anwendong  dieses  Satzes  für  p=0,  1,  2,..,.»\ 

'^*  =  1-2^ (/>»+»- (;>-l)-+  > Pi  +  (p-2)-+  > p^-... |...  (M 

ivas  das  Namlicbe  ist.  als  weon  man  in  der  Formel  (15)  n-\-\ 
n  gesetzt  hätte.    Das  dort  ausgesprochene  Bildungsgesetz  ist  dcM 
nach  richtig. 

Anwendungen. 
Setzt  man 

so  wird  ] 

d^f(e^^      In  1     n  1       "  J 

....+j^—kney^/l'')(e')....    (19) 

was  für  die  Anwendung  bequemer  ist. 

1)  Für  f(y)  =  Ka+y),  also  /•'P)(y)  =  ^'(^"^y  ^-1)1» 
und 

erhalten  wir 

2)  Für  f(y)  =  (a-\-y)f*  findet  sich  eben  so  ieicht 
also  2.  ß.  für  (t=  —  1: 
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Man  kann  leicht  noch  einen  anderen  etwas  symmetrischeren 
oadruck  finden ,  wenn  man  in  (20)  n  -f  1  för  n  setzt  und  bemerkt. 


L    Man  hat  dann 

f    Aus  der  VergleichuDg  von  (16)  und  (17)  folgt  aber 

^lp»+»— (;>-!)»  f»/n+(p—2)»+i;»a-—l 
=P»—(?'-l)»(/>-l)i+(p-2)»  (/)-!)»- ^ 

|"4'=;'»-(/>-i)»(;'-i)i  i(p-2)» (;*-!)«— •• 

id  wenn  wir  zur  Abkürzung 

itxeii : 

J,=p«~  (/,-!)»  (p-l)i  +  (;»-2)»  (;^-l)a  - ....    (24) 

PTach  Nr.  (23)  ist  nun  für  die  hierdurch  bestimmten  Werthe 
sr  CoefQzienten  J: 


[imnit  man  x  negativ,  a-=*— 1  und  bemerkt,  das8 

g~^  _  _     _1 1 

t,    so  erhält  man 

....+/»fi(^^j^3jj       .    (26) 


2U 


Die  Gleicbunzeu  (25;  uud  (26)  stimmen  mit  deo  Resultaten  desj 
Herra  Malmsteu  *)  übereiu.  vrenn  man  statt 


setzt : 


w ,  7> ,  Jp 
i,  Ky  a. 


ersrheiueii  hier  aber  nur  als  spezielle  Fälle  der  alli:emeineren  Foi^j 
mel  (lij.  Man  kann  ebenso  leicht  die  von  Laplare  und  Euler' 
entwickelten  Formeln  aus  denselben  ableiten.  Fiir  die  weitere: 
Ausführüns:  dieses  Gegenstandes  vertveise  ich  auf  mein  bald  er^ 
scheinendes  Handbuch  der  Differenzial-  und  Integrul-Kechnuug. 


JJehungsaufgaben  für  IScliüIer« 


Wenn  ein  Kreis  und  eine  Ellipse,  deren  Gleichungen 

(.v-a)^  +  (y-ßr-=r^  und  (^J  ^(ff  -1  ' 

sind,  sich  in  vier  Punkten  schneiden,  so  ist  das  Product  der  Ent- 
fernungen der  vier  Durchschnittspunkte  von  der  Hauptaxe  der 
Ellipse  jederzeit  eine  constante  Grosse,  nämlich  der  Grösse 


deich. 


Die  Gleichung  einer  Parabel  zu  finden,  wenn  zwei  berührende 
Linien  derselben  als  Coordiiiatenaxen  ausgenommen  werden. 


Wenn  von  einem  ausserhalb  eines  Kreises  tiesrenden  Punkte 
P  zwei  Tangenten  PA,  PB  an  den  Kreis,  und  eine  dritte,  den 
gegen  den  Punkt  P  concaven  Bogen  AB  in  C  schneidende  gerade 

*)  Ärchir.  Theil  VI.  S.  45.  und  Thcil  III.  S.  41. 
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Me  PC  gezogen  sind,  so  schneiden  sich  jeilerzeit  die  durch  C 
I  den  Kreis  gezogene  Tan£:ente,  diin  auf' die  Linie  /^C  durch 
re  Mitte  errichtete  Perpendikel  und  die  durch  die  Mittelpunkte 
V  beiden  Taneenten  PAy  PB  gezogene  gerade  Linie  in  einem 
id  demselben  Funkte. 


'Wenn  man  eine  Reihe  Gleichungen  von  folgender  Form  hat : 

^1  ■ 


'■  a-^a. 


u.  s.  w. 

Ben    allgemeinen    indenendenten   Ausdruck  der  Grösse  rin  |  ]  zu 
iden,  und  überhaupt  eine  weitere  Untersuchung  der  Reihe 

fl ,   (l|  ^   ff.2>   Cf 3  j   f/49  ••••  ffn-f  1  »  •••• 

UEnstelleu. 


Die  Summe  der  Quadrate  der  (/osecanten  der  drei  von  den 
pitzen  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  die  gegeniibcrstehcnden 
eiten  desselben  gefüllten  Perpendikel  ist  der  Summe  der  Qua- 
■ate  der  Cosecaiiten  der  Halbmesser  der  vier  Kreise  gleich, 
elcbe  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerungen) 
iiübren. 


Man  soll  durch  gewöhnliche  Buchstabonrechnung  beweisen,  dass 

=  ippi  --Aqq^  T Brr^  ±  ABss^)'^ 
+  A(pqi  +  qpi  T  Brsi  T  Ast,)^ 
+  B{pri  +  Aqxi  ±  rpi  ±  Asq^  y^ 
+  AB (psi  —  ^1  ± rqi  T  spi)^ 

:,  class  also  das  Product  zweier  Grössen  von  der  Form 

p^+Aq^\  Br^+ABs^, 

y   A.  und  Z?  constante  Grössen   bezeichnen,    immer   wieder  eine 
rOsse  von  derselben  Form  ist.    Fflr  A-izl  und  /?::=  1  ist 
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+  (/wi  +  9*1  ±»7>i  +*9i)* 
+  (/?*i  —  ^1  +  rq^  Tspi)^ 

d.  h.  das  Prodact  zweier  Summen  von  vier  Quadraten  ist  wie 
der  eine  Summe  von  vier  Quadraten.  Bloss  zur  Uebung  erste 
Anfanger  in  der  Buchstabenrechnung  werden  diese  längst  bekann 
ten  aber  wichtigen  Sätze  hier  wieder  aufgenonunen. 


Arithmetischer  Satz. 

Es  ist  immer: 

a 

1 ab  ba 

^-a(a+b)+b(Ffd)' 

.  abc  acb 

1  = 


a(a+6)  (a-{^b^c)  '^  a(a+c)(a+c+6) 
bac bca 


6  (Hfl)  (6+a+c)  "^^(6+0)  (b^c^-a) 
cab cba     

abcd bactl 

~  a(a+6)  (a+6+c)  {a^b^^c^  ^  b{b-\-a)  (6+a+c)  (6+a-|-c+rf) 

■''  a{a^-b)  (a+6+rf)  (a+6+fZ+c) + 6(6+fl)(6+fl+f0  (Ä+«+rf+c) 

flc6rf bcail 

■*"  a(a+c)  (a+c+6)  {a^c^b^dy  b(bA-c)  (6+c+a)  (Hc+a+rf) 

flcr/6  bcda 


a(a+6)  (a+c+i/)  (o+c+rf+Ä)  ^  6(6+c-)  (Hc+rf)  (Hc+rf+n) 

j adbc bdac 

"*■  a(a^-d)  (o+rf+6)  (a+rf+6+c)  +  b{b^d)(b^d-\^a)  (Hrf+a+c) 

qf/c6 bdca 

^  a (a+rf)  (a+fZ+c)  (a+rf+c+^)  +6(6+<0  (H^rf+c)(Hrf+c+ä) 

c«Ä>rf  rZa6c 


c(c+a)  (c+a+6)  (c+a+HcZ)  ^  rf(rf+ci)  (rf+a+6)(rf+a+6+c) 

+ 


e(c+a)  {c^a{^d)  (€+a+r/+6)  "^  rf(d+a)  (rf+a+r)  (<2+irfc-|-6) 
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ehtul 


Mac 


^  c{c\b)  {c^b^a)  (c+A+a+c/)  +  d{d  ^A)  (//  [Ma)  (^Z+H«  \  r) 

ebda ?^'l!? 

■*'c(c+A)  (c+ft+r/)(c-+A+f/+«)"*'//(^/i  6)(f/ 1  6 17)  (f/f  Af  t+<i) 

cdab f/rn6 

"•"  c(c+rf)(c+rf+ci)(r+rf+«TÄ)  ■'■//(//f  r)  (r/ 1  r  [^a){d\v\a\b) 

cdba dcba      

■•"  c(c+iO  (r+rf+Ä)(c+rf4  A+«)  +  5(Sf  r)  (f/  hc+A)  (r/  f  c  f  6+«)' 

11.    8.    \\\ 

Mail  soll  da8  sich  hieraus  ergclieiido  allgemeine  Gesetz  allgc- 
in  beweisen. i 


miscelleiL 


Der   Akademiker  Chasles    hat   bei    einem   BiichhUndler    in 
.TIS  ein   handschriftliches  Werk  von   Desargues,    einem  der 
_  weichnetsten  Mathematiker  des  17ten  Jahrhunderts,  autgefun- 
den:     Brouillon-projet  des  coniques. 


Academie  des  scicnces  de  Paris. 

(S6ance  du  21  juillet  1845.) 

Geometrie.  —  M.  Chasles  lit  une  note  sur  quelques  pro 
pri^t^s  des  arcs  ^gaux  de  la  lemniscate. 

La  lemniscate  est,  comme  on  sait,  le  Heu  dos  pieds  des  por- 
pendiculaires  abaissees  du  centre  d'une  hvperbole  equilatero  sur 
les  tangentes  ä  cette  courbe.  £n  outrc,  les  rayons  vectours  de 
la  lemniscate  et  de  i'hvperbole  issus  dif  centre  commun  des  deux 
courbes  et  de  m^me  direction  ont  leur  produit  constant,  i-esdoux 
proprietäs  de  la  lenmiscate  sont  connues  ainsi  que  la  suivante  qu'il 
est  oecessaire  de  rappeler :  Le  rayon  vecteur  ou  sa  normale,  menes 
par  un  point  de  la  lemniscate,  determinent  sur  Thyperbolc  deux 
points  qui  sont  situes  sur  une  memo  ordonnee,    ccst-a-dirc  que 


«'"T/K"«"";rti™«>»'''°'  .  „wo. '1«««- 


11»  '!»'  ! 


,„..»-^"l;S?«»"k!:Ä:Äi;- 


J 


21» 


^HBcb  der  Befiirtlpnmg  d«s  mntheiiiiitiHchen  Unterriviita  jEcMviümcteri 
^^Eeitschrin  zweckniüsttii;  einen  Plntx  f!niUn  «IflrRe.  Ain^serdfiu 
^Huffi£lt  der  Aui'satz  noch  manches  undoro  IntorenHaiite,  Jedi)ch  ntchr 

^  Itoheryal.    qui  avait    toute  na  vie    {irofeee^  (es    math^ma- 

I       %ues,     nvii'ii  ,einploy«i  i^cs  deriiiüre»!  iinnee«  de  T<-di|*er  neu  <^i>urs 

«öu«  le  noiiis  d'EMmenisde^«om^trie.  Noum  n'avons  iioint  h  nmia  ricco- 

per    de  «et  «uvmge,  qii)  n'tt  jamnis  ete  {itiltli«  ei  dnnt  l*  niaau- 

wri|it  suhsiste.     Aprt-s  la  mort  d*  Hoherval,  en  1G71),  Laliire, 

'lepositiiire  dp  ees  iiu|iiers   et  d«  aes  dernÜ-reK   volonl^s,    revit  le 

travikil  d«    fion   uiiu,    et  y  mit  une  |ir^face   «u    i[    nuits  aii|irend 

flael  nviiit  <^te  le  dessein  de  Uoherval   dans   la  coni|>o8ition    de 

(*s  Kltiiueiit».     Cette  pr^l'ate  de  Ldhire    ainai  ciwe  lii\  mt   {iropos. 

^Krit  timt  ciilier  de   In  inuin   de  Itoher\al      -Ott  iraiinent   ileux 

Jif  ipjgees   IiiterosKunteH  et  qui   ii«  s  nt   (  »int  ^trau^tres    i   li  pliUo- 

■^takhie.     Li>  Init  de  Ualier\  al  nv  tit  etu  de  ramener  la  ^»mi'trie 

^^K^pluB  iietlt  nnmhre  po8sible    de  princi|eH  uu  de  deli  itiona,    de 

^^KkDer  <les  deninnKtratiuns  de    tout  te   qm  peiit    ^tre    demnutr«j 

^IB&lue  des  iiropoMilionH  qii'on  a  coutunie  de  rnniidttrer  comme  indii- 

J!r?*OiisI     ■'■■>■■ 


r?*Oiistralde8.  Leüinitit  aus»!  s  est  plaitit  suuventqiion  n'ail  pas 
^t^  iifOiex  luin  dans  lanalyse  des  principes,  el  11  n'a  cess^  d'Hl)p«- 
J*»r-  l"atterition  des  gdonifitrea   philosophes  siir  la  aicetmHe  de  taU- 


^*~  r  le  nioins  d  hypotheses  possible  dnns  les  fondetnents  des  scIeM' 
^*%«  iiiathtimatiques.     Itoherval,  avaut.Leihnitz,   e«t  la  m^me 
I_*^08ee  et  se  proijoaa  de  donner  ä  ses  Elements  de  geumetrie 
'^^'racti^re    jiarticulier   de   rigueur    et   d'evidence  philoijopbUpie. 
J*    ■«ittacha  plus  ä  la  solidite  qua  l'tilegunce,  et  travailla  i^urtimt 


II 


^  ^Mprits  diUGdfe».  „M.  de  Hoberval,.dit  Laiiire,  ayanf  iatt 
■  ^»nie^Mun  des  sa  jeunesse,  d'enseigner  les  inathematinues  en  public 
^  <  00  particulier,  et  ayant  tontinue  tes  exercicee  pendaiit  ulusieur» 
^^*nees  et  jiiequ'au  temps  d'une  vieillease  fort  arancee,  Ion  peut 
*^iro  qiie  jamaiJii  homme  n'a  eu  plus  de  moyens  de  connoitre  et  la 
^Xifference  deK  grenies  qui  s'nppliquent  k  cette  scIence ,  et  quelles 
^^oiit  les  iiiethodes  leg  plus  universelles  et  les  plus  as»uräes  dont 
ipeiit  se  servir  avec  succes.  C'est  k  ce  propo»  qu'U  Doue  a  d'it 
Bj  parmi  cette  inlinite  de  differents  e.sprita  qu'Ü  iivoit  enseign^s, 
En  avoit  remaroue  pari iculie rem ent  de  deux  sortes  qnl  lui  avolent 
bin^  heaucoup  fle  peine;  dont  la  nremiere  etoit  de  ceiix  qui  ad- 
Ktent  les  prop<isitionN  avec  trop  ife  facilite,  et  qui,  i^ians  heau- 
pp  e'arräter  ä  exuminer  si  les  demonstrations  que  l'on  leur  en 
.  BODt  legitime»!  en  toutes  leurs  parties,  passent  ot:tre.  et 
'endeut  pat  ce  moyen  de  s'avancer;  _  lautre,  au  contrairc, 
I  de  certains  esprits  pointilleux  et  opiniätres,  qui  «'arrelent 
^out  et  trouveut  de«  difficultes  sur  ['explication  des  thenre- 
i  qwe  l'on  d^montre,  et  ro^uie  sur  cell»  des  preniiers  )irinci- 
qui  ne  se  demoutrent  pas;  et  nuensuite,  apres  une  oliserva- 
.  d«  Jilusieurs  annees,  fajte  avec  ueauconp  d'application  sur  les 
bcG^s  de  cea  deux  especes  d'esprits ,  il  disoit  que  les  preniiers 
^ssissoient  rarement  dans  l'etude  de  la  matfaematique,  la  pliis- 
t  sVn  degodtant  aisenient   avant  que  d'arrWer  ä  la  nieditation 

connnissances  plus  eiex'ees,  et  que  ceux  m^me  qut  continunient 

de  s'y  appliauer  devenoient  Ic  plus  souveot  chimeriques  et  visinn- 
■lüreij  dan»!  leiirs  inveiitions.  fnisant  n  touts  coups  des  paralogis- 
inetl  dans  leurs  raisonnements,  et  ne  pouvant  discerner  la  (aussete 
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d*  oenx  «in'iis  tronvoient  äaaa  les  ouvrages  des  auteurs.  II  ajuu- 
tdit  que  la  {iliis  grantle  partie  de  ceur  <]ui  out  prätendii  avo'ir 
troiiv^  la  ({iiftdruture  du  ccrclc,  le  inouveiiient  per|ietiiel  vt  la  reäu- 
lution  dea  untrem  prolilemes  de  cctte  oaturc,  etoient  des  cttprits 
de  rotte  pr<Mii!er«  eepece.  Ü  mettüit,  au  coiilraiTe,  dans  la  secoiide 
la  pluspart  de  ces  granda  »enies  qui  ont  produit  de  si  bpllcs  cho- 
tivs  dan»  lex  mal hematiques ,  parce,  disoit-il,  que  t:ette  liumeur, 
qut  parriit  dans  lea  commencemeDts  trop  scru^ulouse  etiRiportitU 
venant  ä  ee  iiieurir  avec  le  tempa  et  avec  le  jugenietit,   se  ohaoS 

fiour  l'ordiiiaire  en  ce  soiu  et  cette  application  gtudieiieo  tm 
nut  avoir  [loiir  bicn  exaniinei  les  raisonaements ,  pour  bien  cOf 
DflitTe  la  näcessitä  de  la  coDCIusion  daiis  les  premtSGes,  et  pol 
ne  ae  point  laisser  ^blonir  au  btillant  de  l'apnarence  ep^eleifl 
d'un  paralogisue.  C  est  doac  pnur  cette  softe  d  espr'ite  qu  il  B'^il 
lendu  (;ntn|in»er  cet  ouvrage,  dans  lequel  il  a  tasch^  de  s'eznr 
quer  d'une  mamöre  ä  ne  laUse)'  aucun  doute,  ä  applautr  tont  C 
qul  peut  faire  naltre  des  scniputes  duiis  l'esprit  de  ceux  quI  t 
niericent,  a  fuir  les  expressions  qni,  pnuvaot  avoir  divers  a 
deviennent  obscures  et  equivoquee,  ä  faire  le  mnins  de  supd 
sitlons  qu'il  liiy  a  iSte  possible,  et  ä  ditmontrer  uuiversellenia 
tout  CO  (jui  peut  etre  däniontr^,  posant  pour  un  priDcipe  inäbri|| 
lulile  en  niatbematiques  que  rlen  n'y  doit  passer  pour  vrai  (l<Ü'jr 
fjoit  demontre,  s'il  le  peut  etre." 


In  den  Blättern  für  literarische  Unterhaltung.  18^ 
^r.  71,  Nr.  72  und  Nr.  73  finden  sich  in  einem  interesaantj 
Aufsätze  über  Claudine  von  Tencin  *)  folgende  dAlembof 
betreiFende  Stellen : 

„Viele  Biographen . der  berühmten  Frau  haben  dem  GedScH 
nisse  derselben  einen  unvertil^baren  Makel  durch  die  Behauptua 
anzuhäneen  gesucht,  dass  dieselbe  den  schuldlosen  Zeugen  ihn 
Verhältnisses  mit  Üestouches"  (Chevalier  und  Provinzial-Col 
missair  der  Artillerie)  „auf  der  Treppe  der  Kirche  St.  Jean  1 
Kond  seinem    Schicksale    preisgegeben;      mit    allen    Zeichen   i 


•)   War  im  Jahre  Ißfll   zn  Grcnolilc   je^ebOTeD,    ward  Nonne   im 
■ter  Mantneiiri   hd   Grcnnblc,    in   wolchetii   jcCkE    die  Ciingri^gatinn 
Domen  von  St.  Pierre  einer  Erziirhung  junger  Mädchen  vom  Stande 
Rieht,  DpHtcr  Chanoinesac  der  Ahlei  Seuiille  bei  Lyon,    ward  später  ll 
Bewilligung  des  Faliates  ihre«  Geliibdca  entbunden.  lebtu  dann  imterdd 
ihr  TOD  den   Parisem  beigelegten  Kamen;     „Itt  jillie    cl^anninessc^ 
in  Paris  und  starb  als  Marqmse  \,  Tencin   am  4ten  December  1T49  ■ 
der  BcaitwBHserauFhl.  iiaclidem  sie  nn  den,  nicht  auf  ihren  Wuni eh,  «am 
dem  vnn   ihrer  Familie  cnlHendet,    mit  drn  Trnatnngen  der  Hellgion  jF 
Ihrem  Bette  erschienenen  Priester  die  folgenden  Worte  als  ihre  letit^ 
gerirJilet  hatte:     „Mein  Vater,    ieh  bin  jung  und  hübar))   ge'. 
8cn;      CB    ist    mir    oft    gesagt    worden,     und    ich    habe    dg 
Srhwäcbc  gehabt,  es  stcta  xu  fflaiiben;   nun  richten  T' 
versagen  Sie   mir  Ihren   Scgon  nicht!    —    Dies   war   die  MutB 
d'Alemberts. 
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IValirheit  ausgestattete  Documeiite  rechtrortigon  aber  Claudiiip 
ron  Ten  ein  gegen  den  Vonviirf  «*iner  so  vollsti'indigen  Verleiig- 
Vnig  alles  natiirlirlien  ticfühls,  und  der  liiKtorisrh  erwiesene  riii- 
ihmd,  dass  wenige  Tage  nach  der  fiehiirt  des  Kindes  von  unl»c- 
kunter  Hand  eine  jahrlidie  Pension  von  l'iOO  Fr.  für  djisselbe 
Umsetzt  \i'ar,d.,  kann.,  sollte  man  meinen,  allein  als  eine  vollsiil- 
'fgb  Widerlegung  der  obigen  Anschuldigung  betrachtet  wercTen. 
^I^Bcheint,  dass  das  Kind  einem  Polizeicommissair  mit  dem  Auf- 
;e  übergeben  ward,  eine  Amme  für  dasselbe  zu  suchen,  und 
dieser  es  bei  der  Frau  eines  armen  filasers  unterbrachte., 
ibe  es  enviesenermaassen  mit  der  Zfirtlicbkeit  einer  Mutter 
Das  Kind  aber,  das,  so  von  seinen  Aeltern  verleugnet, 
1er  Hütte  eines  armen  Handwerkers  ein  dürftiges  Ayyl  fand, 
bestimmt,  dur(*h  den  (ilanz  seines  (lenies  das  Dunkel  seiner 
rt  zu  überstrahlen;  der  Sohn  Claudinens  von  Tencin 
des  Chevalier  Des  ton  dies  war  d' A  lembert.'* 


Claudia e  war  reich  und  öffnete  ihr  Haus  jetzt  *)  allen  Hte- 
ch  und  artistisch  berühmten  Personen  des  loten  «fahrhunderts, 
Hofstiuit,  welcher  den  unverg;inglif:hern  Figenschaften  dieser 
B Weihrauch  gewöhnten  Gottheit  neue  Huldigungen  darbringen 
bnte.  In  den  Zusammenkünften  der  gelehrten  Welt  bei  der 
Ihrquise  v.  Tencin,  in  welchen  Montesquieu,  M  a  r  i  v  a  u  x , 
Pl.roD,  Duclos  und  viele  Andere  gewöhnliche  (jläste  waren, 
lÄrte  der  ehrwürdige  Fontenelle  den  \'orsi(z.  Nur  Fine  Zierde 
Ute  spater  diesen  ('irkeln,  d'Alembert,  welcher  sich  durch 
lAie  Vorrede  zu  der  „Fncycloplldie"  als  einen  der  grössten 
teifiter  des  Jahrhunderts  angekündigt  hatte,  d'Alembert,  den 
Mine  Mutter  jetzt  aus  demselben  (lefüble  des  Stolzes  zu  sich 
Hef,  aus  dem  sie  früher  ihn  als  hülfloses  Kind  von  sich  gestos- 
•tti.  Der  Philosoph  aber  soll  auf  die  Anträge  einer  Annäherung, 
Jeiche  Frau  von  Tencin  ihm  machte,  geantwortet  haben: 
Madame,  je  n\ii  pas  d'autre  mere  que  la  vitriere  qui 
■'a  nourri'**.  Und  d'Alembert  bewies  durch  die  That,  dass 
diese  Worte  seine  Ueberzeugung  waren ,  indem  er  die  ihm  von 
verschiedenen  Flöfen  und  Akademien  gemachten  glänzenden  An- 
^e  von  der  Hand  wies  und  30  Jahre  seines  Lebens  an  der  Seite 
••iner  Adoptivnujtter  hinbrachte. 


Kinige  Henicrkungen  über  die  \V()rter  ,, Variation, 

variabel"  u.  s.  w. 

Von  Herrn  Doctor  G.  Strauch, 
Lelirer  der  Mathematik  zu  Muri  im  Kanton  Aorgau. 

Erstens.     In  jedem    Lehrbuche   liber  Algebra    kommt^  ein 
Kapitel  vor  mit  der  Üeberschrift  „Permutationen,  Combi na- 


*}    Dies  liezicht   sich  natürlich  auf  eine  spätere  Zeit  des  Lebens 
Cla  n  d  i  n  c  n  8  in  Paris. 
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tion«n  anil  Vitriationpn''.    Wjls  man  unter  dlei^en  Variatioid 
XU  versteheii   liubo.   ist  jedem  Lesi-t   diesvs  Aufi^tzfui  bvkaad 
üer  ?lame  Voriatioii   kommt   &ber    auch    in    der  liriliereii  Ana\ygl 
vor.     Uie  beiderlei  Vurtationen  haben  riber  iiiulit  lias  Aller^riilf^ 
Dill  einaniler  [;eiiicinscballlicb.     Zuweilen  tiiidct  man.  <Ia»s  man  den 
■11  die  jrU±;el>ru  gebi~rigeii    Varialinneii   iiocb  ein   Eigeiischaftswodf 
beifilgt,    und  mie  Icorabinatoriüche  Vnrtati luie □  neimt;     ' 
gegeu  die  iti  die   hüliere  Aoalysis  gehörigen  Variation«!!  hit  » 
franz  ohoe  Eigen scbul'tsn  ort  gelassen. 

Zweitem.  Die  AendeniDgen,  welche  eine  Funktion  «ri^ 
den  Lano,  Nind  ton  zweierlei  Art;  denn  entweder  kann  luan  dt^ 
in  der  ('unktion  enthaltenen  veränderlichen  (in'i&i'eR  WerthSiring 
nuigen  beilegen,  da«  ursprüngliche  Wesen  der  Funktion  seJIU 
aber  ungestört  lassen,  oder  man  kann  irgend  eine  Funk tioi 
ganz  andere  Funktion  fibergeheii  lassen. 

A)  Aenderungen  der  ersten  Art.    Es  sei 

gegeben,    wo  :r  jeden    beliebigen   Wertfa  anoebmen  kann,    uodl 
gehe  über  in  {x-\-k);    a.a  bekommt  man 

II)    2,  +  %-,>(:r  +  A), 
nnd  man   sagt  hier:    y  Ist  eine   Funktion   mit   einer  variabel 
(veränderlichen)  Griisee.     Man  sagt  noch  Terner: 

a)  I>ie  Grösse  x,  «elcher  man  jede  beliebige  WerthändetL 
(x-yb)  beilegen  kann,  ist  die  unabhängige  A'ariabli 
oder  auch  die  absolut  unabhängige  Variable. 

b)  Die  Grösse  y,  deren  Wertbänderung  abhängig  ist  von  i_^ 
Wertbänderung  (i  +  A),  ist  die  abhängige  Variable^ 

Es  sei  lerner 

III)    y=<p{x,w) 
gegeben ,  no  sowohl  x  als  auch  w  jeden  beliebigen  Werth  aunq 
meii    kann,    und  x  und    id  gehen    bezüglich    über  in  (.r-J-A)  i 
(w+A);    so  bekommt  man 

IV)    2/  +  -ö^  =  <p[(-^  +  A).(«  +  Ä-)]. 

und  hier  sagt  man:   y  ist  eine  Funktion  mit  zwei  variabel  n  (rd 

Snderlichen)  Grösseiii    Man  sagt  noch  ferner:  i 

a)  Die  beiden  Grossen  x  und  w,    welchen  man  jede  belieblB 

Wertbänderung  (j;+A)  und  (io-|-A)  beilegen  kann,  sind  «(L 

unabhängigen  Variabelu  oder  auch  die  absolut  nnn 

abhängigen  Variabetn.  . 

6)  Die  Grösse  y,  deren  Werthünderung  abhängig  ist  von  da 

Werth  an  dcningcn  (x  +  A)  und  (tc  +  A),  ist  die  abhSngif  ' 

Variable. 

Es  sei  ferner 

V)     y  =  <p{x,w) 

gegeben,  während  noch  gleichzeitig 

VI)     v>=fx 
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tüAtn  soll ;  80  kann  hier  nur  ar  joden  lirliolM,i;en  AVerth  anneh- 
Mi  dagegen  der  Werth  des  w  ist  aldiän^ii;  vom  Wertlie  des  .r, 
8  Gleichunji;  \'I)  slattlindet.  AVeiin  nun  .r  in  (.r  |  /i)  lÜM^rgelit. 
ftht  (xleichuni;  VI)  über  in 

ck  irelchc  Gleichun«;  vorgeschrieben  ist,  wie  die  Werthände- 
|(ir-|*/')  ahhänffis:  ist  von  der  AVerthänderung  (j*- {-/<).  Glei- 
if  V)  geht  über  in 

VIII)  ^f  %--9>|(.r  1-/0.  (*r+/):| 

Uer  sagt  man : 

a)  Die  (irösse  ^  ist  die  a  b  h  /i  n  g  i  g  c  V  a  r  i  a  b  I  e. 

i)  Die  (a rosse  ;r  ist  die  absolut  unabhängige  Variable. 

e)  Die  (i rosse  w  ist  die  r  e  1  a  t  i  v  u  n  a  b  h  «n  n  g  i  g  e  V  a  r  i  a  b  I  e, 

eben  weil  sie  wohl  von  y  unabhängig  ist,  während  sie  von 

a:  abh«'ingt. 
Es  ist  unntUbiu:,  diese  Betrachtung  auf  noch  zusammengesetz- 
i  Fälle  auszudehnen.  Diejenigen  Zweige  der  höheren  Analy- 
,  welche,  weini  die  in  einer  Funktion  befindlichen  Variablen 
I Werthänderung  erleiden,  die  aus  diesem  \'errahren  folgenden 
xboisse  untersuchen  und  anwenden  lehren,  Mind  der  Differenzen- 
bl  und  der  Differential kalkul. 

JS)  Acnderungen  der  zweiten  Art.    Es  »ei 

IX)  y=^(por, 
diese  Funktion  i^ehe  über  in 

X)    1/ \  /ftf-tfßx. 


XI)      /ly^rr.'rlfX  —  (px 

den  Ausdruck  /iy  oder  den  gleichbedeutenden  (i/Mr- — rpx)  pflegt 
Variatinri   (besser  aber  ficsaninitvariation)  zu  nennen. 
EI«  8ei  ferner 

XII)    y=^(x,tr) 
•Ugleich  sei 

XIII)     w—.fjr, 
4S8  Gleichun:;^  XI I>  {rleichbedeutend  ist  mit  folgender 

^^^')    y-  *t{x,fjr). 
Tenn  nun  m—.fx  übersreht  in 

X  Vy    w?  -f  jdw  -  Fx , 
^ht  dabei  <:i«*  Gleichung  XII)  oder  XIV;  über  in 

3en    A    -  ••   •     //y    odfr    Apxx    irleif-bbedeiiferiden    \f^(x,  Fx) 

^•/•'"^  .  •"'•'•  '»'^' ^«  b'ipr  Variation  ^besser  aber  <«ef«amnjt' 

tion^ 

LS  i-*    .  /.  'lie^f-  iJo-frarhti/ng  rmf  rior.h  ziiÄ»irnmerj£re- 

ere  f  :.  •   ••  .  •/ . '-'^n  .er;.     Derjeriise  Zweig  A^t  höheren  AnaK- 


/^ 
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six,  welcher,  wciiii  uine  Funktion  in  eine  gaitr,  andere  Fitnktifl 
liltercelit,  die  daraus  folicetKleii  l->^el>ni»<se  uiiterr^iKiIit  untl   i 
■len  lehrt,  wiiil  V nri  uli'j  Nskiilkul  genannt. 

JtritCeus.  Ist  es  nun  gleichmütig,  duss  ilas  Wort  „Vaif 
tion"  sohl)»  in  der  Alsfetira  und  dann  wieder  im  höchsten  Zwfu 
rlcr  AnulysiK  viirkoinint ,  und  so  zur  Benennung  von  zireieHei  Dl 
geil  getiräiicht  wird,  die  nicht  das  Allergeringste  mit  einander 
iiieinschaftllch  halien? 

Wenn  man  dus  in  Gleichung  III)  vorkömmende  m,  neli 
inan  die  gnnz  willkürliche  Werthänderung  (;o  +  A)  beilegen  '. 
einf*  varitihle  (Grösse  nennt ;  ist  es  dann  ^ut,  duss  mun  auch 
in  «lelchung  AU)  voikomniende  «>=/>,  welches  in  F^  überf 
ebenfulls  eine  variable  Griisüe  nennt  ' 

So  gewiss  ea  bliebst  fatal  ist,    wenn   in    einer   und   derselben 

'    WLssenschuft    durch    ein    cinKigea  Wort  zwei    ganz   verä<;hiedene 

Begriffe  bezeichnet  werden;    so  gevriss  ist  es  niilbig,   doss  hier 

aligehuICen  «verde.      Wo  uher  abzuhelfen   sei,    darüber  kann  kei] 

Bedenken,  stattlinden. 

Ein  Begriff,  welcher  schon  einem  frßheien  Z« 
senscliaft  angehürt,  kommt  auch  in  den  Kpiiterer 
dagegen  ein  Begriff,  welcher  erst  einem  spateren 
hÜrt,^    kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor. 


ige  einer  A' 
Zwei  gen  vi 
Zweige   an(_ 
Der  "terminW 
I   einem  früheren  Zweige  der  Wissenscliaft 


;edrückt  wird,   kommt  als«  auch  in  den 


technicus.    wodurch  * 
ängehürender  Begriff  aiisgi 

späteren  Zweigen  vor;  ifagefjen  der  fermlnue  technicus,  wodurtli 
ein  einem  späteren  Zweige  einer  Wissenschaft  angehörender  Be- 
griff ausgedrückt  wird,  kommt  In  den  früheren  ZneiMn  nicht  vor. 
.  Ausserdem  ist  es  Thntsache,  dass  es  viele  liehrbücber  übe^- 
Differentiul-  und  Integral  -  Kalkül  giebt,  in  denen  keine  Spur  tT 
sogenannten  Variation)!!- Kalküls  vorkommt. 

Man  thut  also  am  besten,  dem  höheren  Zweige  der  AualTi 
dem  sogenannten  Variationskalkul,  einen  anderen  iNamen  zu  gebi 
der  so  gewählt  ist,  dass  sich  für  die  daseihsl  vorkommen« 
Wörter  „Variation"  und  „variabel"'  die  cntt^p  rechen  dl 
Namen  von  selbst  ergeben  ;    denn  1 

1)  Dadurch  wird  in  die  früheren  Zweige  der  Mathematik  niq 
die  geringste  Störung  gebracht;     und  auch 

2)  Diejenigen  Lehrbücher  über  Differential-  und  Integral-] 
kul,  welche  nichts  von  dem  sogenannten  Variations- Kalkül  ent 
ten,  werden  von  dieser  Namensänderung  nicht  im  Gering« 
berührt. 

Nachdem  nun  die  Zweckmässigkeit  und  beziehungsweise  i 
Noth wendigkeit,  dem  sogenannten  V'arlationskal kul  einen  andej 
Namen  zu  geben,  dargetban  ist,  fragt  sich:  welches  Wort  a 
man  wählen? 

£s  wäre  dringend  nöthig,  ein  Wort  vorzuschlagd 
Dieses  müssfe  aus  der  Lateinischen  Sprache  entnna 
men  sein,  damit,  wenn  dessen  Zweckmässigke'' 
anderen  Nationen  anerkannt  wird,  sie  es  bequei 
in  ihre  Snruchc  aufnehmen  können.  Ich  habe  zwar  schU 
selbst  ein -Wort  gewählt,  bin  aber  bereit,  ein  zweckmäfisigerc 
wenn  eine  vorgeschlagen  wird,  sogleicb  anzunehmen.  " 


XXIV. 

Hör  sphärischen  Trift^onometrie. 


Herrn  J.  Dienger, 

Uir«r  ivr  Mnllionintik  und  Fh^'-iik  an  iler  tiillirrcn  nfirgencliule 
Ei>  SitKlieim   lici  IkideUivrR, 


„l>i< 


.  DrAiiloii  Müller  hiit  in  si'irieiii  Uuchi 
l*t«u  Gesetze  Uer  n|.  Iiiir Uihen  Polv);« 
iS'geincinsten    Gleiijhiineen     der  "  g auch 


u<l  dU 


■  «'gemeinsten  Gleiijhiineen  der  gauchen  Polygoiit 
K-Btldetberi;  hei  Giooa.  1S36  "  Kwisciieu  den  Scileii  utid  Wiv 
Y  Wn  eines  »phärischun  Dreiecks  19  Gleii:hiiii{;en  nii%os(ellt.  Wir 
^n  im  Fotgendeu  diese  Gleichun|;en  auf  einem  dem  dort  hetre- 
B  Sholichen  We^  ülileiten  und  dann  seipeu,  dass  elgentlicli 
>  rieben  (ileichuiigen  bestehen  und  die  {ihrigen  )2  aus  ihnen 
KBJiitet  sind. 

neben  im  Folgenden  die  Reliitionen ,    die   zwischen  den 
voki  und   den  Flächentvinlielß    einer   dreiseitigen     klirue Hieben 
■  besteben,  da  von  einer  sok'ben  tiu«  leicht  uuf  ein  s|ihliTischeN 
ttk  geschlossen  «lenleti  kiinn. 


1. 

Es  seiPA,AtA3  (Taf.  III.  Fig.  1.)  eine  dreiseitige  kiiri.er- 
"BEcke;  man  nenne  die  Winkel  J,PWa  =  *,  A^PA-^a^. 
bezeichne  ferner  den  Neig:uug8HinKel  von  Ai  PA^ 
I  AfPAi  durch  aio^,  den  von  A^PA^  und  A^PAi  dnrcb  «Vj. 
•  ■'"  *^''-nen  A,PAi  iind,fi/M,  durch  ffjnj.  Man  nehme 
cke  willkahrlich  einen  Punkt  O  an  und  l^lle  von 
;bte  auf  die  Kbenen  der  Ecke;  OOi  senkrecht 
,9^  senkrecht  uuf  A^PAs:  OO3  senkrecht  auf 
—  Ifi 
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AgPA,.  Mun  lege  durch  0*>,  nn*  OOe  eine  Ebene,  welche  dii 
Kante  PA^  in  ^^  ».'chneidet,  so  steht  PA^  senltretht  auf  diese 
Ebene;  dcssdeichen  steht  PA^  senkrecht  auf  iler  durch  OQ 
uDd  OO3;  PA3  auf  der  durch  OO^  und  OO3  gelegte"  E^e"« 
Diese  drei  Ebenen  bilden  abermals  eine  Pyramide.  Ihre  Liniefl 
Hinbel  ^ind  O,  OOa^lSO— ffi^äi,  OaOOj ^180  — 0^3,  O3OO5 
=  180-a^j ;  ilire  Neif;uni;sn infcel  sind  ^iOiA=180-«i.  '^a^a'^» 
t=180— flj,  /ijOa-^i  =18Ü-(73. 


§.2. 

Da    in    dem    Vierecke   P^j  O,  J,:  O,^iP=*»0.    O,^2/'=90,. 
4^^,=ff,,  ^jO,^a-180-«i,  so  ündet  man: 


PAi  =P.licosffi  fy^aOisinw,. 


(«) 


tili,™ 

PAi  =  l'A,c 

0.05+/l,«S 

A,0,=  I>A, 

5in«,-A0, 

PAg  =  PA,  COS  (I3  H  ^,  Oa  sin  Wg , 

^Oj— PJiSlDffa— /liOaCosflj.  *^' 

Man  liherzengt  sich  leicht,  das.«  diese  Formeln  auch  gölten, 
wenn  die  \Vlnkel  a^,  n^ .  no  f'fumpf  sind :  nur  moss  man  die 
Linien  PA,,  PA.^.  PA^,  im  Falle  sie  auf  die  andere  Seite  Ton  P 
fallen,  al^  hier  angenommen  ist,  als  negativ  betrachten. 

Eben  so  fiudel  man  ans  dem  A'ierccke  A^OiOO^,  da  00,A^ 
=  ÖOaJj  =  90,  0,^sOa=Bi^B,  O,OC*a=I80— nl^j: 

.-I«0,  =  /fs0aCosn^fj  +  OO2siN«i'rtj. 
OOi^^aOasinn,'^— OOaCosff,"^.  ' 

ßessgleicheii 

A^O^^AsO^  cnsn^a  i^OO-,  sin  0^3  . 
00:^=:  A3  O3  si  n  fljflj  ~  OO3  cos  Ojffj 
und 

^,03=.<,0,cosrt^,  +  00,  sinrt^,,  ^ 

.      OOt~A,0,siaa^,—  00,vo8a^i.  ^    '     ' 

Auch  diese  Fonneln  gelten  alleemein;  nur  mQssten  Linjen,  die 
aur  entgegengesetzte  Weise  faUen,  als  hier  angenemmwi,  als  09^^' 
tiv  betrachtet  frerden. 


«r 


§    3. 
Man  seUe  in  (1)  den  Werlli  von  A^Oj  aus  (4),  so  findet  man: 
PAi=PJ^cosai+At0.iCosa,ii^>iina,-^^OO^fünnia.t8inai , 

In  (7)  setze  man  die  Werthe  von  PA^  und  A^O^  aa9  (2),  so 
1  erhält  man ; 

w  PAj^PA3[cosaiCosat-\-coaaia^sinaisinti.i] 

+^g0g[cosaisin(i2~ciisn2co6n,n2sinui]-|-  OOisin a,a^ b'iol  , 

I  A\Oi:=PAi  [»InoiCDsn^— cosflicosniffgsinirj]  i 

+jlj02[9ina,Binffj,-|-cofiaj(i2i;os(t,r,osaa]  — t>OasinWtnaC080j.T 

Man  setze  in  (8)  für  A^O^  und  OO^  ihre  Werthe  aus  (5): 

Mi  =  P^3  [cos«!  cos(i2-|'C'>S''iiasi'"i|  sina^] 
ti|0][cosn|,sina2caSffB03~c<)Na2Rliin,r'o»>ff,n2Co'"'ie''3'fBio°i<*s^i'"'lsinff9a3]\ 

l03[coSRi8inff2sina2a3— RiriftirosrTgCoscricrsMnffgOj— sinuisinaiffacosnanj].! 

('(^/'^^[»inaiCoafig — cosrti  cnnata^Aua^  }  (0) 

■  J,  O3  [sina,8in  a^cosa^na-l^cosfftcosoxcosfl,  (;2Cos((2'>3— ^>Da|atC08ff|Sin  o^aj]! 
00,[8inaimDa2eina2''3+(^'>^''i<^>^''s4^'»<Oi''2sina2n3+ciis(i|SinaiatCoa(i2ns]-  / 
Werthe  aus  (3) ,    so 

'J,  =  /M|  fcoB%co8ff2(^osfr3-f  <^o^''ii3>^i'"'isini72cosa3-l-cosntsina2cosa2nasinag  | 

—cos «2 sin  «t  cos  aia20o'^''a<'s  sin  og  +sin  ff,  sin  ii,Oas!n  n^n^f^intf^l 

-f^i03[co8aiCosa2sii>fJa-|-co8a|a2siu(/isiun2siNaj— cosaisinfficosaiOjCOsnsWl 

-|-cosn2sina|C0SQi0iC0SffiffgCOsn3  —  siuU|Sina,if2siu''2''3*^*'^isl        \ 

■f  00s[cos«,sinn2sina203— «'"'«icosfljcosfliwjsinffjffä— sinoisinOiWaCosffaij].  j 

^Oi^/'^i[sinaiCOsa2'^osa3— cosn|C08aiff2sini7aC08ff3-|-sinrt|Sinff2<'08a2ii3sin(^\ 

-|-cosaiCoSff2Cnsn|a2C<>^''dHas'»ia3  — 6iD(i|n3C08a|8iu(i2''3^>n<'3]'     f 

-|-^iOs{sinaiCOSff2sinn3  —  cosfficosnjffgsinff^sinag — sinffisinffgCosoxiinjCDsag^  (' 

— CD9ajCosff2CusoiKg€o6fl2ngCoaß3-|'8inO|R2CoeajSinff2a3<^osa3].    1 


[ii  die  <>leichiing  (II')  seUe  mnn  I 
<  (6) .  80  erhält  mau : 


T  AJ},.  OO,  ihreWwthe 


+  coSfl|f08ai8in«jC0BUiffsCos«sa3— siünin2<:os''isii'na«j»iB'**] 
+A^Ol[l^iitu/,<:osf^iSlna,cosa,a^  —  cnsaicosaia^mni^siau^cosa,», 

— 8  i  n  «1  si  nttjctis  a^a^cona-jcoseijai — cositiCosa^cosa^ii^coBu^asCoaa^  cnS«,  »,  I 

►  -|-siiiU|n3C08%sinaBa,cu8a,rD6<i,o, -fsiiiajsinagsiiursa,  i 

+  cosffiCO8naCOBo,%sina,UjSinß,ai+ciisffi6inaiiT4C0s(iä«i8mni«|  ( 
+  OOiFsinu^cosossina,  Binfl,»! — cos«,tfißn|0.2sinCT2siDo,siunj«i 

— 8m0,.Bm%co8ff2a3COia(ijSinRaU| — co8n|C08a2<^aBa|(i2C08n2n,cosn3Bmaj(i|l 
-fsinnj f/gcosfli  aina^igCosnjSinajai — sii>ajsinffg)<iri( 
^L,  — coK«,costfjr.osn|02sinff2rtjros(i,üi — i'osfl,sinWi(7.i<;oso2«jCosfl,ni  |. 

r  s. -1. 

Eine  Reihe  GleiL-hnngeii  erhält  man,  ivenü  man  in  entt^eg 
uesetzler  Ordnung  in  der  Fif^r  vorsch reitet  Die8e  Gleicüuni 
leitt'n  ölth  leicht  aus  den  aiiTs*'"'""'^''  "h,  wenn  mau  statt 

respective  setzt: 
PA,.P.4,,PA„A,0„J.,0,,A,0,,00^,00„0O„A,O,^,O^y4,> 

nnü  statt 

setzt : 

«11   "j,   «i ,   ffiOi  ,  "2«!  ,  öiOj. 

Setzt  mau  diess,  so  wird  man  folgende,  den  frühem  analoge  Glei*' 
dmngeii  erhaJten : 

Aas  (1): 

PAi  =PA,  cos  n,^■A,0,  sin  « ,.  (1^ 

Ans  (7): 
PAi==PA^  co«n,  +  .4,0,  cos  n^,  siu  «,  +  OO^sin  a^,  .sin  «,.     (li 

Atis  (8): 
/^^,  =  Pi^j  [cos  «j  cos  ffa  +  cos  ajOj  ein  Aj  sin  nj] 

+^2^[c'>si3s>'<''3— •^osasCosajOasiuffij-l-OOasinrCaasiaai.     ' 


2ä9 


"«■J 


1 


(10):  J 

— co8n2sina,cO8tf2(i,roBn,ai8iDn}-f«najSinn2n,8inat0gsitin|] 
'^im'-T)8aa(oa(iasio((i+cosaiU,siiiff,sinojHintfi  — co8«,sinnjcos«,fl,co6fl, 

IDCi  [cos«,  fii  naisinrt ,  (!«— siDa,cosa,cosat?isina^,— sinu]  8iuaair,GDsa^,]' 


Alis  den  bis  jelzt  erhaltenen  Gleii:huiig«ii  kann  man  min  ^ 
dax  Folgende  entnehmen. 


Uezeichnet  man,    zur  Ahknrzur^;,    in  dei 
Koerii^enter.  von  PAi  d.U  A,  den  von  A^O, 


Gleichung  (10)  den 
mit  /-,  den  von  OO, 


PA,=^  PAi/t  +  A,0,/i+  00,«.  (10) 

Nun  hüben  ivir  aber  über  die  La(;o  des  Punktes  O  guT  keine 
■»stimmte  Voraussetzung  gemacht,  sondern  ihn  lediglich  im  In- 
nern der  Pyramide  vorausgesetzt.  Nehmen  wir  nun  an,  er  lieee 
ia  der  Flüche  PA,A,,  so  ändert  dies«  an  den  Winkeln,  die  in  (10) 
vorkommen,  nichts,  sowie,  wenn  O  in  O,  vorausgesetzt  wird,  nichts 
Bii  der  Liinge  von  PAi  und  A,0,.  Aber  ali^dann  ist  00^=0  und 
(olglich 

PAi  =  PAih  +  AiOtk. 

Oiese  Gleichung ,  da  si«  in  einem  einzelnen  Falle  besteht,  ni 
allgemein  bestehen  müssen ,  du  die  in  (17)  und  (lO)  vorkommendi 

Ißtüssen  durchaus  die  gleichen  sind.     Setzt  man  also  (17)  in  (10), 
*t  wird  man  haben  : 
: 


Bl«Da,sinn,a,— 


iniCosnitfiSinaiA.,- 


Verlegt  man  mm  den  Punkt  O,  in  ^i,  so  wird  an  den  in  (17) 
"■rkonmienden  Winkeln  nichts  geändert,   nur  wird  ^,  Oj=0,  also 


Porana  h. 


PA,^PA,h. 

=  1  und  ans  (17)  A=ü  fi>lgt.    Also  hat  ii 


I  noch : 


T,«^COSff,«j=0.      (I) 


— cosn,sinn|(;osa,((jC09( 

Diese  drei  GleichuDgen  driicken  nun  bestimmte  Beziehungen 
ztvischen  Lioienwinkeln  und  FlSchenwinkelu  der  d reise! tiiEen  Ecke 
aus.  Sie  sind  als  all[;enieiner  Ausdruck  einer  Reihe  von  Bezieliaa- 
geo  zu  betrachten.  So  drückt  (III)  Relationen  aus  svrisebei 
Of,,  flj  und  den  zivei  dem  ersten  und  letzten  («j  undoj)  Reg« 
äberl  legen  den  Flächenninkeln ;       '        '  "     ' 


letzten    («,  und  Oj)  f^eeeor' 
rd  also  auch  noch  beatene^ 


vertauscht  mit 


n, ,  ffj. 


.    "2, 


iiO-i'  «t": 


,  a^a^,  Hida. 


I 


Aebniiches  ßilt  von  den  andern  zwei  Gleichungen. 

Untersucht  man  die  Gleichung  (11)>  so  si«Dt  man  zuerst,  dal 
der  Koeßi/ietif  von  PA^  INult  ist.  indem  er  aus  (Ul)  äntsfeU 
»venu  man  die  eben  enväbiite  Vertauschung  vornimmt. 

Man  findet  dann  >vic  oben: 

l^:sinaiCOSn,sinrf,cosnii 

Ticosrt, 

-t-sinaingCOso,sina,niCosUaCOsa,ii,-|-sina,Binn.,&indj 

-t-cosaiCOBaiGosdiOisiDaiajsinUjaj-fcosdiSinnia: 

0=!^iDaiCiu>aaeiDaj8iDaiai — cos(iicos(i,a,8inn,sinnjsinaaa 

— sind,  ßinai,cosa,ag  cos«,  sidajrti—cosnicosnicosn,« 

-|-sinaiagCOSu,8inn,n,coS((,sina3fii — 6iDa,stnaa8inff,«]C 

— cosn|OOBRiCOsniai8ina,a:ico8aiU, — co8aisind,nicos(i,aicoda,ii|. 

,  Untersucht  man   die  Gleichung  (I&),   so  sjeht  man,   daäs  ■ 

identisch  ist  nach  (II),  (III)  und  (I),  wenn  man  vertauticlit 


"a..  "2«  fi'  "a"»!  "iffa- 
Diese  Gleichung  giebt  also  nichts  Neues. 

Aus  (12)  folgt  ein  Werth  von  PAi ,  der  dem  in  (9)  f 
setzt  werden  kann.      Beachtet  man  die  Gleichung  (1),    so  ergi 
sich  daraus  auf  die  oben  angeführte  Weise : 
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cofil<tt±=casaiC08a9-fcosaia2sinai6iD(t«.  (VI) 

8toa,=cosai8ioa9C08iitas — cosa^sinaicosoiascosaxas 

-fsinaiassinaisina^as.    (Vll) 

Eben  so  findet  man,  wenn  man  die  Werthe  von  PAi  aus  (13) 
noi  (8}  gleich  set^  und  (VI)  beachtet: 

c08ata»sinat==cosiii8ina» — cosa^cosaiaisinai.         (Vlli) 

8tna9a,sioas3=;sinaia«8indi.  (IX) 

)  Vergleicht  man  4i9  Werthe  von  P^li   aus  (14)   und  (7),    so 
eihält  aan  (VI),  (V),  (IX) ;  durch  (15)  und  (i)  aber :  (l),  (VII),  (VI). 

§.6. 

Setzt  man  ferner  in  die  Gleichungen  (1),  (7),  (8),  (9),  (IF), 
(11)  die  Werthe ,  wie  sie  für  die  andere  Folge  in  §.  4.  bezeichnet 
vTurden,  so  erhält  man: 

^iOa  =PJj  sin  aa  —  w^sOj  cos  «3.  (18) 

AiOy=PAiS\Das — ^aOaCosaaaaCosaa — OGasinataaCOsa^.      (19) 

i^j03=P^2[8inii3COsa,-^osa3COsasa3sinas] 

-{-A^OJmnd^Atio^^iö^aia^tosä  (20) 

03=PJ,[8ini»iCdsa,B^*-ico8ai€osoaa8siiiai] 
+il,0i[sinaj8ina2cosaiaa+co8a»cosa2c6sa2a3cosaiaa— sinaaaacosaasin«!«^] 

4-00i[sina3sinaaSina2ai7lTC9fiiajCosa^a.8lnaji»9-|-cosa9sina2a3Cosai<ia]'     C^l) 
,03=PJt[sina3C08aaCOsai — cosascosaaasslnaacosai-fsinaasina^cosaiaasincf, 

-|-cosa3C0SO9C0sasa2C0fWi|.aa8UBai*-^ina,aaCosaaSinaiaaSinaiJ 
4-'^iOi[8ina3CosOa8ina]^--^08<f^9p8a^l!;[^sin^28inai*-^ 

— cosascosaacosaaaacosaxaacesax-^sinntaacosaj  sinr/iaacosni  J 

/i"^  1'':'''      •   >^  '  /^^  /-^  ^-*v 

-f00|[siDa3sinassincrx<7a-|-co8a3CO8a,cosa,a3sinaias+cosa3sina2a3CO8a,a9]. 

/^i  03=iPil|[sina^cosaaCOj^fl^'~  posa.cosaga^m 

-fcosa3C08a2Cosa,atC08a|a28iniii«-«inasa3COSa38innia2siiifii] 
+AiO3[8ina^C€m9flWUi<iwarfi^iTTßp^0i^^ 

-|-siD02a3COSajSinaia2CosctiCosaxa3-^sma9sina2sinai€i2slna9ai 
-fco8a8cos€i2cosflr2^3'9inax<i28ina3ai-^cosa3sinc<2^fjcosa|028inairr ,] 

-f  0O3  [sina3Cos<i28ipaiaa'-H;o^ä^CQ8a2a3siair2®''^%®i"^i^3 

— sina^sina2Cosai  a2C08a^8inax  a^— cosaa  cosei2Cosc(2a  ^  cosai^  a^cosui  si  11  f  ( j  a  j 

,   .""^-^  .  "-^^    '■■   ■    •     '-*^        .        .        ,     ^^  ^^ 

4-sin€i2a3Cosa„8ina|€i2CosaxSinaia3— 8iuaiSina2Sinai02^^^^3'^i 

— cosa3Cosei2Cosa2Cta8inai  a2Cosa3f/|  ~cosf<3Sino2^<^^s^i  ^'ticosai  f/3  J. 


Du  die  Flächen  im  Punkte  O  ebenfalls  eine  Pyraraide  liild^ 
in  ileren  Innenn  <ter  Punkt  P  liegt,    so  gelten  alle  Sätze,  die 
im  Vorstehenden  für  die   erste  Pyramide   abgeleitet  haben ,    a 
für  diese  zweite.     Man  wird  iüe  neuen  Sätze  finden,  wenn  man  sta 

00„00^,00s,Ai0^,A,O,A,  Oi,PA.^,PA,,P.I„A^Oi,OiA^,0,A,  71 

und  statt 

«j.  "U.  «j-  «ifSr  "»Oj,  Hj 


setzt : 


180-a,fl„  180-Wj,  180- 


«1- 


i 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die   Gleichungen  (1)  bis  (IX),     ._ 
erhalt  man  aus  (I),    (IV),    (iX)  Gleichungen,    die  durch  ein^cfacj 
Vertausch ungen  zusammenfallen  mit  denen,  aus  welchen  sie  abgi 
leitet  sind;     indem  man  vertauaebt 

"i.  «a-  %)  "i"»!  "303'  "a"! 
mit  (resji.) 

«j,  "a,  ffn  «j«»,  %ffi- 

«1,    «j,    »2,    OlCfj,    "irtj 

«zi  "i.  ßj,  oiffa,  Oj"! . 
was  man  offenbar  darf. 

Die  6  andern  Gleichungen  geben   folgende 

1^— co»nia)Cos(»3ajCosajOj+co8n2sinai«aSioo2«jCosojffli 
-l-sinaia^siriiTasina^sino,«,. 


0— cos(ii«2cosftj0jsinnj0i —  cos(r2sinn,ff26inn2njein»,n| 
-|-ciisn|n26infr2a,cosa,cosn3n,-|-'^in<'in£C'>s<'2<(j<:  osajcosa  ^C  08a,<i| ! 
^^slnoiW|jsinffgSni«,cosa,ff,. 


11 


(XII> 


(XIV) 
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iU|iitsinasii,GOS(isci>8a,A|Sin<T]+cuEfr|nxCOsaa'J,coi«(rfCoa(i]t:o6ajaieinnif 
a^sinaiCoaa^aisinai  -f-BinaiUisinatiiäinnicasni  \ 

HM]  OiCOMi  a )  cosa«m  n  a ,  costi,  ^cosoi  (ttsin  »a  cos  n  jCnsoi . 

NhÄi=(!0"it  «t,ain(iaa,co6a]-|^cos/iiu,unai(i«coa«tcosa, 

cosa,t!inajn|=CMsniri2siriaj(i3-)-<:us(rgi'fjCOSfr2Rin<i,(ra.  (X\) 

}.  s. 

Setzt  man  in  die  Gleichunj^cn  He«  §.  6.    die  Wertbe,    wie  sie 
in  Eingantf  des  §.  7.  anf;egef)en  M-urden ,  so  findet  man : 
Aus  (18): 

v1,Oi=  OO, sin  a,(f,  +  ^lOjCoe«,«!. 

Seht  man  diesen  Werth  von  A^O,  dem  in  (IJ')  ftleich.   so  findet 
mti  die  Gleichungen  (III)  und  (XlV)  und 

«06e,fl,=Hinn,cosoj«lna,— coan^cösa,  oasi  na^sina,— sihdisinfrsUofif/gKjCOsnjl 

— wisuiCosnBCoSffiHjcosog'fjCosffa+sinninjCOsnisinnaHjCOSOj.         j 

Aus  (19): 

AfOi  =  OOasinna«,  — .4aOjCOS«3C0Bnan|+/*^i8inn3C0flnjflj, 

Dicss  dem  Werthe  von  AiOi   in  (9)  gleichgesetzt,  giebt  (VIII), 

(XlV)  und 

— cuBdj  cosffj  «1  =si  ü  «1  si  n  lacos  «2  ij +C0  Bflj  cos  ObCOs  (ii  «acos  Ojdj 

— 'sinuingcosa,  sinff^ng.  (XVII) 

Aus  (20)  r5)gt  ein  Werth  von  A,0,,  der.    dem  in  (8)  gleich- 
geBetrt,  führt  zu  den  Gleichungen  {VIII).  (XV)  und 

!inin|a]iinux(i3— cnsa3Cosa3Hicosaia3^=sinaj8in%'{-cosn|atCoii(r,cos(iB.  (XVu 
Aus  (-21)  folgt  ebenfalls  ein  Werth  von  A,0,,  der,  verglichen 
mit  dem  in  (7),   z»  den  Gleichungen  (VII),  (XVll).  (XV)  ßhrt. 

Endlicii  ergiebt  eich  ans  (22)  ein  Werlh    von  /liO, ,    der  ver- 
glichen mit  dem  in  (1)  za  (\'II),  (XI)  fährt  und  zu 

cos((j=8inft,^jC08«^3Bin(i3Hi  l-sinfljrtasiiiWaOjCOsnaCOBUani  1 

+((in(viisinfl'^i3co8(iacoa«7((a— coaa^,co8rt,niCosn8C08rt,co8«,a,}  (XK 
—sin  «3  cos  Hg«!  sin  a,  cos  aiüt- 


(xvn 


k 


ah  Resultat  balie 


icbes  Dreieck,  a\s  für  die  kiirperlicbeEcke, . 


Bezeichnet  mo 
(in  Cratlen)  mit  a, 
A,  B,  C,  80  hat 


I  die  drei  Seiten  eines  gfihSrisichen  Dreied 
6 ,  c  1  die  drei  gegen  über  It^endeo  Winkel  n 
lan  statt 


L 


zu  setzen      ''  -"i""-'^"  '■    ' 

a,  6,  c,  C.  A,  B, 
und  man  erhält  somit  folgende  19  Gleichungen : 
I  :=sinncos6sincco3£ — cosacosCsin&cosSsinc 

— sinnsinftcos^cpBccos  ß — cosoc  osbcosCkosAcosccaeB 
+sinCcosnsin^cosccosB+sinnBin6sin^sinS 
-|-co6acoB&  coaCsmAiimB-i-c  oeanm  CcofiAtä  iiB- 
0^— sinCcosi^^nBeina— cosCcosäsinjisin^sina 

— siTiCs'iBAcosccosBsioä-i-cosCcosAcosbca&ccoiiBs'ma 
^-ti-:\.ea\bcosC^nrcosBBina-\-s'mCsmAs\tiCcoaa 
i       — •coeCco»Acosl>siae<fQaa-\-coaGiin/iDOBveo^tt. 

0=^Binacosfimics\iiB—ci)SacosCsinfisincsinB 

— einasin/icosAaoece'iaB  —  coaacoBÖcoäCcoaAciiacBmB    t-^t^ 
■i-siBCcosasinAcQSCSinB — sinusin&sin^cosfi 
— ^cosacosfitö'sCsinL-icosß — cosaainCcosAcaaB. 

coaa=elnCco^4sinß-i:,^inCßiiiAcQspG^aBr{-iiii>ßaiaA€oabK»sC,,j 
—  eosBKoaAcosecoslicofiC — BinccoaBsialicoHfJ. 

cosB^^siifacosf/emc^cosncQaCs'iubeitfc — einasiaiiaoeAGOSC  . , 
—  cosacoabcnaCcoaAcasti-l-eiaAcosnaoaDainC. 

I  / /0:^oQ6acosbsuic -i-cosCiiiansnitismc—ensasiiiftPimAcdsc         "" 
»••''{'Ktaaeoa/icoaCcoaAcoac — BiBii&iaCsinAeose.  ''' 

Q^cOBCcoaAaiaS—  cos&BinCs'inAhiBB  -\-  cosCsinAcfiBCCasB 
+sinCco8jJcr)sficosrcosB^-sinCsinfcinpeosJ5. 

.^.^l^coBacoshcosc-i-cosCeinaambcoac+cnBaainbcoiiAsinc 
I'   —cosfi8inacosCt:ti8Amt\c+s\na»iBCa'mAainc. 
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—co8(kOB.ici>sB+iM8&»laCmaActiBB+cosCiiinAcoacii}nB 
'  i-cosAs\aCc()s6cosrsinß\^s\nCtänfifAnc6'tnB. 

=sulae^oln:o«A■^^cosflcos^^€osAciyaC—eoBalntlAlAnC.  (10) 

BainA—cosccoBBcosA=s\aasm(/-{-i:nsCcoaac<tsti.  (II) 

sine  ^  cos  usinAcoB^ — ■cosbsinacosAcoBC+^mtieinAsinC.  (12) 

mB=c(iaC>iiaAcosc-i-cosAHmCcos6coBc-{-sin6nincsiiiC.  (lU) 

ü  =  eosm\nf>a\DA  —  matico8/n:osCs\itA — «inHaiiirfiis/i.  (14) 

r(«ä  A sin  c=C08 n sin  ö  —  cos  A cos  Csjn  rt.  (15) 

— co9Ä=cos^oosC — coH^sin^slnC.  (16) 

cus  eain  £  ^  cos  Csin  A  -f  co$  ^  sin  Ccoa  6.  (17) 

cost^cosacosfi  +  sinnsini-coaC  (18) 

smJ8UJc  =  8in«8inC  (19) 

Diese  (19)  merkwürdigen  Relationen  finden  in  jedem  ^pliäri- 
»clteii  Dreiecke  statt.  .  Da  aus  drei  gegebenen  Stttclcen  die  drei 
andern  müssen  gesucht  werden  künnen  und  vnn  diesen  dreien  immer 
Siti.  und  Cos.  gesucht  werden  nmas,  su  sind  6  Gleichungen  zur 
AnriifKung  aülhiff.  Du  ul>«r  diese  Gleicbuacen  nicht  vom  ersten 
Grade  sind,  so  tat  eine  weitere  siebente  nrithigj  um  die  Bestim- 
mungen unsweideutig  zu  machen.  Im  Allgemeinen  worden  also 
lur  ein  sphürisches  Ilreierk  Alehen,  alle  Winkel  iiml'asscndc, 
(«esentlich  verschiedene  Rebtiooen  Statt  liahen  müssen.  Dies  wiil- 
wir  im  folgenden  Paragraphen  hetrachten.  Wir  hcnierkcn  hier  nur, 
s^e  vorstehenden  19  Sätze  alle  wahr  sind,  wenn  man  vertauscht 

fl,  6,  c^  A,  B,  C 

b.  c,  a,  B,  C.  A 

c,  a,  b,  C,  A,  B  ' 
B,  c,  b,  A,  C,  B 
c,  b,  a,  C,  B,  A 
b.  ff,  f,  B.  A,  C. 


5-  '(>■ 

, 'Pie  sichcu  liniiidgleiihuiigcu,  von  denen  wir  im  4.  1).  at-' 
Brochcn,  sind  offenbar  (1).  (2).  (3),  (4),  (5),  (10,  (11).  Ä«b  ihnen 
f^t<n  sich  iilte  anderen  al>.  Aul'  folgende  Art  katui  ipan  alle  12 
Uder^ll  erhallen. 

Man  nniltiplifire  (5)  mit  cosn  und  mldirc  (10),    sd  erhiilt  man 
le  Gieklnii»K,  die  aus  (()]  entsteht,  wtinn  man  a  und  c  vertauscht ; 
4^  lulgt  al»i  aus  (5)  und  (lU). 


Multijilizlrt  man  (4)  niit  cos  B,  wechselt  in  (10)  a  nod  t 
addirt,  so  erliSIt  man  eine  Gleichung,  die  (7)  gieltt,  wenn  m 
im<f  C  vertauscht;     (7)  folRt  aus  (4)  und  (10). 

Multi|ilizirt  man  (4)  mit  sin  n  und'uddirt  ('2) ,  so  erhält  man  (1^ 

Multinllzirt  man   (5)  mit  &\iiB   und   Mibtrahirt  (3),    so  erhäl 
man  (13). 

Multiplizirt  man  (10)  mitcoecund  addirt  (5),  so  erhJilt  man  (ISi 

Multiplizirt  man  (10)  mit  cohB  und  addirt  (4),  nachdem  n 
c  gewechselt  wurden,  so  erhSIt  man  (17). 

Multiplizirt  man  (13)  mit  cosc  und  subtrahirt  (17),   so  erbSl 
man  (14).  ~ 

Setzt  man   den   Werth    von   cosasinäcos^l  —  .sinn sin  ^ sin  I 
+  sinacosficos^co3Caus  (12)  in  (ö),  so  erhält  man  (18). 

Zieht  man  die  Werthe   von  sina  und  cosa  aus  (12)  and  (1£ 
und  setzt  sie  in  (1),  so  erhält  man  (M).  ^H 

Multiplizirt  man  (7)  mit  sin  B  und  (D)  mit  cos  B  und  m\ 
hirt,  so  Hodet  man  (16), 

Setzt   man  in    (1)   die  Werthe  von  s\nS  und  cos»  aus   (II 
und  (16),  so  erhält  man  (S). 

Setzt  man  aus  (13)  und  (16)  die  Werthe  von  siuß  und  cosj 
in  (11)  und  beachtet  (18),  so  erhält  man  (19). 

Die  Ordnung,  in  der  also  die  Gleichungen  des  §.  U.  zu  folge 
haben,  ist: 

(1),  (-2),  (3),  (4),  (5),  (10),  (II)  —  Grundsbichungen. 
;,';,     (6)  abgeleitet  aus  (5)  und  (10); 


m     ., 

,.    (4) 

(10); 

(12)      ., 

,.  m 

(4)1 

(13)       ., 

.,    (3)    . 

(5)i 

(15)       „ 

.,    (5)    , 

(10); 

(17)        ,. 

..    (1)    . 

(10); 

(11)       .. 

„    (13), 

(17); 

(18)       .. 

.,    (6)    . 

(12); 

(«)          .. 

..    (1) 

(12)  und  (18); 

(16)        .. 

„    (7)    , 

(9); 

(8) 

.,    (1)    , 

(13)  und  (16); 

(1«)        ., 

.,    (11)  . 

(13)  und  (10)  Md  (18). 

Dadurch  ist  nun  thatsächlich  nachgewiesen,  dasa  jene  lU  Glei*J^ 
chungen  nicht  lauter  Grundgleichuncen  sind.  Aber  ea  hat  Doctor  t 
A.  Möller  neue,  sehr  schöne  Und  symnietnsclie  Relationen  airf*-! 
üesiellt.  Wir  übergehen  hier  die  Anwendungen,  da  sie  nicht  hhl 
Zwecke  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  liegen.  Nur  tiollen  wUl 
noch  zeigen,  wie  die  Gaussischen  Formeln  unmittelbar  abgelei-  1 
let  werden  können,  nicht  zu  gedenken  der  Sohaar  neuer  SStze,  ilÜi  1 
durch  Kombination  der  19  Gleichungen  gewonnen   »erden  ktlnntCD.  J 
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§.  11.. 

Die  GleichuDg  (16)  giebt 

— cos  C=  cos  A  cos  Ä— cos  c  sin  A  sin  B, 

Addirt  ndan  nun  die  Gleichungen  (18)>  (11)  und  diese  Gleichung, 
80  erhält  man 
♦ 
^     cos  c  -|-  sin  ^  sin  i?  —  cos  c  cos^  cos  B  -f  cos^cosi? — sin^sini?cosc = 

cos a cos 6 -f  sin  a sin  b cos  C-f  sin asin 6 -f  cos a cos6 cos  C —  cos  C 

oder 

co8c+cos(^— iB)— cosccos(^— .iB)=cos(a'-6)+cosC5cos(a— Ä>)— cosC 

I  ■  .  * 

\     also  auch 

l— cosc — co8(-^  — iB)  +  cosccos(il— Ä)  =  l — cos(a  —  b) 

—  cos  C'cos  (« — b)'\-  cos  C 

oder 

(l-.cos(-4— 1?))(1— cos€)=(l— cos(a— &))(l  +  cosC). 
d.  i. 

sin* — o~  .8in*s=sin'— 5—  .cos*  2" 

oder 

.  A-^B     .   c      .   a— Ä         C      ..^ 
sin  — ö — .  sin  2  =  s>n  — j"  •  ^^'^  "2  *     ^^^ 

Aus  den  drei  Gleichungen  (18),  (11),  (16)  ergiebt  sich: 

HcosC+cosacos6+sinasin6cosC4-»inasin6+cosGCOS^cosC 
=1— cosylcosiB+sini4sinÄcosc+cosc+sini4sinÄ— cos-4coSiBcosc, 

d.i.'  '    '    _  ■  '    "  ■  ''^"^''  '     •    '      ■    '         ■      " 

l+cosC+cos(a— 6)+cos(a— 6)cosC^l+Cosc--cos(^+Ä) 

—  cos  C  €08  (A-\-B) 

oder 

(1  +  cos  (a-6))  (1 +COS  C)  =  (1  —  cos  (^  +  ß))  (1  +  cos  e), 

woraus 

A4-B         c  a-^b  C     ,^. 

sin  — s — .  cos  o  =  cos  — tr"  •  <^os  ^.    (/f). 
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Aus  deoaelbeD  drei  Gleichungen  zieht  man  TernGt': 
I  —cos  C—  CO  sacü»b — si  onsinöcos  C+si  nasini+cosacos&coBC 

—  l+cos/^cosii— sin/lsiniJcosc— cftsc+Bin-isiiiß— cttS^cosJBcoW 

(l-cos(a+i))a-cosQ  =  (l  +  cQs(^+ß))(l-co8ff). 

.    a  +  ft     .    C  A^B     .    c      v„  -  I 

8in— ij— .sin-g  =cos — ^.»m^.    (C) 

■■Endlich  aus  den  nümlkhen  drei  Gleichungen:  i 

I  — c  08  C-f  *MBa(Ms(t\&  DOBinöcoe  C — si  nosi  n  A^^osacos/icos  C 
=l+cos^cos  B—  sioilsinßcosc+cosc— slnJsinß-|-cosiJcos  Bcom 

(l-cosO(l+coK«+i))  =  a+coSf;)a+cos(vl+^), 
.1.  i.  eudiicli 

a  +  ö     .    C_        A  +  B 


.3,     (O) 


ivciches  die  vier  Gaussischeo  Formeln  f 


XXV. 


Vcber  die  in  dem  Aufsätze  Tlicil  HI*^] 

STr.  TU.  anr^elöste  ^eodätiscUe 
(■iv  Aufgabe. 

dem  Herausgeber. 


Die  in  dem  Aufsätze  Thl.  III.  Nr.  VII.  aurgclüste  geodStiscfü 
.\ur[;abe,  (Gi  welche,  ivenu  man  sie  aus  einem  rein  geoiae(rischeai3 
Gesichtspunkte  auffasi^l,    auch  Herr   Oberlehrer  Seydewilz  b~ 
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mnasiuiu  zu  HciligenKladt  in  ilein  Aursatzc  Thell  in. 

eine     AuCliisnng;     iturtli     Cotistruftioii    ^e^pben    hat, 

r  die  Praxis  nit^lit  unnichlii;  tu  nein   urid   ztiiveüen 

e  vortlieilhafte  Aniveudiing  in  derselben  au  gestatten.  Und  wenn 
mir  nun  auch  j^tüt  notii  die  a.  n.  1>.  trci^cbene,  ein»  doppelte  An- 
iveiiduiie  des  ^ewiVhiilirh  iiiu.'b  l*otheiint  benanntpii  Probleme  in 
ADspruuh  nebmendo  Au/'liisuug  gerade  für  die  l'raxis  die  zneck- 
niSHsigete  zu  sein  scheint,  sn  will  tch  doch  jetxt  im  Folgenden 
nnrh  eine  analytische,  die  Anttcndiiri;;  des  Pot hetjo tsciion  Pro- 
blems nicht  voran seetzcnde  Aulliisung  dieser  Aufgabe  geben, 
«-«lulte  mir  nicht  ubiie  Interesse  zu  sein  st^heiat. 

Es  seien  alsü,  indem  wir  uns  jetzt  theiltveise  einer  anderen 
llczeichnung,  als  in  dem  Aursat/.e  Tbl.  III.  I».  VII.  bedienen,  lU 
uiid  iV|  zwei  Puniftc,  deren  Lage  aus  einer  früheren  EV|essung 
bebiinnt  ist.  Man  kann  aber  keincu  dieser  beiden  Punkte  Ton  dem 
andern  aus  sehen.  I>agei;on  sieht  man  sowohl  voti  M,  iUs,  audi 
rOTi  iV,  aus  drei  andere  ihrer  La!;e  nach  unbekannte  Punkte  J!f', 
iW,',  JW.',  und  raisst  in  M  die  180"  iiiuht  übersteigenden  Winkel 
Wmi?,  M'irna,',  M.'mM'-,  in  M,  die  ISO"  mclit'überat?igen. 
den  Winkel  M'M.M.',  M'm,HU'  M.'JU.IH,'.  Ist  es  dann  m'-Jelicii, 
noch  die  drei  Winkel  l^.'M'iaj,  M./Mi'M\  Müh'MJ  des  dnrch 
ilie  Punkte  M',  M^' ,  JW,  bestimmten  Dreiecks  Ifl' AI^' JtL'  za  mea- 
wn,  so  kann  man  die  Lage  der  drei  Punkte  !U',  Mi',  Jtf,'  bestim- 
men, wie  im  Folgenden  geneigt  werden  soll. 

Wir  legen  ein  beliebiges  rechtwinkliges  I  oordj na ten System 
sum  Grunde  und  bezeichnen  in  Bezug  auf  dasselbe  die  bekannten 
l'oordhtaten  der  Punkte  M  und  JUi  respective  durch  j:,  «  und  Xj, 
Si :  die  unbekannten  Coordinatea  ifer  Punkte  fli',  Uli',  ■^'  respec- 
livo  durch  a!,  y' ;    jr^',  ly,';     x,'  y^'. 

Durch  den  Punkt'/»  denken  wir  uns  ein  dem  primitiven 
S)-ateme  paralleles  Coordinatensystem  der  |tj  gelegt,  und  beveich- 
iieu  in  Bezug  auf  dieses  neue  SVstem  die  Coordinafen  der  Punkte 
iV,  Ml',  M.^  resjiective  durch  |',  jj' ;  |i',  ij.';  |,',  tj,';  so  haben 
»ir  uacb  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Conrdinuten  dl«  fol- 
genden iillgemeiti  giiltigen  (ileichungcn : 

1  yc=jr-H',      _i/=3r-Hl'; 

'  3:.;t=a--|-ä,',  S,'cz,V+ij/- 

"  Dl«  von  den  Linien  MM',  MM,\  MSt;.  welche  durch  g,  p,.«., 
zeichnet  werden  wollen,  mit  dem  positiven  Thcile  der  Axe  der 
FeiitgeschlosGcnen ,  von  deni  positiven  Theile  der  Axe  der  | 
^  durch  den  reihten  Winkel  (^t/)  hindurch  von  0  bis  300»  gex;ih|. 
tk  Winkel  wollen  wir  durch  9:,  ^\ci,  a  {-ö  bezeichnen,  wo  a  uml 
'  iih  immer  aus  den  i^messcnen,  Ibü"  nicht  übersteigende» 
Ufelli  jH'^jüJJ,',  lU'MiU^'  leicht  werden  finden  lassen  und  daher 
Merzeit  als  bekannt  zu  betrachten  sind.  Dies  vorausger^etzt .  ist 
tcnliar  in  völliger  Allgemeinheit r 

.  I'^jcosip,  7;':=^^inv ; 

2)    i  |,'=eicos(q)fo;),  »;i'=e|8in(qp+(.): 
'  ^i'— P,eos(yfi3).  J?,— e,sin(qJ-^i3): 
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.-ilsn  noch  1) 


k 


und  folglich  durch  Eliminntioii  von  f,  ^,  q^; 


r 


■1) 


X8in<p — j/coerp  ^  x'Hiinp — y  cos^i ; 

:r6iii(9)+«)— j/ciis(?i+R)^x'sm(5.-f«)— y'coeCy+tt)! 

^sinC^+j3)-ycos(q!+j5)  =  .T'sin(<p+ß)-ycos(<p-i-ß). 


Die  von  den  Linien  IH.M',  MiJft^',  fll^M^',  ivelche  durch  g,  fi',  ' 
p./  bezeichnet  vienlen  sollen,  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  - 
Axe  eines  durch  den  l'uukt  jTfj  gelegten ,  dem  nrlmitiven  Systeme 
parallelen  Systems  eingeschlossenen,  ganz  auf  Jihullclie  Art  wi« 
vorher  die  Winkel  qi,  qi+tt,  ip-\^ß  ceaonimenen  Winkel  wollen  wb 
durch  yi .  Vi  +  "n  ipi  +  ßi  bezcienneii ,  wo  c,  und  ß,  sich  tmniet 
leicht  aus  den  gemessenen,  l&P  nicht  übersteicendeD  Winkelu 
ltl'3IiM,',  M'M^M^  werden  finden  lassen  und  daher  jederzeit  aU 
iiekannt  zu  betrachten  sind.  Die^  vorausgesetzt,  erhält  man  ganz 
auf  Shtiliche  k^i  wie  vorher  die  Gleichungen : 

'I'.  t  Jr'=^i+e'cosTi,  y=Si+e'sin7'i ; 

5)    i  J^i'=a:i+p,'ci>8(9^+n,),  2/i'=,i/i+eiVm(9>,+ßi); 


u-,  +p»'co«(,,  \ß{),  y/=yi+e/sin(9'i+ft); 


aus  denen  sich  ferner  durch  Eliminatioi 

!Il8in?B,— J,C08^,  = 

XjBin(-r,+ii|)— y|Cos(^i+tt,)  = 
a'i8in(Ti+^,)-.ViCos(.f,+A)  = 


in<f,— y  cosyi ; 

*'"(Vi  ■)f I )—, Vi'cos{Ti  +«1 ); 

fin(T,+|9,)-^,'cos(Tx+A) 


ergeben. 

Bezeichnet  man  nun  die  Seiten  W^,',  M'M\  des  Dreieck« 
M'Mx'M'  respeetlve  durch  r,  r,  und  die  von  diesen  beiden  Srt 
ten  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Aie  eines  durcli  A% 
Punkt  M'  gelegten ,  dem  primitiven  Systeme  parallelen  Syst« 
eingeschlossenen,  ganz  wie  vorher  die  Winkel  9',  y  +  o,  tf\ß^ 
f\j  9i+*'i'  Ti+Pi  genommenen  Winkel  durch  f,  v  +  y,  wo' 
offenbar  immer  aus  dem  gemessenen,  180"  nicht  übersteigend^ 
Winke!  M^WM^  'l«»  Dreiecks  MM^'M^'  leicht  gefunden  werd€ 
bann;  sfi  hat  man  auf  ^anz  ähnliche  Weise  wie  vorher  die  Gl( 
chungen : 


7)    j^.-^  +  '-« 
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r :r,  =8111  M'M^'Mi  :8in  M'M^M; 


r  ~  sin  JU'M^' ja,' 

bekanot,  uod  mr  kSDti«D  folglich 

9)    r,=^r. 

iTo  f(  eine  bekannte  Grilsse  bezeichnet,  setzen,  wodurch  dieGlH- 
choDgen  (8)  in  die  folgenden  fibergeben: 

10)     (  *i.'  =  '*^+/*'cos(t+j'), 

Nach  i),  6),  7),  10)  haben  wir  also  die  zehn  folgenden  Clei- 
chuDgen : 

xsin^— ycoSfi  =  j;' sin 9— y  cos 91, 

XBin(y+B)— ycoB(H-«)         =  i^i'Bin  (q»+o)  -yi'cos(9+«) , 
jsin(y+^)— ycos(H-|S)  =  *.'ßin  (»+(J)-ff.'cos(v+^) ; 

^isinipi  — 1/1  GOSTi  :=afBtBifi  — g'cnsipi , 

a^,8in(ip,+«,)— ?/,C08(?ii+ii(|)  =  a:i'«in(9>,+«,)— yi'cos(9i+ttj). 
j;,8ln(»,4l3i)— SiCosCTi+ft)=ir,'8iö(Ti+ft)— ff/cosCTi+^J: 

a;i'=a^+rco8'^, 

y,'=y+i-sint; 

a^,' = a^ -f  (ir  cos  (if + )") . 

W=s:y+(M-sin(i/;+y) 


itrischcn  den  zehn 

'■'  9>.  Vi'  t;    aus 

werden  müeaen. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Behn  Gleichungen  die  vier  unbekann- 
ten Grössen  Xt',  yi';    x^,  j,';  so  erhalt  man: 

/  (a;— aOsin^)— ()/— y')cos¥, 

\  (av-y)sinC9+K)=(y— sOcos(v+£<)+rsin{y-^+o:), 

'    ]  (Xi— a:>inv-i=:(yi— 3/Oco«^. 

^  (:c,— a;')sin(yi+j3i)=(si— 30cos(9',+|3,}+|."-ain(Ti-'^+ß,— r); 


tvelche  sechs  GleictiuaE^eD  bloss  noch  die  sechs  unbekannteu  GrOa 
sen  x' ,  y',  r,  tp,  tp^,  -^  enthnifen. 

Aus  der  ersten  nnd   zneifoi)  (ilek-hung  des  ersten  der  beidei 
Systeme,  aus  denen  die  Gleichungen  11)  bestehen,  folgt  leicfat; 


1--^) 


{x — a^')sIn«;^rcoS¥6in  ((p — V+f), 
(y—U) si" «  =  ''sin  V  sin  (t— H"") ; 
aas  der  ersten  und  dritten  Gleichung  deseelbc 


und  eben  so  folgt 
Syatems: 

j  (j:— y)siDß=ftJ'C0sy8in(T— v  +  i?— y) 
'  (y— j')sin(3^([rsiDysin(T  — v+ß— /). 


13) 


Auf  ähnliche  Art    ergiebl    sich    aus   dem   zirciten  der  beide 
Systeme,  aus  denen  die  Gleichungen  IJ)  bestehen: 


14) 


(  (a:,  — a;')sinei=:rcos?'isin(y,  — V+Ki), 
'  CVi  — S')»'"  «1  =  rsio  fi  filn  (y,  —  V+ ff,) ; 


15) 


(xj— ;B')Binft  =  ((TCOSy,Bin(.pi,— V+ft— y), 
iHi  —ff)  sinj3i  =  prsin  y,  sin  (ti  —  v+  ßi  — y)- 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber: 

(91— V+ft) 


16) 


17) 


j  sin^^ftsin(ip — ^t\ß~^y 
)  siaci  sinf»! — "-fwi) 

I   sinJ3l~ftsiQ(9^J-HÄ-y)' 

sinfa— yi  +  o) 


sinCy-v'+^-y)" 


I 


:n(*Fi  — V  +  A  — )')~'^sii>ft''     . 
und  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  eich  ferner: 

/  ,         .  sjn<isin3— itsinßsinffl — y) 

\    '''"gt^-^^"-cos.si«^-%i"''^M^' 


18) 


tang(y,- 


Berechnen  wir  die  Bülfeninkel  ta,  o>'  nnd  cii ,  fOi' mittelst  der 
FormeJB : 

„ tmnC^jO 


]  tangc}'=: 


3tlCOs(l3|— y)- 

,  fo,'  mittei 


_  f  CQa(gi— y). 


22) 


243 

80  ist 

a\n(oc — fl))co8Q>' 
5v9""^7—     cos(a — (ö')coöo) ' 

20)    ^ 
^    '  ^       ,  .  8\n(cci — coi)cosoOi' 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

21)    g>  — 1(;=®,  g>i  — tj;=6i; 

also 

-,  sin  a  sin  IS — /x  sin  a  sin  (j5 — y) 

tanff  0 = r-S — ^-— 1 /a-    9 

°  cosasinp — f(.sinci;cos(p-^' 

tanee       _  ^''°  "^ »'"  ft  —  f^  s'"  «i  sin  (ft— y) 
°    *"^      cosop|SinJ?2 — fisinaiC0s(j3|— y)' 

°  cos  (c^— .ca  )  cos  0) ' 

°      ^  cos  («1—  COi')  cos  (ö|  * 

so  erhalten  die  Gleichungen  11)  folgende  Form: 

(av— a:')sin9)  =  (y — jf)coatp, 

(x — a:')sin(9+a)  =  {y-—}/)  cos  (9+a)  +r  sin  (a+0) , 

(a:— a:')sin(9+/J)=?(^— y)cos(9+/3)  +  |xrsin(/J— y+0); 

(^1— arO  sin  91  =  (yi  — yO  cos  ^i , 

(oTi— x>in(yi+«,)  ===  (yi--^')  cos(yi+ai)+rsin(ai +0i) , 

(a:i— arO  sin(9i+/Ji)  =  (yi— y')cos(9i+ft)+fAr  sin(ft— y+0, ). 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


oder 


25) 


und 


26) 


{X'—x')  sin  (y-f  tf)  -—  (^--yO  cos  (y+tt) 
*'—  sin(a  +  0) 

^  (a:i— J^Osin(yi+gx)— (3^i--y0cos(yi+ttt) 
*"  sin(ai4-®i) 


_  {x^x')  sin  (y+/3)  -  Cv-y)  cos  (y+/?) 
^"^  /M.sin(j5^y+0)  ' 

^  to>— a?Osin  (yi+ft)-"0/i— y)cos(yi+ft). 


Setzt  man  sowohl  die  beiden  Werthe   von  r  in  25),   als   auch 
die  beiden  Werthe  von  r  in  26)  einander  gleich  und  verbindet  mit 

l  16* 


den  hieraus  sich  ergebeoden  Gleichungen  die  erste  unil  vierte  der 
Gleichungen  24);  so  erhält  man  die  vier  folgenden,  die  unhekanD* 
ten  Grüssen  x',  y',  q>,  q>i  enthaltenden  Gleichungen : 


i 


!{x—.x')a\a,p=(^~y')cm<p, 
{sci~x')  am  tpi  =  ini—y')  coaip, , 
t3:-^')sii>(«i+ei)sio(9.+«)-(.3:.-:r')sin(tf+e)sin(9P,-fa,) 
=  (^-y')8in(«,+9,)coa(ip+«)-(//,-y>i»(«+0)co8(y,+«,), 
C:r-ar')8in(ft-y+©,)sin(y+^-(;r,-:r')sin(^-r+0)sin(9.,+A) 
=  (.V-y>iu(ft-y+0,)cos(9)H-|3j-(i/i  "./>'"(/'- )'+e)*^«8('ft+|3,l 

Restimmt  man  aus  der  ersten   und   zneiten  Gleichung  x'  und] 
y'.  so  erhält  man,  weil  nach  21) 

28)    9  —  9^1  =  0  —  0| 


!, _ (;rHiHy-ycosy)co8yi  — (J|  sin'f,  — yiCos9>t)cosy 
,  _  (j:sin  y— y  cos  y)  sin  y,  —  {Xj  sin  y i  -  y^  cos  y,)  sin  y 
y  ~  sin  (0—0,) 

Bekanntlich  ist  aher 

2sinvcosyi=  sin(9— 9)i)  +  8in(v+^t,) 
=     sin(0-0,)+siu(»+r»), 

2  cos  f  sin  ify  =— sin  (j—ir,)  +sin  (y+fi) 
=  -siü(0-e,)+8ln(y+y,). 

2sinj.8in9i=  cos(<^— ^j)— cos(t+9'i) 
=    cos(e-0,)-co9(y+,,), 

2cOS  y  cos  5Pi  =      cos  (<f — Tj)  -|-  cos  (ip+Vi) 

.     =     cos(0-0t)+cos(,+»,); 
folglich  nach  29): 

S,  (jr+X|)ain(8-ei)— ^-yi)co8(Q~9,)-Kjr-j:i)8in(y+y,)— (V— y,)eogfy-f»,) 
^-  2sin(0-«,)  
.  (g— Xi)cos(8-ei)+(y-fyi)sln(S-Qi)— {■r-3-,)co8(»+yi)— ^-y,)8iD(y4^) 
'/— ^                                                       2sin(ö-ö,)                            

|.  Aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  27)  er-  J 

■  hült  man,    nenn  man  zuerst  y—y'    und  «i— y',   dann  x — x'  und  1 

I  Xi—x'  eliminirf,  ohne  Schwierigkeit  die  beiden  Gleichungen:  1 


31} 
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ix— x')»\aa sin iai-\  9,)oo9ir, 
=  (a-£ — x')  sin  a^  sin  («+Ö)  cos  9 , 

(y-j')  Hin  ttsiii  («H-Öi)  sin  7t 
=(yi—i/')sinct,Hm(a^e)Bln,p; 


tuiil  elieii  60  lekbt  erhfilt  man  an 
(«n  der  (>leichungen  27)  die  hciiU 


1  der  ersten ,    z«'eifen   und  vier- 
n  (ileicbungcii: 

sin(|3-j-+©)coST, 

— r+öi)«""?! 

i>(|3-l'+Ö)8m». 


|5«in03, 


Aus  31)  folgt. 


_  j:  si  n  it  sin  (k,  -f  0j )  cti.s  yi  —  j|  n 


r8in  (o,  H-8i)  cos  »-, — siiidi  sinCa+8)  cosy 
11  fa+Q,)  sin  Tt— gisingi  Bm(it  |-e)ein ' 


n  (ai+0i)8in  71,  — sin«!  sin  (n+ö)sin  »    ' 
und  aus  32)  erhillt  mau : 

sin^Biti{^,— )'+fi^)coSvi— «i»A8in{|i — y+^jcos-p 
gsin|3sin(A-y+e,)mi.tfi-.Visinftsin(ff-yfe)sin,f 
*  sin^siii(|J| — Y^&i)t!in<pi — sin  ^|  sin  (^ — )M-S)siny 

Setzt  mnn  die  beiden  Ansdracke  von  x'  aus  30)  und  ^i}  etn- 
tnder  sleich,  so  erhält  man  oach  einigen  leichten  Reductioiien, 
w»nu  der  Kürze  Hegen 


35) 


M=sin  nein  ((ti+öi)  |(.t— :r,)sin  (e— ei)-f  fy— yi)cos(9— «,)! , 
lB=:Bin«,  sin  («+ö)|(j:-3-,)  sin  (e-©,)_(j-j,,)co8(«-e,)i, 
'ic=sin«8ii.(ß,+»,), 
(o  =  8inff,sin{tt+e) 
gesetzt  wird,  die  Gleichung: 


36) 


A  C08  Vi+B  cos  y  _ 
Ccos  fj — D  cos  f 


(^— ■ti)eiu('/>+»i)  — Ctf— Ji)™s(t+Ti)- 


1  folglich  offetihar 

37) 


?=l(y-l-n)+l(ö— öl). 
»,=Uv+»,)-i(ö-e,) 


l 
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38)  C:E-:rOsin(y+y,)-(y-y,)cos{9+yi} 
{A+B}cosi(S—0,)c<isl(f-]-q^)-\^(A-~ß)sial(e—&i)sin\(^+tp,y 


39)  ix—a.\)Bin(,f+fi)—(j/—yi)ca8i^+^i) 
(A+E)co8l{9~ei)+{A—B)aiTil(e-9i)t3nsl(ip+iri) 

-(C-0)ccsi(ö-ei)-HC+Ü)8inK»-e.)taog4(T-hc,)" 

Weil  nun  aber  bekünntiich 

.   ,  ,    ,      2t3!igUy+Ti) 

8'n(9+n)-i_^tangi(9=+^I)^' 

,  SD  tvird  die  vorstehende  Gleichung : 

-     in\  2(.T— ■ri)t3ngi(y+y,)~(y-yi)|l-tang,(y-hr,)gi  . 
^'  1  +  tang.UT+Ti)' 

M+B)cosj(e->Ji)  +  (^_fi)8ia^(Q-ei)tang;(T+yi) 


'-{&-0>cosi(ö-e,)H-(C+/J)si 


-0,)tangi(y+^i)' 
ich  die  eine  unbekannte 


und  enthält  unter  dieser  FoFin    hioss 
Grösse  fangJCgj  +  qii). 

Ordnet  man  diese  Gleichung  gehürig,    ao  erhält  sie  folgende 
Gestalt: 

41)  O  =  U+B+(C-/))(2,-^i)|cosi(0-0i) 

-^(A—B)Bia  ife— 0i)— 2(  C— 0)(x— ar,  )co84(e— e, ) 

-KC+/))C2/-i/i)sini(ö-0OJtangJ(,+»i) 
■K(^+JS)cosl(e-ei )— 2C  C+0)(a;-a;i)sin  J(0— ©i) 

-(C-2>)(ff-y,)«>85(e-©i)!tangi(»+Ti)" 
+  [^-il-(C+ö)(y-yi})slnä(e~0Jtangl(y+fi)'- 
Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

=«i»osb(o,+0,)|(j;— ic,)6in(8— S,)  +  C,;-y,)(l  +  cos(e— 8,))|    ; 
+«in  o,  sin («+8)  |(»-x,).in (8-S,)  -  (j-j,,) (1  +  cos (9-«,)) | 
=  2siD«sin(o,+e,)|(i-i,)»i..;(9-e,)+(;v-Si)ooBj(9-9i)|co»U9-9») 
+28in«isin(«+0)  Kj;-«,)slni(9— ©i)— (s-i/i)cosK9-9i)!  cosJCö-ei), 
und  auf  ähnliche  Weise: 


2t7 

^-Ä-(C+ß)(,-j) 

=*..!»(«, +e,)|(a:-j-,).in(S-»,)_(j,^,)(l-C0s(9-8,))| 
-«in«,«lii(»+S)|(ar— j-,)«in(»— e,)H  (j,_3,,)(t-i»B(e— e,))l 
=l!.iDi»in(ct,+e,)|(i-«,)co.!(«-B,)-C'/-Ji)»'"!(9-<'i)l»'»'.(»-«'i) 
-2sina,ein(«f9)l(^~j,)i;üa!(ö~s,)|-(j--a,)8ini(e— ö,)lsin;(ö— ej. 

Ferner  Ist,  nie  muii  leitet  unstet: 

(J-«)»lBi(9— »i)— 2(C— »K»— *i)t'»l(9-ei)+(C+fl)(j— Si)«l»i(e-«i) 
.       ./     ,„  ,  ((■*— -rijCsinCö— e,)«ini(e— 0,)— 2cosi(e— 8i))I 

'     '  +  '  j-ö-j,,)(l+co5(s-0,)).i,,S(0_a^  j 

=— 2sfn«siu(Bj+0,)  1(^— j,)eos  .1(0— ®i)— (ff— tfiK'niC®— ©i)!  cö8j(0— ö,)" 
+2ainaisinC£t+0)i(a;— j-i)(Aos4(0— 0,)+Cy— ji)Binl(0— 0i)lcosi(0-0i)*. 
Dnd  auf  ülitillchc  Art 

MtB)co»i(0-0i)— 2(C+/)X*-»i)»i"l(0-0i)-(C-'')(3(-yi)<!o»!(e— 9,) 

=.iTi«.ln(«  +0  y  |(*-n)(»l"(0-0i)eo.i(0-0,)-2.iiiJ(0-O,))j 
"|-Cv-ffi)(l-eo»(0-0,»»»«l(S-0,)  j 

((a;— j:,)(shi(0-0j),ei.siC0— ©i)— 2slnJ(ö— 0i))) 
^^"'°°"''"<°+®'  i  +  (j-»,)(l-e»(S-0,))co.U®-0,)  i 

=-2.ino«in(«,+®,)  I  (,t— »,)»iii  ;(0-0,H(j— »)  coai(0— 0,)|«iiij(0-0,)i 
-2.iDi.,.in(B+0)l(jr-^,)»in;(0-0,)-(j-J,)co.i(O-e,)|.in!(0-e,)«. 
Setzen'  Vit  der  Kürze  wegen 

42)  Ar=»iiiiisin(«,+(9,)((»-ji,)sin;(9-8,)+(j— ./,)cOBj(S-«,)| 
+ein«,»in<o+8)l(j:-a:,)«in;(8— 8i)-(j— s,)™«l(8-»i)l 
Dnd 

*  i3)  Z.=»in«.in(ir,+8,)i(.»-.r,)eoai(9-S,)— (j-j,,).inj(e— 8,)| 
-gino,»iii(o+S)l(av-»,)cosJ(8-8,)+(j-s,)sini(S-9,)l; 
«ist  '     - 

^  +  B+(C-Z()(j-j,)  =  2irco.i(»-e„'.'p. 
'I  -B-(C+0)  Cy-ffi)  =2t.in  !(8-»,)  ■. 
P<t-B)«inl(S-9i)— ■>(C-B)(*-jr,)cosl(e-8,)+(C+0)CV-.y.)sini(8-9,)| 
=— 2icosi(8-0,)^ 
(i+B)to»i(9-8,)-2(C+0)(j:-j-,)»ini(9-8,)-(C-U)(j-}i)c«i!!(9-8,)J 
^— 2Äsini(0— 8,)«. 


k 
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Fahrt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  41)  ein,  so  wird  1 
dieselbe : 


44)0= 


-LcosUe  — 0i)2tangU'P  +  n) 
-ÄTsin  i(Ö— ©,)21angi(T+?i)« 
+LsiaJ(ö-e,)''tangU9)+T,)', 


45)  0=Ä— LlangKv  +  yi) 


4ß)  0= II  —  tang  i(0— ©,)ü  tang  U9+9'i)*!  i^— ^  tang  Ug>+9)i)t  ■ 
oder 

47)  0  =  |l— tangi(0-9,)langK9'+9>i)i 
XH+tang  Ue-öi)  tang  lCq>-hP,)l 
X(i;-itangJ(9>+9.,)[. 

Diese  Gleichung  des  dritten  Grades  zerfallt  aUo  in  die  dtei 
folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

l-tangi{e-S,)tangi(<p+9>i)  =  0, 
l+tang4(e— e,)tangi(9J+^)=0, 
^—  i  tang  Htp-icpi)  =0 ; 

aus  denen  sich  die  drei  folgenden  Wertbe  von  tang  iiip-t-Vi)  ergeben: 

/     cotKö— «i) 

-coti(e— ©i) 


48)  taBsi(<P+Vi)  = 


K 


kleinsten   Wertbe, 


Wir  wollen  nun  dii 
welche  6  und  0,   in  Ft/.sw    ut.    »..;.',. .u..^^ 

kiinnen,    respective  durco  S  und  S^  bezeichnen.      Dann  ist,    wena 
n  und  Wi  zwei   belieliige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bi 
zeichnen,  nach  den  genannten  Gleichungen  allgemein 

49)  e  =  ö+njr,  0,-=Äi+MiJt 

und  folglich 

50)  ©— e,=d— fi,  +  (n 

Also  ist  nach  3S),  wie  man  leicbt  findet. 


absolut  Ei 
I   Folge    der   Gfeichungen  22)    oder  23)    haben 


veiin  der  Kürze  wegen  * 


A 
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JS'=a\naiB\n(a-{i)  {(a:--^j)siii(Ä--tfi)— -(y—-yi)cos(5--*i)) , 
]6"=siDasin(ci-f  ^i) , 

gesetzt  wird: 

52)  i4  =  J'(-l)«,  J?=J?'(-1)%  C=C'(— l)»s  />=/>' (-1)". 
Setzen  wir  nun  zuerst 

tang  l((p+q>i) = cot  l(9--^x) 

oder 

tang  i(9>+9>i)  =  tang  i  {JT— (e-^) ) , 

80  ist,   wenn  A  eine  beliebige  positive  oder   negative  ganze  Zahl 

bezeichnet:  ^ 

4(9+9>i)  =  (*+l)^— i(ö-Ö|); 
.    und  weil  nun  nach  28) 

I     ist,  80  ist 

53)  g)=:(Ä+4)»,  9i=:(Ä+i)»--(d,-^), 

also  nach  60)     ; 

54)  (p:=z{k+l)n,  9?i=(Ä— n+wi+l)»— (a— Ji), 
und  folglich  > 

(  sin9==(— 1)*,  cos9)=0; 
^   (  sin9i=(— l)*-«"H»i  -cosC«— *i),cosg>|=(— 1)*-*+«»  .sin(a— *i). 

Zur  Bestimmunff  von  af  und  y'  hat  man  nun  nach  31)  und  35) 
die  folgenden  Gleichungen : 

C(a:— a;')  cos  tpi  =  D(p^i — x')  costp, 
C'  (y-^yO  ö>n  9^1  =  ^(yi-ryO  sin  g) ; 
also  nach  52) 

.^.    (  C'(^— a:')coS9|  =  (— 1)"— »».Z)'(ari — a:')cos9, 
(  C(y-y')sin9i  =  (-l)"^*--0'(yi-y')sin9. 

Führt  man   aber   in   diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sing?, 
cos 9,  sin^i»  cos^i  aus  55)  ein,  so  erhält  man: 


2S0 

(-«'-+"■  •  Cin-!/)  cos  (J-ä.)  =  (_f)H  -». .  O'to-J,') ; 


I  C(x~a^)tin(S—!,)=0, 

aus'  welchen  Gleichungen  x'  «nd  y'  bestimint  werden  mftEtsen, 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestiiumung  von  r  würden  sich  aus  dem  Ohif^en  verschie- 
dene Ausdrücke  ableiten  lassen.  Nach  der  zweiten  der  Gleichan- 
gen  12)  iat  aber  z.  B. 

(y— y')fiinD:=raiog3sin(9J— ifi-J-ir); 

und  weil  nun  nach  21),  49)  und  54) 

58)  tf;  =  (A— n  +  y«— 3,  .,.,,,,. 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

!J9)  (y-y)siD«=(— l)*+".rsIn{K+ö). 

mittelst  welcher  Gleichung  t  bestimmt  werden  muss.  Da  r  steta 
eine  positive  Grüsse  ist,  so  lässt  aich  mittelst  dieser  Gleichung 
auch  beurtbeilen,  oh  i+n  eine  gerade  oder  eine  uosrerade  Zahl  ist 
Hat  man  r,  so  ci^iebt  eich  r,  mittelst  der  aus  9)  bekannten 
Formel: 


und  zur  Bestimmun<(  von  x,',    «,'  und  a-^',  ja'  hat  man   endlich 
nach  7),  8),  58)  dia  folgenden  laeichungen: 


,.,W.) 


[  a-i'^x'  +  C— l)*-n,rsiüd', 
i  3fi'=y  +  (— l)'~".''costf; 


62} 

<  =  a?  +  (- 1)1-" .  r,  sio  (J-,) 
»'=S+(-l)*^-'.co.(J-i.). 

Weil  aber 
ht,  so  !•! 

(_1)H.     (    "   '"-" 

(-!)'-"  =  (- 1)'+»: 


L. 
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nod  folglicb 


and 

^j   l^'  =  a^+(-l)H».ri6iii(«-y), 
(  ya  =y +(-!)*+". ri cos («H'); 

welche  Formeln  keine  Zweideutigkeit  zulassen ,  weil  man  nach  dem 
Obigen  weiss ,  ob  Ä;>fn  gerade  oder  ungerade  ist. 
Setzen  wir  ferner 

tang  i{(M-vi) = —cot  i(e-ei) 

oder 

tang  ,(9+9i) = tang  i  { (ö— ©i)  -  » ) , 

so  ist,  wenn  wieder  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 

4(9>+9i)  =  (^^i)»+ i(ö-öi) ; 
und  weil  nun  nach  28) 

ist,  SO  ist 

65)  9>  =  (*— i)«+(öv*öi),  «  =  (*— D«; 
also  nadi  50)   ' !  ' 

66)  9.=(*+n— Bi-.i)«+(3—Ji),  9^  =  (A— i)»; 

• «  .     '     ' 

und  folglich 

^      (  sin 9  =— (-l)fc+«^i . cos(*--ffi),  C0S9=(-l)*-H»-"i . sln(*— ffi) ; 
(  sin<px=— (— 1)*,  cos9i=p. 

Zur  Bestimmung  von  o^  uhd<  y  bat  man  nun  nach  31)  und  35) 
die  Gleichungen 

.    '  .  •  .      .  I  .  -  t  I  .  ....  .  ■ 

C  (a>--a;')  COS  ^  =  Z)(ari— <c')  qos  y , 
C  (?/-?/)  sin  <Pl  =  D(yl^-y')&lU(p^ 
also  nach  52) 

r^.    {  C  {x-^)  cos  yi  =  (—  l)"'*"» .  />'  (o?!  — a:')  cos  9> , 

(  C'(y-y>iii9i=(-l)»^'.ß'(yi— y')s'>n9>. 

Führt  man  aber  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sin  (p, 
cos  9,  sin^i,  cos^i  aus  67)  ein,  so  erhält  man 


\ 
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0=(— 1)> .  ß'(a:,-y)  sin  (J-ä,) , 
(- 1)'.  e(»-ä(')  =  -(-!)'■  ß'(ji-S(')  CO.  (ä-ä,)  j 


»■(j,— 3/)»in(*-J,)  = 


0. 

ccv-s); 


au8  welcheD  Gleichungen  x'  und  ^'  bestimmt  werden  mCIssen, 
keioe  Si'htfierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  von  r  kann  man  wieder  die  Gleichung 

(y—t/')siua=Tsiinp  Bin  (q>-t;i^a) 

benutzen.    Weil  aber  nach  21),  49)  und  66) 

70)  ij;  =  (Ä-«i-J)™-Ä., 


-i(i+«=«  +  Ä+«: 


ist,  80  ist 

71){V-S')«n«  =  -C-1)*- 


.  T  COS  (J— 5i )  sin  (tt^S) , 


mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  muss.     Weil  r  att 
{lositiv  ist,  so  weiss  man  auch,  ob  A— Hj  gerade  oder  unf^erade  l 
Hat  man  r,    so  ergiebt  &ich  r^    mittelst  der  aus  9)   bekannt 
Formel : 


und  zur  Bestimmung  von  :rj' 
7),  8),  70)  die  Gleichungen: 


72)  Ti  =  ttT; 

yi   und  A'a',  y^'  hat  man  endlich 


73) 


|.       M-^l'l«'-' 


=a:'+(— 1)*-". 
=»'-(-1)'-"'. 


rsinff, , 


=«'  +  (-!)*- 

=y_(_l)t- 


'..risin{äi-y), 
•■  Ti  cos  (äi—y); 


wo  keine  ^Zweideutigkeit  bleibt,    da  man    nach  dem  Vorhei^heor 
den  weiss,  ob  A — n^  gerade  oder  ungerade  ist. 
Setzen  wir  endlich 

tangi(5)+q^)=-j^, 

so  ist  nach  35),  42),  43),  wie  man  leicht  findet: 

.  „„U.-I-.  .     (gf/))(.r-;»:,)sinUg-e,)+(C-/>)0;-yi)cosKt*-Q.^_ 

^''*"^'^'^~(C-Z>)(j:-Xi)  c».i(e-0,)-(C'+Zi)  (ff-y,).ii.K»=^ 
und  nach  50)  ist 
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kt  nun  n— Ri  eine  gerade  Zahl,  so  ist  ' 

(C+Z>)(a:-ari)8ini(e-«,)+(C-Z))(y-»i)  cos  i(ö— ©i) 

=r|C"(— 1)"'  +Z>'(— 1)" )  (x—Xi)  sin  4(5— ^) .  (-l)U»-«.) 
+  {C(-l)".-/)'(- 1)" )  (y-»i)co8  IdS—di) .  (-1)«»-».) 

nnd 

(C-Z>)  (x—xi)  cos  i(e— öl)  —  (C+Z>)  (y-yi)  sin  l(ö-öi) 

=  I  C'(— 1)».  —  Z>'(— 1)» )  (a:— Xi)  cosl(«-*i)  •  (-  !)«"-»■' 
—  { C'(-l)".  +  Z^H  1)»  I  (y-yi)  sin  J(«-*i) .  (- 1)«— "•>. 

Weil  aber  in  diesem  Falle 

also 

(-1)- =(-!)-. 
ist,  80  ist 

(C+  D)  (x-oTi)  sin  i(ö_ö,)+(C-D)  (y-yi)  cos  4(ö-öi) 

=  (C+D')  (x-^i)  sin  U*— ^i)  •  (— 1)«"+»'' 
+ (C-D')(lf-!fi)  cos  i(«-«i) .  (- 1)«"+»'' 

gnd 

iC-D)  (x—xi)  cos  i(ö— ®i)  —  iC+D)  (s  -yi)  sin  K»— »i) 

= {C—D')  {x-xi)  cos  i(«— Äi) .  (—  1  )1(».+»') 
-  (C+  /y)  (y-yi)sin  Ud-Ä,) .  (-  1)1("-H.,) ; 

al8o 

7SU»naV»j.„  ,      (C'+Z)0(x-3rt)sini(3-<i;+(C-D')(y-y^)cosU^-a. ) 
/ä)  lang  ,(y+9>,)  _  ^c'-D){x-x{i  cosi(d-^MC'+2X)(y4i)sini(Ö-di) 

Wenn  n — n^  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  kann  man 

^tzen,  und  es  ist  dann 

(C+/))(a:-:ri)sini(ö-^i)+(C-Z>)(y-yi)cosi(ö-öi) 

=  -^  { C"(-l)«t  +/>'(-!)«)  {X'-'X^)  cos  J(^-*i ) .  (-l)4(«-».+ 1 ) 
+ 1  C(-l  )«i  -//(-l)«)  (y-yi)  sin  i(d-<Ji) .  (~1)4(«-«.  + 1 ) 

und 


2SI 


(f-  ß)  (x-x,)  eoa  i(0_a,)-(C+/))  (j,_y,)  nn  i(S-G,) 

=  I  c-C-l)".  -i)'(-l)"l  (i-a-,)  sm  ;(ä-ä,) .  (-  l)iO 
+  IC(- 1)".  +  B'(- 1)"|  C!(-»,)eosl(ä-«,) .  (-  D""" 

Weil  aber  in  diesem  Falle 


(-1)' 


also 


ist,  so  ist 

(C+I>)(»-»,)  ein  i(s-e,)  +  (C-ß)  (j-j,)  CO»  ä(9-Si) 

=-(C-ü')<«-^i)co.i(i-J,).(-l)l:"+»- 
+  (f +0')  (ä-ff,) sl»  ;{ä-ä,) .  (-  l)l(»+-, 

und 

(C-  ß)  (i-a:,)  cos  J(e-0,)  -  (C+  ß)  (j-Jli)  sin  !(s-0,) 

=  (C'+ö-)(j:-«,)sin!(J-«,).(-l)l("+., 
+(C'-ß')(s-a)cosi(«-ä,).(-l)ll"+".- 


7b)  tangi(9J+y,)=:— :p,^^w 


'i('-'.)-(g+ß)C'/-yi)sini(J-<i) 


a.,)sin;(ä-»,)+(C-_ß)(,-.,,)eosi(J=Jj; 

Bezeichnet  man  den,  absolut  genommen,  lileinsten  yi^ertt 
welchen  die  Formel  75)  für  i(y4gj|)  liefert,  durch  t';  so  ist^  weaM 
jl  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeicIiDet: 

77)  ä(l>+'fi)=i+A«i 
und  weil  nun  bekanntlich 


i(9i— >i)=K0-Si)=K«-*i)  +  ä('!-ni)'r 


ist. 


ist 


78) 


!>='+i(»-«i) +i»+;("-«.)i", 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  diesem  Falte, 
gerade  Zahl  ist,  K"""!)  eine  ganze  Zahl  ist. 


Alsi 


=  (-!)■ 


l+!(— »,) 


'.sin(i+J(J-J,)|, 
'\cosis  +  i(d-di)l; 


'-•.sinii-iCä— ÖJI, 
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Bekanntlich  hat  nhan  aber  mach  dem  Obigen  ear  Bestimmung 

von  ai  und  \j  die  GieichungeD : 

C'ix^sc)  cos  9i  =  (—  1)*-»« .  D{stY^x')  cos  9 , 
^(y-y)  8«n  9i  =  (-- 1)"^"*  •  -D'(yi— y)  sin  g) ; 
oder,  weil  in  diesem  Falle: 


ist: 


C"(y— y)  sin  g>i  =  Zy(yj— y')  sin  g). 

Führen  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  Von  Änfp, 
co8(p,  Biütpi  y  cos 91  aus  79)  ein«  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

gQ.    1  C'(a:--a:')eos{i--i(5-^i))==Z>'(a:i-.ar')cos|i  +  i(d-^Jl,  " 
(  C'Cy-yOsin  {i-i(^-*i)l  =  ie>'(3^i-y )  sin  U'+  i((5-^i)| ; 

ans  denen  x'  und  y  bestimmt  werden  müssen«  was  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit  hat.  '    ' 

Zur  Bestimmung  von  r  benutzen  wir  wieder  die  Gleichung 

(y— y)  sin  a = r  sin  9  sin  (<p  —  if; + «). 

WeU  aber  nach  21),  49)  und  78) 

81)  tf;  =  i-i(*+*i)+U-i(w+ni)l«, 

also 

i 

ist,  so  ist  •*    '■" 

Cy-y-)  sin  «  =  (-  1)^+4C"-»  1 H'*.  y  sin  (H^)sin  tt  +  1(ä-^)1. 

Es  ist  aber  *  . 

,     jvA+l(fi— «,)4-n_  /     |NA+i(»-n,)^ ,     jv« 

«nd  folglich 
82)  (y-y) sin a=  (-l)^-iC"+'*i). ,.  gj^  (^ _|_ 5)  gi^  {£_,.  i(d-tfi)l. 

Da  r  immer  positiv  ist ,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung, 
aus  welcher  r  bestimmt  werden  muss,  zugleich,  ob  A— 4(w+Wi) 
l^erade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  r^  mittelst  der  Formel 

83)  f  I  r=  jLir ; 


und  zur  ßestiminnDg  von  Xx,  y(  und  x^,  y^  erhält  man   die  fol- 
genden tilcidiungeu : 


%i) 


l,'=ar'+(-l/    «*"+"•*. PC08|i-K*+ffi)!, 


Si'=y  +  (-l) 


'.rsin!i-i(a+Ä,)|; 


|i— i("+«  0  j.^  cos  li+y-i  (ö+^i)!. 


i-K'.+n,) 


risin|i+y-i(Häi)i; 


wo  eine  Zweideutigkeit  nicht  vorhanden  ist,  weil  man  nach  dem 
Vorhergehenden  weiss,  ob  l— i(B-|-Jti)  gerade  oder  ungerade  ist  * 
Bezeichnen  wir  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Werth,  »«ft 
chen  die  Formel  76)  für  1(91+951)  liefert,  durch  i^;  so  i et  nach  ^} 
und  76) 

cotii=— tangi. 

Jenachdem  nun  1   positiv  oder  negativ   ist,    ist  der  absolntt 
Werth  von  i-~\'x  oder  i+l«  nicht  grösser  als  \-n;    und  weil  nun 


;ot(iTi™)=-tangi 


ist,  so  ist  offenbar 


86)  i 


=  1+»^, 


indem  man  das   obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,    jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist. 

Ueberhaupt  ist  nun  wieder,    wenn  ili    eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

87)  KflH-9^)  =  'i  +  i.'t. 
und  weil  bekanntlich 


oder 


wobei  man  zu 

ungerade  Zahl 

Also  ist 


4(q,_g,,)  =  ;{d-ö,+T)+  iC-"!-!)'! 


=iJ+.(a-ä,+^)+li,+i(„-„,_l)j^, 

=  'V  -  U*-5i+«)  +  \h-  iC"-ni-l)!  n ; 


beachten  hat,  dass  iti  diesem  Falle,  wo  n— n,  eiiw 

ist,   ä()i— m,— 1)  eine  ganze  Zahl  ist. 


-''.cos|i,+i(«-J,)|, 
~''..to|4+S(ä_ä,)|-, 
'~''.cos!ii-.!(ä-*,)|, 
'-■>.. in(i,-!(«-«,)|; 

-''.sin|i+ä(«-«,)l, 
-''.oos|.-+;(J-(!,)|; 

"■-''.eo,,|i-J(«-ä,)l; 

iWO  die  obem  oder  nntem  Zeicheo  zn  nebmen  sind,  jenachdem  i 
'l^sitiT  oder  negativ  ist. 

Zur  Bestimmang  von  x'    und  ^'    haben    wir   bekanntlich    die 
(ileicbuDgen : 

C{x—x')  coa  9i  =  (—  l)"-"i .  D'iXi—x')  cos  9) . 

C'(2/~3')  s'D  ?^  =  (—1)"-". .  D'(jfi^)  sio  g) ; 

oder,  weil  in  diesem  Falle 

ist,  die  Gleichungen: 

C'{x — x'^cnhipi  ^ — J^'(^i — x')cos(p, 

C(S—!i)  sin  ^  =  -  »(j/,-^')  ein  <p. 

Ffihren  wir  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  singi,'  ■ 
ehi9)i,  cosgii  aas  90)  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

gj,    j  C(x-x-)co^\i-',(_S-3,)\^D'ix,-x-)coH{i+l(3-Si)i, 
l  C'{y-y) fiin {i -  1{S-S^)\ --=  H (yi-y') sin |i+  ä(5-Ä,)j ; 

Welche  von  den  Gleichungen  80)  nicht  verschieden  sind.  Die  Be- 
Btimmung  von  x  und  y'  mittelst  dieser  Gleichungen  unterliegt 
keiner  Schwierigkeit, 

Zur  Bestimmung  von  r  benutzen  wir  auch  jetzt  die  Gleichung 

(1/  _y)  sin  tt=  T  siQ  fi  sin  (gj  —  Tf»+ «). 
Weil  aber  nach  21),  49)  und  88) 

92)  t='i-i(HÄi-«)-fil*i-i(n-f«i+l)t«.  M 

also  •"•*• 

Thcll  TU. 


I 


I 
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rp  —  i(i  +  o  =  B  +  ö-fwr[ 
ist ,  SU  ist 

(i/—t/>iii  B^  i  (— 1)'''+''^"~""~'*+".  «111(0+ ä)siDlf4-4(d—d,)t, 

vi'u  (]as  oliore  oder    untere  Zeichen   zu    nehmen    ist ,    jentichdem  f| 
{insitir  oder  ii^ntiv  ist.     Es  i«t  aber 

,_„i,+iC"-...-l)+»^(_l,i.+i{»-".-l).,_i). 

und  folglich 

93)(j,-rt.in.  =  +  (-l)''-!("+"i+'>.r.in(»hJ)»in|,-+:(J-ä,)l, 

immer  mit  derselben  Restimmung  wegen  des  Vorzei<:henR  nie  vorhair. 
Mittelst  dieser  Gleiohuug  ist  r  zu  bestimmen,  und  da  r  imaW 

jmsitiT  ist,  rd  ergieht  sich  aus  deri^ellieii  zugleich,  ob  Ai — {(n-f-Hi-t^' 

gerade  oder  nngerade  ist. 

Wenn  manV  hat,  so  findet  iiiao  r^  mittelst  der  Formel       .i,| 


94)  r,  =  fir; 


ind  zur  Bestimmung  von  ; 


.Vi'  =  ?/  +  (-ir' 


y  /  hat  man  die  Formeln : 

iiili,-;(a+«,)i. 


_(_  i,l,-S("+»rH). ,  ,i„  i,:,+^i(J+«,,| , 


\i,^--i-:i.H\)v- 


■iC»4",+i)  , 


fach  86): 


96) 


( !(,'=y±(-i)' 


il,-L("+",+i)  , 


Dsi.-— ;(j+j,).. 

in|i-;(J+ä,)|; 


»,'=/+(-!)■ 


+  (— I)"'~">-"1""rf'J.  reosli+y— «ä+ili)!, 
|i.-!(»+»,+l) 


sin  l>+).— ;(«+«,)!; 
nehmen   sind,  jenacfadem  f 


wo  die  ohern  oder  untern  Zeichi 
positiv  oder  nesativ  ist. 

Eine  Ztveideutigkeit   liann   nicht  Statt  finden,   weil  man  nacli' 
dem  Obigen  weiss,   oh  ii  —  J(w+T(i +1)   irerade  oder  ungerade  Mt 


(_l,'-!<"+".l„,„H(_l,i.-l("+".1'>, 

WO  Ha«  obere  od«  untorc  Vurzeiclicii  ?.u  nt^hmeii  ist,  jeriiichilcm  ( 
positiv  oder  neealiv  ist.  stets  (;leic)ie  Vorzeichen  liiili'en.  Unit  da 
miu  autli  die  Gleichungen  KJ)  und  94)  för  r,  ^ans  denselben  VVerth 
liefern,  so  erhält  mun  offenbar  auch  f(ir  .ri ,  wi'  und  r^,  W  uus 
den  Gleichungen  81).  85)  und  95),  96)  ganz  dieselben  Uerthe. 

Daher  fiihren  ilberhuiiiit  die  ForiQ«ln  75)  und7ß)  ganz  xu  den- 
■elben  Werthen  von  x' ,  y  ;  Xi',  yi';  ^,',  yj;  und  man  braucht 
oIno  in  allen  Fallen  bloss  die  erete  dieser  beiden  Formeln  aiisu- 
wend«n,  d.  h.  bloM 

L../  .  ._(C+g)(x-a-,)sin;(g-~^,)+(C-fy)(j-.A)«)B}(J-g,) 
»gilT+WJ— (C'-/>')(.T-;r,)cosJ(<S-öi)-(C+//)(y-y,)si.ti(^äi) 
«der,  wenn  der  absolute  Wertli  von  inieht  grösser  als  Jra  ist,  blusjä 

"'  '^"=''-(r-/)')(.r-;r,)co8j(d-5,)-(r+/>)0/-iV.)sinä(i-ö,) 
«  setzen. 

Diese  Gleichung  Wann  man  auch  auf  die  Form  " 

PuiDgen;  und  berechnet  man  nnn  die  Hiiirsivinkel  Sl  und  ^,  niit- 
^beUt  der  Formeln 

99)  tanRß=^2r.  tansßi=^j;:^.tans;(a—i,); 

erhSlt  man  nach  einem  bekannten  gonio metrischen  Satze: 

100)  t.ingi=tang{fl+ßi). 

Mittelst  dieser  Furmeln  kann  /  ohne  Sc  hin  eri  gleit  f^funden 
^'Vrenlen.  Hat  man  aber  i,  so  werden  mittelst  der  aus  dem  Obigen 
iKkannten  Formeln  auch  die  gesuchten  Coordinaten  ;i.-',  «';  a:,',  y{\ 

a,',  «,'    leicht    gefunden,    iviis   nun    keiner  weiteren    Erläuterung 

^arT. 


t 


XXVI. 

(Schreiben  des  Herrn  Professor  HteV 

clien  an  der  Slcole  militairc  Bel^iqne 

zn  Brüssel  an  den  Herausgeber. 


Je  viens  maintenant  completer  ce  tfae  j'ai  drijä  eu  l'honneilV 
de  vmia  communiqiier  sur  nn  cas  particulier  de  l'bttraction  '  ' 
poitits  matririels  par  uti  rentre  fixe,  k  l'occitsion  de  ^uelijues  ,  _^ 
sagee  de  rmn-ragfl  de  Mr.  de  PontecoHlaot.  La  diücussioB 
roulera  pimcipalenieot  sur  la  propnsili  on  32.  Nr.  26> 
103.  T.  I.  de  la  m^anique  d'Ealer,  iatitulee:  Mechani 
motas  scientia  analytice  exposila.  Petrnpoli.  1736; 
et  surtout  il  s'agira  de  redrest^er  quelqiies  inexactifndes,  qu  _ 
trouveiit  expriiDÄes  aux  Nr.  26'J,  270,  271,  273,  273,  relatifs  ä  I« 
propositiui)  citee, 

Dans  ce  aui  suit  je  supposerai  le  texte  laiin  de  l'aiiteur  devai 
[es  yenx  des  lecteurs,    et  au   beüoin  je  pourrais    le  transcrire 
le  conimuniquer.     Malü  coinme  celu  ne  nous  senihle  pas  necessainj, 
je  me  bomerai  ä  traduire  l'^nonce  iatin  du  probleme  qu'i   forme  le 
poiut  de  depart  d'Eulcr,  et  de  nutre  discuesiuy : 

Sott  C  uu  centie  de  iorces  qui  attire  dapres  ~^ 

la  loi  d'une  puissance   quelcooque  des  distaa- 
ces;    si  un  corps,  d'abord  au  repos  en   un  poiot  ~~P 

A,  vient  äötro  attire  par  ce  potnt  C,  od  demaade  -yt 

quelle  aera  sa^vitesse  en  un   point  quelconque 
de  l'espace  JC?  - -ft 

Pour  nous  conformer  le  plus  qne   possible  aui  nota- 
tions  m^mes  du  texte,  eupposons  le  mobile  deja  arrive  de  -/j 

A  en  jP  et  faisons:  AP=:=x,   AC^a,  CP—y,    parfant  , 

a  —  x=y.  _  ^  B 

L'energic  attractive  sera  censee  en  raison  de  la  n't™^  pnissance 
des  distauces ,  et  l'ün  d<!signera  par  f  la  distunce  ä  laquelle  le 
Corps  tendrait  vers  le  centre  C  avec  une  force  ^gale  au  poids  s 
iju'il  aurait,  s'il  ätait  place  ä  la  surface  terrestre;  v  denotera' ik 
vitetsee  du  mobile  en  P  eiitre  A  et  C,  et  u  sa  vitesse  variable 
quand  il  est  arrive  en  Q,  au  dessous  du  centre  V,  si  toutefois  ce 
cas  est  possible.     On  aura  d'apräs  ces  notations : 


t 


(x—a)" 
■      f. 


dx; 


■oc  de.sigiiant  dans  ces  deux  dernittres  eqiialions  ta  dJetancc  du 
mobile  ^  6on  [lolnt  de  derart,  c'es(-ä-dtre  la  ligae  AQ,  tandis  que 
daos  le  l'  cas  x-=AP. 

&\  Ton  integre  la  valeur  de  vdo  et  que  Ton  dätermiae  la  cou- 
i^lgpte  d'afff^s  la  coHditiott  de  d^O,  pour  ;r=0,  uu  obtiendra. 


=i„.- 


-£H 


(«  +  W 


o"+i  — («— 3:)"+ 


equation  •  qui  devieot  identique  au  reenltat  d'EuIer,  si  I'od  convlent 
avec  lui  de  mesurer  la  vitesse  par  la  racine-quarree  de  la  bauteur 
dde,  ce  au'i  revtent  ä  |>reiidre  pour  unite  de  vitcsses  la  quantite 
lg  ou  le  double  de  raccdleratioii  de  la  pesanteur  terrestre.  Maiä 
remarquoDS  en  passant  que  plus  tard  dans  sa  m^canique  des  corps 
rigides  l'auteur  a  reuoocri  h.  cette  mauiäre  de  mesurer  les  vitesses 
pour  etablir  des  Conventions   aujourd'bni  plus  generalement  adop- 

Ijiltfes  et  plus  comniodes,  quoiqu  un  pcu  phis  longnes. 

■■U    En  integraut  la  valeur  de  udu  etablie  plu^ 


s  naut .  < 


M''=Con8t.— 2jf 


Equation  dans  laquelle  la  constante  amenee  par  l'intögration  exprime 
^videmment  la  vitesse  du  niobiie,  puryenu  au  centre  d'attraction 
mäme.  Mais  cette  vitesse  doit  se  deduire  aussi  de  la  valeur  de  r, 
en  y  prenatit  y=Q,  ce  qui  donnera  parcons^quent :  ' 


I 


Constautc^Si.i;. 


et  partant: 


=%.- 


Ainsi  la  plus  graude  valeur  de  Ä>a  est  x^ia,  de  Sorte  qwe  le 
mobile  se  meut  d'un  mouvement  rectiligoe  alteroatif  de  ^4  en  C  de 
C  en  ß  pour  CB^  CA  ,  et  puis  de  fi  en  A ,  et  qu'il  a  des  vites- 
ses  Egales  de  part  et  d'autre  du  centre  d'attraction  C;  c'est  ce 
que  (ßmontre  la  compnraison  des  valeurs  de  v,  u.  Mais  si  le  mo- 
bile, orrive  une  l"  fois  en  C,  se  Irouvait  repouss^  de  C  en  Q, 
c'est-ä-dirc  si  la  foree  centrip^te  contimiait  ä  agir  sur  Ini  dans  le 
m^ine  sens,  les  accroissenients  ^lementaires  du,  dx  scraient  de 
mäme  signe  au  dessous  de  C,  et  l'on  aurait  d^s  lors: 

„.4-.  ■,.(;,_„).+  . 

;  Aiaai  la  vitesse  du  mobile  irait   constamment    eii    cioisaant 
I  Cveis  Q,    depuis    sa  valeur  en  C  juaquä  VinGni;    et   un  tel 


» 


3«2 

rcsultut  elait  ^vWleut  d'avance.  Mai@  dans  ce  cjui  precede  Dom 
avnn»  euppos«  »-^1  pnäitif;  voyons  ce  qui  a  lieii  jiour  le  cas  coo- 
traire  de  h+1  niigatif.  En  (losaiit  alors  J^-fl  =  — m,  m  etanl  nn 
uombre  pos'itif.  on  aura: 

'    ■'  m[x — «J™ 

Remarquoiis  d'abont  que  conformemcnt  aux  notatioDS  laplusfaibW 
valeur  de  ^  est  ici  x  =  a;  or  eo  prenant  x=:a,  il  laat  qn'aO" 
retrouve  Ja  vitesse  qni  aninie  le  niohile  en  C,  et  qui  devieut  Ütf* 
ßnie  d'apres  la  valeur  de  v ,  etablie  pour  « -|- 1  pociitil  ou  negatiC 
Od  aura  dooc:  cc=(»-f  cousL  et  cette  e^litä  se  trouve  rraie  potg, 
une  valeur  linic  ipirlnanqiie  de  la  con.stante  qui  semblc  ainsi  reattt 
■Dconnuo  et  iiideterminee.  Mais  si  Ton  considere  que  la  vraie  valet^ 
de  la  v'itesse  acquiwe  en  C  n'est  pas  seulemeot  J  on  t»,  inais  biÄr 

'2g.- X\ —  „,  '  *t  *!«"  t^****  cette  valeur  totale  qu'il  fand 

egoJer  ä  ee  que  devieat  u^  pour  x^=a,  od  obtieiit  reellemeat,  m, 
ne  negligeaDtplug  le  fini  par  rapport  ä  rmfini :  ^onB,i.=——^-~^ 
et  cette  valeur  doDoe  potn  ii^:  ^J 


/"■^Y   *     -M 


equation  qui  esprime  le  vetitable  iiiouveineut  du  poiut  mattiriel  ik 
annoQca  qu'Jl  y  a  reellement  un  mouvemeiit  rccliligne  aiternai^ 
conuue  pour  le  cas  de  n-\-i  ]>ositir.  Du  re^te  la  uecesslte  du  mob 
vement  altematif  se  conguit  directement  et  sans  aucun  calcul,  a^L 
Cjue  l'attractioü  se  fu»ise  d'apres  la  raison  directe  seit  quelle  d?^ 
Iieu  d'apres  ta  raison  inverse  d'une  ccrtaine  puissance  de  l'^Ioiif; 
nement;  en  effet  dans  le  l'  cas  le  mobile  se  precipite  sur  le, 
centre  C  avec  une  vitesse  finie  de  C  vers  Q,  et  la  force  alon 
nulle  de  ce  point  C  ne  saurait  lui  enlever  cette  vitesse  instantan»-- 
ment.  Dans  le  secootl  aas  le  mobile  se  priicipite  avec  une  vitesm 
inOnie,  et  la  force  du  ceatre  qaoiqii'inlinie  alors.  ne  saurait  M" 
tniire  cetle  vitesse  de-C  ters  (i  d'une  mani^re  brusque  et  instalfc 
teln^e  et  encore  moins  saurait-il  ta  reprodaire  en  sens  contraiNi 
de  C  Vers  ,4;  cela  est  aussi  evident  |>ar  la  M  de  continuit^,  .qi^ 
est  evident  qu'une  force  ßnie  ue  saurait  ini))rimer  instantan^io^ 
une  vitesse  finie  ü  une  niusee  finie.  Remarquons  enr.ore  que  dafM 
le  cas  qui  nOuM  occupe  les  formules  g^nerales  dx^mlt,  tdv=^g«^ 
etc.  ne  soDt  plus  applicables  au  passage  du  mobile  par  ]«  centtt 
ni  pour  ses  positions  intinimeut  vo'isines  en  deca  et  au  de  lä  de  <# 
point;    puisque  dans  cette  etendue  de  pasitinns  la  force  isfinim^^ 


vitesse  finis  a  chaque  coup. 


'  eiisuite  au  mobile  des  degres  a 


Lhyiiotbese  sur  laouelle  nous  avons  basi  l'existence  de  b 
vitesse  M  et  de  la  formule  u(fu=:....  n'est  douc  pas  meine  suiett« 
ft  lamoindre  difiBtultöi  -  .  j     f_ 


J 


II  nous  Teste  eitcure  k  exainiiier  le  cai<  ä{>«rial  ni'i  la  f'orcc  du 
est  simplenieut  en  raison  invertic  de  lu  dUtauce;  ce  <jui 
n  -4- 1  ^  0.  Maifj  ici  encorc  nous  feruua  uiie  oueraliüti  uua- 
fcgue  ä  celte  des  autres  cnx  Mjh  exainini^s,  c'est ■  ä ■  Jire  qtie  nous 
K  devons  ptia  hood  en  lenir  aux  riquallons  entre  quantites  finies, 
«bteiiues  d'une  nmniere  generale,  muiis  qu'il  Taut  remonter  ä  IVqua- 
lliin  diffärentieil«  raöme  ^ui  esprinie  le  moUTcment  |>ottT  ua  instaDt 


I  ubtieut  i 


mediatement : 


^■r-m 


.artent:  M*=CoD5t. -'ifl./.log(^— n)  =  C— %/"log(a:— n).  Soit 
\  Ih  vitesae  avec  laquelle  le  niuUile  quitte  le  uentre  C  jwur  de- 
4eendre    de  C  vers  Q.  Un  aura  dune : 

«»(,=  <;-29./.log(i— «). 

laurvu  que  l'on  fiisse  dans  cetie  derniere  ^quatioD  x=-a.  Mais 
•ID  Irouvera  de  nieme: 

„.„=-.,.Mog.Q). 

Krarru  que  l'on  lasse  dans  celle-ci  ^^=0.  En  snbstlhiant  cette 
«leuf  on  platnt  cette  fnnne  de  u\  Anna  l'aatre,  on  a 

%/■■  log  @  =  -%/■•  '"g  (^-«)  +  «^»"«t. . 


.a^x- 


qoation  qui  ilunne:     ('onst.=27./.log.(- 

D'ailleurs  la  dii^tance  nulle  ou  inlinimenf  ]ietite  x — a  est  nicmi- 
le  de  C  vers  Q ,  et  la  distance  nulle  ou  inünimeot  petife  y  est 
lesur^  Ati  C  vers  A  en  seas  cuntraire.  Mais  comnie  ce  sunt 
M  C|uantites  ubsoldes,  attendu  que  le«  signes  (-J — )  nnt  itipTiB 

't^tofd  en  cunMiileration,  le  rapport  (— ),  si  toutefiiisil  estdtiler- 

Ah6,  Mra  micessairement  positif.  Je  dis  de  i>lus  qu'H  est  ^al  ä 
unit«^-  Eu  effet'si  l'attraction  ccssait  a  une  <liu(ance  entre  A,  V. 
as=j,  pour  lecommencer  quelques  instant»  plus  tard  apr^  que  le 
tobile,  qui  alori^  descendrait  evidemment  vers  le  centro  ut  eu  des- 
Di»,  aerait  ä  uue  distance  au  dcssous  de  ne  point  ögalc  ä  S'^e — a, 
I  constaote   de  ce   nouveitu  inouvemeut  aerait:  2^/'.  log  (=v-);     et 

Mmme  rien  n'empeclic  de  prendre  rarltitruire  S'=:d,  <|uelque  petite 
ne  Boit  cette  derniere,  on  aura  pour  le  cas  oil  ractina  du  cenlrc 
?  n'^st  pas  suspeudue,  Const.  =  2^/'.lo|;a;  de  \i  on  oncluti 

„-=^„.r.hs(/=-j. 

tandisqne  pour  le  mouvement  entic  A,  C  ou  trouve  at&^ment: 


2M 


Or  comme  cette  valeur  de  m=0,  ponr  x:=2a,  il  y  aura  encore 
ki  un  mouveinent  osctllatoire  de  purt  et  d'autre  du  ceDtre  d'atlractioo, 
Si  le  mobile,  parvenu  en  C,  eontinuc  a  etre  pouss^  par  la  force 
du  ceutre,  üiüvant  AC  proloug^  vers  QB,  oa  aura: 

K(/K=jf./, (-—-);  u^=2gfAog(a> — a)-|-CpDst. 

Eu  deteriiiinant  la  constante  comme -pr^c^demment  od  trouvfl 
quelle  e&t  irifinle,  de  sorte  iju'au  dessous  du  ceatre  la  viteoae  se 
compose  de  deoz  partles,  dune  riteese  inliaie  et  d'une  vitess« 
fiaie  (|ui  augmeate  de  plus  eo  plus,  mais  dont  les  accroissementa 
vont  Sans  cesse  en  diminuaDt.  Or  c'est  lä  ce  que  I'hd  coofoit  en- 
core  immediatenieat  et  saus  faire  iatervenir  le  caicul. 

Montucia  s'est  egalemeut  trompe  au  sujet  de  l'attracttoD  des 
points  mat^riels.  II  ptetend  d'aiiris  Kewton  (histoire  des  matb. 
f.  n.  p.  447.  et  448.)  nue  dans  le  cas  d'une  attraction  en  raison 
inverse  du  quarrt  de  la  distanoe  le  mobile  ne  desceade  pas  aa 
dessous  du  ceDtre,  tandisque  pour  celui  de  la  raisou  inreree  simple 
il  lui  attribue  un  mouTement  alternatif. 

Prontons  de  la  preseate  occasiaii  pour  expliquer  un  pr^tendif 
paradoxe,  remarque  par  D'Alerabert  et  qui  «e  rapporte  ea  entier 
a  la  mati^re  ptec^dente.  Voici  en  resumö  ce  qu'expose  l'auteur  (opus* 
Gules  matb.  t.  4.  p.  62):  „na  point  materiel  A  est  attlrä  par  un 
centre  C  en  raiison  inverse  du  quarre  de  la  distance :  on  aura 
d'apräs  l'auteur  et  dans  les  notatlous  admises : 

Or  sl  on  auppose  avec  lui  qu'aa  dessons  de  ce  centre  la  forcft 
centripete  ne  cbange  pas  de  eigne,  il  s'eusutt  que  comme  x  est  alora 
plus  Brand  que  a,  la  valeur  de  c  ou  u  devient  imaginaire,  ce  qid 
est  dit-il  assez  paradoxe,  puisque  la  viteäse,  qui  est  inSnie  aa 
centre,  doit  eusuite  augmenter  encore,  car  lorsque  le  mobile  a' 
pasäe  ce  point,  il  regoit  de  nouvcäux  coups  dans  le  meme  sens 
qu'auparuvant. " 

D'abord  nous  remarquerons  que  t'equation  eu  vdo  qui  a  At6 
etablie  ci-dessus  donne  en  g^a^ral: 

t>«=2ff/*.;^  +  Const. 

Si  Ton  veut  avoir  la  vltesse  c,  entre  A,  C,  on  peut  ddterminei  la 
constante  par  la  condition  de  c^O,  x=0  ä  la  fois ;    ceqai  donne "^ 
en  eSet  la  valeur  de  v^  de  la  formule  (A),    Mais  si  l'ou  veut  avoir ' 
la  Vltesse  du  mobile  pour  une  pusition  Q  inferienre  ä  C,    la  prä- 
cedente  d^tennination  de  la  constante  devient  vicieuse;    car  dans 

l'equation    ft' ==  Conet,  —  Sj/*. U   n'est    plus  pormis  de   la 


^terniiner  d'aprds  la  conditinn  de  «^0  on  v=0  et  :r=0  k  la 
folsj  puiscpie  nous  savons  qu'au  ceotre  C,  oü  x^^a,  cette  vitesse 
«t  iDflDie.  Nommant  donc  Uj  cette  valeur  infinic  de  u,  on  doil 
Xroir: 


'NommaDt  de  m^me  Vy  la  vitesse  acquise  [»ar  le  mobile  arrivä  de 
A  eo  C,  OD  aura  encore: 


lies  {jnastit^s  U],  «i  eoot  identiiiuement  les  meines; 


C-'ioP-z 


i:sö="-!ii^a 


T^i-^oP', 


On  Toit  dooc  par  lä  que  C  a  une  valeur  lalinie  4j/'.g,  laquelle 
äquivalente  ä  2it,'.     Si  Tonsubstitue  cette  valeur,  on  trouvera: 

rl?=^2B,* =^-.  Ainsi  au  dessous  du  centre  la  viteese  du  mobile 

Ifjä  infinie  augmente  de  plus  enplus;  niais  ellp  n'atteindra  Jamals 
I  limite  infinie  Vi^2-  ^^  caltui  n'est  donc  pas  necessairement  en 
d^faut,  coninie  le  declare  D'Alembert,  et  au  contraire  il  donne  tont 
ce  <]UiI  doit  donner;  desqne  Ton  n'admet  plus  gratnitement  que 
a  vitesse  du  mobile  puisse  ätre  esprimee  par  uue  eeulc  et  m^roe 
armiile  avant  et  apres  le  centre  d'attraction,  et  que  la  constante  ar- 
litraire  doive  avoir  une  valeur qui  resulte  de  » =  0 ,  ;i;=0äl&foie. 


M6 


xxvo. 

In  qnaestionem  a  Celeb.  A.  Gilpel  in 

T.  VI.  pa«'  33.  proposltam  complete 

solvendam. 


Auct.  Dr.  E.  G.  Björling, 

ni  AimiteiD.  Upsal.  Doctni   Malhes. 


k 


>fV  f  1,    Cel.  GOpet  I.  o.  ambas  has  formulas  *) 

■l>  (l)....l-{M-l)i  +  (a-2),-(n-3j,+etc. 

::  ,  .  •'"<" 

-,,.     (usque  ad  |irimum  termiiiuni  evancsceotem)  = 


(2)....l.(w+l)i— 2.w,+3.C«-l),+4.(«— 2),  — etc.(u8qaead..4 


probandas  sistit.     Quae  autem   cnm  noonisi  speciales  slnt  casus, 
profecto  abs  re  haud  erit  universale  hoc  edeie  demonstraudum 


Denotantibue  Fo(=:l).   F^, 
s  figuratos,  nempe 


nuniero»  m'  o 


*)  Loco  citat»  hae  formulae  aliter  )>aullii]uni  ilQ«cri|>tau  sunt  a(  £■- 
cilliino  uaque  negntio  in  faanc  formam  Bimjiliciorem  aeque  nc  generali: 
DoatrHc  (I)  nmjU  cnnacntaneam  reducantnr. 

**)  Nos  quidem,  quacstion«  ipaA  Cd'  Güiiol  ailducli,  nuper  adnu- 
dum  Theorcma  isLliiii;  deiDonstraviinua  ncc  profecto  hac  ut!  occasion 
demonstmlionis  iioiitraH  in  medium  beie  profcrendac  superaodiuemus,  nU 
forte  res  alii  caidam  operi  nostro  b  Novis  Actis  Heg.  Sotiet.  ScioDt 


»>„,  (nHl)i.   ("+-2)„  (mfS),.  flc. 

Itque  H  namerum   integrum   quemlibet,    httbelur 

itam  m  pnr  est  aiil  0; 

(l),...l.(n+m)„-F,(«+i.4-l),t,+^.(«+™-ä)-f»-etc. 
(usque  ad  iirimum  terrainum  evnncscentem) ^ 

.„-    l'-?F.i (.i+».-a.>„-„-  «i'i (a-^  +  i+l)|  1 


^  -/|,tlMS^ai)=.Älco,(„-|  +  i-.,jj 


-(.>-5-)S      3<  ^  -;; / 


+  2S     51 ""'■<' 3-  +  '~%' 

Sic  habeiitur  ex.  jrr.  [losito  succese.  m=0,  l,  i,  3  fonnulae 
e  (I)  et  (2)  ao  praeterea 

lI)....l.(«+2),—3()i+l),+&i.— 10(11— l),  +  etc.= 
=  ;■    (n+-2)»— ;f+ä(n+l),cos(n-()^+2 
....  1 .  (B+3).  -4(«+2)4- 10(11+1),+ 20/.,  -etc.  = 


°'"+''s| 


=  !i(»+3),co.(»-2)J+2(»+2),    -;;- 


+  V(«+l)iO<»(«-I)J  +  ;.'.- 


2.  Qnod  cum Theorema  (nti  licet  iiTobari)  otiam,!  n=:0  fuc- 
t,   aaltem  uisi  eodem  tempore  m=:0,  valet;     corollarii  imttai  ex 
t  con^equitur  balieri,  p  Jenotaale  num.  lutegrum  =iaut>m, 
dumiJtparestautO: 

[ptal.  (T.  XII.)  dudum  pcrictipto  connexa  euct  ijuodaiiimoila.  T;pi, 
|itDT  tafldetn  in  Ti>.  aequcnli  iniprcsanm  Thearumatiii,  du  quo  quuorilur 
ntonibBtionem  ia  Iiuc  ,,.\cchivo"  condondam  olTcceraus. 


wi 


(II)....p.— Fi(;i-I).+,  +  r,()i— 2),+i— etc.  (üsque  ad 
primuni  tenn.  evaneac.)  = 


=<-"    i.S 31 TU 


"^  1.0  3' 

dnm  Tero  7/1  impar: 


coa  (p— l-HJg-f 


3' 


i(p  +  M>X 


,i«M>l 


'F»H-i(p-2i-l).^.l-i 


"(?+■?' 


:  Sic  habcDtur  es.  gr.  posito 
molarum  (1)  — (4),  istae: 


ein- 
|p.-3(p-l),+6(p-2).-I0(p-3).  +  elc. 


m  =  0,  1,  2,  3,  ioco  for-.J 
mn(p+i)~ 


;f  +  2. 


.in(p+2)J; 


I  P.— 'i(j>-l).  +  tO()j-2)s-a)(p-3),+ete. 

r-  ■.   i  ^'"^   .in^.!"!  mir.  I,..(H»  i' 

=MJi«iii«<p+lg.-2(p— 1),— —     .1..      i..    I. ^   . 

'•-'  '""■    *'■    '"- "sin^'  ■         ■ 


+  '."<P-2)i»»«(P+2)J 


J 


"(P+Df      i 


3  / 

ä 
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3.   El  hac  tandem  fonnuI&  (II)  haben tur,  ponito  p^^m,  notan- 
dae  bae  Dumerorum  figuratorum  relationes : 

1^)    dum  m  num.  est  integer  par: 

.7t 


2    /»=^  S       8in(m+l+i)r- 

W=0  "^ 810^   _ 


(III) 


n.'.    I 


.  o  ^Ij^  cos  (m— 1+i)  ^' 


2^)  '^dum  m  impar  eßt:*  ^^ 


{i= 


[jn 


2    Fzi 


co8(m+l+0^ 


1  m 


—  s  — ^ 


^0 


F 


.    9r 
sin- 


,    .  i)  •    1 


N  O  t  B!." 

Memioisse  juvabit,   numeros  ?H'  ordiois.  figaratos  (m  num.  int. 

antO) 


.  \ . 


wio,  (m+l)i,  (wi+i)a,  etc. 
cogfficientes  esse  potentiarum  ipsius  ar  in  evoluta  functione 

(1— ar)-('»»fi); 

co<$(Bcientem  vero  ipsius  j;"  in  evoluta  functione 

1  •  .  .     . 

[i— <c(i--a?)]-('»+i) 
ipsum  conficere  membrum  prius  aequationia  nostrae  (I). 


xxvin. 

ITeber  die  Integrale 


doc  und 


r^m^"^- 


Herrn  Doctor  O.  Schlü  milch, 

Pntatdoccnten  an  der  Universililt  za  Jena. 


Mail  kann  dir  Werthe  der  beiden  obigen  lntes;r;ile  leicht  luit-  I 
leUt  deiK  vuu  Laplare  vorzüglich  angeiv endeten  Kunstgriffes  eot-  ' 
nickelii,  nek'her  dariu  Itesteht,  daas  man  dieselben  in  irgend  eine 
Kvlatio»  zu  titiiigen  sucht,    die  sich  durch  die  Bemerkung,    dass 
dft»  anwte  aus  dem   ersteu  durch    eine    Differenziation    abseleitet 
MvrdMi  kann,  in  eine  Differenzialgleichung  verwandelt,  durch  deKn 
lll(M;rati»u  man  dann  die  Wertbe  der  Integrale  bekoninit.     Dies«   J 
IU«tkude  lässt  sich  hier  in    folgender  sehr    eiiifaclier   Weise  i 
nvwleu. 

Svl  luvtrderst 


-s: 


-sd^. 


HO  fulgt  durch   beiderseitige  Pifferenziatio 
uuabliSiigig  veränderlich  angesehen  ivird, 


(1) 
nach  t,    trelchee  ol» 


/"»a^sint?  , 


(* 


Vm  nun  »och  eine  ziveite  Beziehung  zwischen  den  beiden  fnu 
liehen  Integralen  zu  entdecken ,  wenden  nir  nns  an  die  identiscn 
Gleichung 


v»n  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  dadurch  überzeugt,  daa 
man  auf  der  rechten  Seite  Alles  auf  den  gleichen  Nenner  :r'— ^ 
bringt  und  dntiu  die  Funktionen  sin  t{x — n)  und  sin  t(.v+a)  zerlegt 
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Wir  multipliziren  diese  tileichuiu;  mil  </x  und  inteip'iren 
Bchen  den  Gr.'inzen  t=^0,  x=:cd.     Es  ergiebt  sich  so 

Diltr  unIf-T  Benulzanfr  der  (Gleichungen  (1)  und  (2) 

— 2  coB  nf .  -TT  —  2a  sin  n( .  K  J 

(  (31 

_/'«8in<(j:-H)  />»«mf(j:+a)^^^  ( 

Konnte  man  nun  hier  den  Werth  der  rechten  Seite  l^r  sieh  aufilln- 
dig  marhen,  so  w&te  das  Prolileni  der  Entvrickelung  des  Werthes 
TOD  «  auf  die  Integration  einer  gewUhnlichen  Differenz iaieleichung 
surÜL'kgefiihrt.  Es  hat  .iber  nirht  die  mindeste  Sehnterigkeit.  den 
Werth  der  rechten  Seite  von  Nr.  (3)  zu  finden.  Setzt  man  nSm- 
lieh  in  dem  ersten  dieser  Integrale  a:-~(r=g  und  im  zweiten  x+a=s. 
Bo  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

«doc  dvcb  Zerlegung 

und  dn  in  einem  l)est!mmteii  Integrale  nichts  aiil'  die  Wahl  des  In- 
legrationsbucbstaberiH  anlf iinimt : 

Man  hat  aber  iveifer 

und  H'enn  man  im  ersten  Integrale  y^ — :,  im  zweiten  y:=:  setzt : 

oder  durch  Vertaiischung  der  Integralionsgränzen  itn   ersten    Inte- 
gral, wodurch  dasselbe  [lositiv   wird. 


r:"?^'-^:' 


Suhatituir«»  wir  d'iess  in  Nr.  (4),  so  ist  jetzt  der  Wwth  dcE  T«(ft'^ 
ten  Seite  in  (3)  gleich 


j  \f^"j!Jl,U^f'S^.\  ^■iJJ'^d.. 


Mao  kennt  aber  die  Formel 


Setit  man  darin  x=tx,   so  erhSit  man  unter  der  Voraossetzang 
eines  positiven  t  *) 


r^'- 


imd  mithin  ist  der  Werth  der  rechten  Seite  von  (3)  =  n.    So  wird  nun 

.  dn         .     .        re 
— cos  at.-fT  —  aamat.u^ä- 

Um  diese  Differenzialgleichung  zu  integriren,  setzen  wir 

u  =  Gosat.D,  ($X 

wo  V  eine  noch  anhekannte  Funktion  von  {bedeutet,  wodurch  sidl' 
ergiebt 

—  coso((cosn(.-3T — osino(.ü)— Ö8inflico8«(,o  =  2  ' 

oder  einfacher 

_       2   t  ^^™ 


n   p  dt  M  tanoi  ,  „ 

indem  C  die  Integration sconstante  bezeichnet.      Nach   (5)  ist  i 

w= — ör  sin  a(+  Ccosaf , 
oder  nach  Nr.  (1) 


/•    cosfci-  ji    . 


und  ebenso  ist 


')  Für  negntite  t  werdun  nämlicli  (Hc  Intcgralionigrünien  : 
— »  *tBtt  0  und  +«, 
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rntglich  nach  Nr.  (2) 

/      ~aZ-"~ä'^'^'  ^  ^  '^**^  nt+uCem  at.  (7) 

Cm  noch  die  Conslante  f?  zu   bestimme)!,    setzen  wir  In  (ß)  t=0, 
woraus  sich  ergiebt 

Nnii  ist  aber 

folglich  "„.•-. ; 

BeButsen  «in  dieses  Regalität  ffir  die  Gleichungen  (ß)  u;^  (7) 
li^j  schreiben  KUf^leicIi  fi  (S'r  t,  »io  ist  Jetzt: 


/*»   C03A.T 

7i     ^^«* 


"•in 


Zu  betnerken  i.st  noch,  Anas  man  In  der  ersten  Gleicbiii^gh^fi 
nicht  =;0  nebniL'ii  darf,  »eil  Tiir  diesen  Fall  die  Bestinmiitng  <|f^ 
Coostuite  sich  .-»Niie^t.    ^üg  »ird  dann  ^   i  ,,^,^j,, 


-TT' 


'rfi''' 


und  also  nicht  mehr  =0.    Ebenso' darf  man  b  (das  frShere  Q nicht 
Deg^ti^,^vhm^>  *'eil  die  Furmel         ,  |^       |    ^  ^     j 


nvlib 


/*srn/i    '■■    're    "    ' 


fift''^S^kiU''hht<J  Gflltigkeil  verliert. 


A 


sn 


xxrx. 


Metrische  Relationen  im  Gebiete  dec 
perspektivischen  Profeiitlon. 

Herrn   Doctor   O.    S  chlü  milch, 
PriTBtdoccntcn  an  der  Universität  ku  Jena, 


'■'•iWc''gtoT3SMto^^Ä^U'-fet4W'tö:iiil;ifiirch^^ 

(ung  der  iierspektivisclien  '  Prolelrtirtlitri'  *ei-schieiIefie'r'^'lGebl 
gelaiigt,  bezielieo  sich  fustdur(;ii»ün»ig,uiif  <lie  Luge  verschie 
mr  Punkte,  Linien  lu^aiitvi  gegen- oinaniler,  weniger  dagegen  aoft 
raetrisclie  Relationen.  In  ner  That  ist  <1ic  harmonische  PropD^- 
tioD  das  einzige  Verhtiltnifis,^welch^^^diu'c)i  Projektion  Dicht  ^a^' 
ßtfirt  nird  (die  ProjektiAD^ji^r  hBroiuhläcfi'  geUi^iftcn  Geraden  uA 
ivieder  eine  harmonische  und  ähnlich  TftrdenliarmuiiischeD  Sb^U^ 


taren  Gegenstand  näher  zu  hetrat^en. 

rri..,M*'noilüit-.,l.>  A  .1.,..,  I,,|.^.4-i  i.i      ■'—  i^-".  *.)■.■,.  .-(-  h 

Es  mllgen  V  W  und  iiw  (Taf.  III.  Fiii.  2.)  »ri ei  auf  elÜaiider  '««flP- 
rechte  Ebenen  sein,  die  \\'it  kiirs  uiit(Jt'l  und(r)liezeiclinGn  vvollen. 
Ist  nun  ausserhalb  dersetlfeii=elu  fester  iSinkt  O  und  iii  (A')  ein  be- 
liebiger PunklP  gegeben,  so  ist  öffeniiar  derPunkt  ;>,  in  welchem 
der  Projektionsstriihl  OP  die  ^bene  {r)  schneidet,  i|ie  ProjekÜaa 
des  Punktes  P  tüv  O  als  Pm^ektionscentriini.  -  '"  '" 
Um  die  Lage  der  Pnijektton  p  näher  zu  bestimmen,  ziehe» 
"     "  '■■    ■   ""       '   -■.  0«aur(r) 


ä  Perpendikel  OV  nul  (£),  bo  auf  (r),  Cr  und  or,  und  sefc. 
F— oc=ii,  Oa=rc=^4Hrclt..wek'he  Cvustanlen  die  Lag 
des  Projekt!  onsoiillel  II  unkt  es  O  bestiniinl  nird,  femer  PM=^T^. 


zen  OF—oc  =11,  Oo^rc^^ji^rch^wekhe  Cvustanlen  die  Lag* 
des  Projekt!  onsoiillel  II  unkt  es  O  bestiniinl  nird,  femer  PM=^T^=^X 
und  e!U=PT=Y.     I.ege«  «ir  ferner  durch  die  Punkte  O,   V,  P 


eine  Ebene,  so  schneidet  diese  (c)  in  der  auf  (£)  senkrecht  Bit- 
hendeo  Geraden  üp,  Sefien  nir  noch  die  zu  bestiumeDden  CoMS 
dinaten  des  Punktes  P.  A/i  =  j-,  ye—y.  so  ist: 


vioraM»  mau  lindt^t 

RitD'to  auch 
iL  i. 
mithin 


Snbstituirt  niKn  diese  Proportion  ladievorhergehonde, 

1..V 

iab  den  beiden  gerntKlenen  l'ormelni 
hX 

ir 

man  leicht  aiicli  die  umgekehrten 


(I) 


(3) 
W 


^faa»:niid'  zwar  (3)  aus  (1)  und  dann  (4)  aus  {i)  und  (3). 

Mit'  haifc  der  FOTmelo  (1)  und  (2)  kommt  man  von  den  Gefall- 
en der  Ebene  (£)  auf  die  der  Ebene  <e}  und  durch  die  foleenden 
)),  (4)  Ton  diesen  auf  jene.  Benierlunswerth  ist  noch,  dass  in 
em  Aosdnicke  für  x  ilie  Ordinate  ¥  nicht  vorkommt     Lassen 
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ivir  ilaher  bei  unverändett^n  it,  ti  X  Ubs«  K  sich  ändern,  souird 
I*  als  Endpunkt  von  MP  eine  Gerade  beschreihen ,    welche    dar 
Grundlinie  mn  in  der  Entrernung  ÜIP  parallel  lauft.      Djibei   wirä'j 
sich  nun  nach  Formel  (2)  y  Endenii  aber  nach  Formel  (l)  x  immoM 
coac'tant  bleiben,    d.  h.  der  Endpunkt  p  der  Geraden  x  wird  eiD«>fl 
Gerade  beschreiben,   welche  der  mu  in  der  Entferntine 'iV»  i^sn^  ^ 
iel  eeht.     AUo:    die  Proiektiorn  einer  Parallelen  zur  Grundlinie  ist 
wieder  eine  solche  Parallele. , 

Um  nun  auch  die  Projektionen   anderer  Geraden,    welche  der 
Grundlinie  nicht  parallel  laufen,  sondern  einen   beltetngen  Wiokd 
mit  ihr  niacben ,  »ufzuGiiden ,   brauchen  wir  bloss  die  ProjektioiH 
zweier  auf  ihr  liegender  Punkte  anfzusncfaen  und   die  gefundeiM 
durch  eine  Gerade  zu  verbinden.     Denn  man  überäieht  leicht, 
die  Projektion  einer  Gerader«  selbst  eine  Gerade  sein  muse. 

Es  'schneide  nun  die  Gerade  CP  (Taf.  111.  Fig. 3.)  dieGrundnaJ 
mn  unter  dem  Winkel /»Cy>/=  ip .  wobei  wir  C  als  Anfangs-,  'Pm 
Endpunkt  der  Geraden  l>etrachtep,  so  ist  C  die  Projektion  seinffil 
selbst,  weil  dieser  Punkt  heilen  Ebenen  (£)  und  (e)  zugleich  a»>J 
gehört,  und  es  handelt  sich  fnlglioh  bloss  noch  um  die  Prajektionf 
^  des  Endpnnktes  der  Geraden,  dessen  Ooordinaten  -Y  uud  J'wir  \ 
jetzt  durch  den  Winkel  tp  anszudräclceß  haben.  Setzen  wir  dem- 
nach Ce  =  k,  CP~z,  CK>  ist:, ,       .   -^ 

Duroh  iKeseSubstitutioilenerbält  man. aas  den  Formeln  (Dnu.  I 


assen  wir  jetzt  i  in's  UnendUclt»  >f'«chäQn'>,.d.'h..^p,  M(W  C 
i's  Unendliche  fortlaufen,  und  gehen  zur  GrSnze  für  i=oo  Qb< 
j  erbalten  wir  /  . 


d^  h.  geometrisch,  die  ProjektLo«- eines  unendlich  entfernten  Pun 
tes  liegt  aul  einer  durch  o  zu  »»ft jparallel  gelegten    Geraden,   d«_^^ 
sogenannten  Horizont,  und  die  Prnjektio»  der  unendlichen  Ger^ 
■        ■    lie  endliche  Ger^e ''(^'.'  'l>«  Pühkf  j  iH^H 'g^ftiS 


.  CQ  i 


1  CPQ  ist  die 
den,    wenn  man   aus  O  eine  Parallele    ; 
Horizonte  im  Punkte  i/  begegnet. 

Es  ist  noch  zu  bemerken  ,  dass  In  den  Formeln  (5)  das  anfangil 
eingeführte  k^Cv  nicht  meh^  vorkommt,  dass  mithin  diese  Ent- 
fernung auf  die  Lage  des  Pimkles  i/  gar  keinen  Einfluss  hat! 
Ziehen  wir  daher  in  verschiedenen  Entfernungen  Cr,  6"p,  f^r,  etc 
die  Geradeh  rv,  C^.  VQ",  etc.  so  luüsseo  die  Prnjefctlmtti 
ders«]ben!di»'Ger.-idcn  fiji,  C*,  Ci]/,  etc.  sein,  d^  h.  die  PMjek- 
ttoneu  eiilcr  R«ihe  van  Parallellinien,  welche  die  Gnuidlioi«  «tln!« 
einem  belieb!gen>Wiitkel  >(>  schneiden,  bilden  einen  Stralilb(tschdlF> 
dessen  ftlittelpunkt  im  Uoriaoiite  liegt. 
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I  •>  Oleiscr  SuU  glU  aanli  uiiigekltbrl. '  Nimmt  man  ftKmlk-h  in  den 
Uonn«)n  (3)  nnil  (i)  x^ti,  »m  werden  *^--  J'— x,  no  das«  der 
■Rntpvnkt  Q  der  Geraden  C'/**;  hn    ürteiidlichetf  liegt;     ztidbich 

■  bt ■«!!»«■  auch  iip,I-.;i  -.il  ..  *  ,.  ...i  ->.r..r-...l.-iT'  .11,,: 

I  ,'11  IM  <nl,i-Mi  ni bUd->;t  Kilt  ."*A-j< 

I  -V     te_*ii_/  _, 

Wienn  ^80  -=— =  tanOo9=tai)9i   gesetzt  »Ird,    m  ist.^Dcb 

^=lang>,  mUliinW./*C,ff^W.Oyo.  Zieht  inaii'O^ifatthctieliii!« 
lElnien  yC,  9C',  7C",  etc.  und  CQi\CQ-\\  CQ"  eto.,  »dcUe  die 
BwunilHuie  sSinmtlich  unter  dem  Wuitel  9j=Arctan -sclineiden,«« 
Bkntl  man  ^vledpr  die  letzteren  a\s  Projektionen  der  eretercn  anaetieri. 
K'  Unter  den  Werthen,  tvelclie  <p  Ilaben  kunn,  sind  besviider^ 
Ehe!  von  Wicbtigkeit 
R  ^  Für  v=90"  erhält  man  nämlic^  pach  (5) 

^^<>nM|<iTT'>  >il     .-.  ■  '  ^  aa^u,  y  — 0." 

Bies«  X  und  y  sind  die  Ooordinaten  des  Punkte»  o ,  ivekheu  tnan 
Bl'ider  P«Tspetitive  den  Augen|tunk(  zu  nennen  pflegt;    aiau:  die 
Wrojektionen  aller  Geraden,    tvelche  auf  der  Grundlinie  senkrecht 
HtliieDi  vereinigen  sich  im  Augenpunkte. 
^    Fehler  ist  für  91^45« 

■  x^=u,  i/  =  t. 

Barch  dieae  Ooordinaten  wird  ein  Punkt  «  bestimmt,  ivelcher  aul' 
Bfm  Horizonte  in  der  Entfernung  ov=:Oo=l  liegt.  Man  nennt  ibn 
Hm  Di6tanit|>uMkt.  Also:  die  Projektionen  aller  Geraden,  n-elcbe 
Hh  GfUndlinie  unter  einem  halben  Aechten  achiteideB,  vereinigen 
Bch  im  Distai)Z|Junkte. 

f.  Hieraus  ergtebt  eirli  das  geivühnliche,  sehr  bekannte  Verfahren 
bpr  Aufsuchung  der  perspektivischen  Projektion  eines  eeeebenen 
^uktes.  Man  denke  Mc.h  zunächst  die  Ebene  (£)  (Taf.fli:  Fig.4.) 
hm  Q0<*  nach  unten  zu  um  mn  herumgedreht,  so  dass  sie  mit  der 
Reriängeruug  von  (e)  zusanunenfallt ,  sei  ferner  o  der  Augen-,  v 
Hn  Distanzpunkt  und  in  der  Ebene  {£)  der  Punkt /*  gegeben,  des- 
Hn  Projektion  p  gesucht  wird,  so  verfahre  man  folgeodermassen. 
K  Man  f^lte  von  P  auf  die  Grundlinie  mtt  die  Senkrechte  PJH 
u^  mache  MP^MP.  Darauf  ziehe  man  nach  dem  Augenpunkte 
raie  l;ierade  Mo,  nach  dem  Distanzpunkte  die  Gerade  Pv,  so  ist 
Mn  Durchschnitt  p  heider  Geraden  die  gesuchte  Projektion  dect 
URtinkiee  P.  Denn  die  Gerade  Mo  ist  die  Projektion  der  ins  Ub- 
MPdliche  verlängert  gedachten  MP,  Po  die  der  ebenfalls  los  Ud> 
^ndlicbe  verlängerten  PM;  folglich  der  Durchschnitt  von  Mo  und 
aPv  die  Projektion  des  Durchschnittes  von  MP  und  PM,  d.  h.  des 
Vonktes  P. 

ET"  Diese  Construktion  lässt  sich  ebenso  leicht  umkehren,  nenn 
nten  nKmlicb  P  sucht,  sobald  p  gegeben  ist.  Man  zieht  dann  die 
USer{ul«a  <ip  und  vp,  verlängert  sie,  his  sie  die  Gruitdiioie  mn  in 


2T8 

JUT  und  P  echoeiden,  errichtet  dann  in  B  eine  Senkrechte  auf 
mn,  und  nimmt  MP=:MP',  «o  ist  der  Punkt  P  gefunden,  äesseii 
Projektion  p  sein  büII.  ?{ach  diesen  Vorbereitungen  irollen  y^i% 
nun  verschiedene  metrische  Relationen  untersuchen,  ivelche  swtl' 
sehen  den  Gebilden  der  beiden  Ebenen  (£)  und  (e)  »tatt  finden, 


Es  sei  in  der  Eliene  (e)  ein  Viereck  abcd  (Taf.  III.  Fig.  sA 
gegeben ,  dessen  Gegenseiten  durch  schnitte  p  und  a  beissen  müge^j 
nehmen  vi'irdie  Linie p^ als  Horizont  und  ziehen  belieliis;  dieGrundhaW 
m»  \\p^,  so  müssen,  wo  man  auch  den  Augenpunkt  o  in  ;io  auneÜ 
—  ,  die  Linien  ab  und  cd  die  Projektionen  solcher  Geraden 
eil  eich  der  Durch* 


cinamler  parallel  lantci 
schnitt  j>  von  ab  und  cd  auf  dem  Horizonte  belindet.  Das  Nänij 
liehe  wird  auch  von  den  Linien  ad  und  bc  selten,  so  daes  also 
die  Figur  ABCD  in  (£),  als  deren  Projektion  man  sich  abc^ 
denken  kann,  durch  narallele  GegeDseiten  uegränxt  wird,  d.  h.  elÄ 
Parallelogramm  ist.  Diess  gilt  für  jede  Distanz  oe\  legt  man  aber 
dem  in  (£)  befindlichen  Paralleloeramme  besondere  BedingungeD 
auf,  so  bleibt  auch  die  Distanz  nicht  mehr  willkührlich,  ivic  man 
sogleich  sehen  wird.  ^1 

1)  Alan  verlangt,  dasa  dafi  Parallelogramm  ABCD  ein  Recht) 
eck  werde.  ^  I 

Es  sei  der  Augenpunkt  o  willkührlich  znische»  p  und  9  g«n 
nommen,  op^y,  o^^=w',  die  erst  noch  zu  bestimmende  Distana 
ov  =  t,  W.  CAß=<p  und  W.  A'CD  =9',  so  ist  nach  Formel  (6)  und 
dem  Folgenden 


Da  aber  ABCD  ein  Rechteck  1 


-  =  tany,  ^=cotqn. 
woraus  man  darch  ftlultlplikation  erhält: 


Diese  Gleichung  zeigt,  das«  zwar  o  beliebig  eenomiiten  wei 
darf,  dass  aber  dnno  die  Distans  ov  die  mittlere  ProportiotraK 
zwischen  np  und  01;  sein  mnss.  Beschreibt  man  also  ßber  pt/  ah 
Durchmesser  finen  Halbkreis,  so  ist,  für  o  als  Augenpuitlcl.  dl4 
Ordinate  os^=o(i  genommen  die  nütbige  Distaaz  und  p  der  Dlstan»- 
punkt.  1 

2)  Soll  ABCD  ein  Rhombus  vierden.  so-im1ssen  sich  die  Di^ 
KODtUen  AC  «ad  BD  recht» iuk lieh  schneide».  Selien  wir  nieder 
die  unbekannle  Disliini  01'  =  ^,  fo=f,  ja=y',  \\.iriieFf  =  ^,,}^ 
W.  i)'Ä'£=ijj',  so  ifii  äfaoUcli  wie  fruner 


XTft 


«Jff— '♦  ÄfiT  ünufRA 


^^i^^ru^K^ 


f-ff/A  (=*^> 


■.l.i-!     il.-..:     ll(»I> 

'  folgt.  Wenn  also  o  beliebig  aul  fy  genomtnen  »inl,  ^o  iiiiMii  dftf' 
DistaiiE  ox:=:or  die  iiiitliere  Proportran^l^  zwischen  fo  und  17»  sein. 
Besclireibl  man  also  über  fif  a\»  l>ur<]hme»eer  einen  Halbkreis,  so 
ist  für  jeden  beliebig  zwiscbnn  /  und  if  genommenen  Aii|;enpunkt 
«  4Je  WcUniite  Dl  die  Dii^tanz.  also  c'dcr  Diatanzpunkt,  wenn  oe 
=^. gemacht  it'ird. 

3)  Soll  endlich  ABCD  ein  Qnadrat  werden,  so  inaKeen  beide 
bisher  gefundenen  Bedin!;inigen  glcicbzeitis  statt  finden.  Ksllt  man 
also  von  dem  Durdiscbnitte  s  beid^  Halbkreise  i'ibcr  jhj  und  fu 
ifÜM  Senkrechte  %o  aul'  den  Horiiiont,  so  ist  oder  Augeuiiunkl  und, 
wenn  ot>=^os  genommen  wird,  r  der  Dlstun^spunkt. 

Hat  man  in  jeilem  Falle  Augen-  und  Uifitanzpunkt  bestiuinil, 
>  lassen  sich  nun  lolt^bt  nachdem  aju  Ende  des  vorigen  Paragra- 

I  gezeigflen  Verrabren  die  den  gegebenen  Punkten  a,  0,  c,  tl 
topraehender)  A,  B ,  C,  ü  aul^nden.  1 


§•  4. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  den  perfipektiv Ischen  Projektionen 
I  Kreises  lieMchüftigen.  Zu  ^russerer  Einrachhoit  Netzen  ^vlr 
aus,  dass  der  Mittelpunkt  des  suprojlzirenden  Kreises  in  (^  auf 
,■  verlängerten  Augenhöhe  lieste  (Tal'.  IV.  Fi^  i:)  und  dass  der 
jwls  die  Grundlinie  mn  berühr^.  Nehmen  wir,  wie  bisher,  die 
Higenbühe  und  deren  Verlängerung  2ur  Abscissenachsc  und  den 
Porchscbnitt  derselben  mit  der  Grundlinie  mn  zum  Anfangipunkt 
r  Coordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des  geget)cncn  Kreises  in  (£) 


Y^='iRX~X^, 


(7) 


robri  R  den  Halbmesser  desselben  bezeichnet. 

Um  jetzt  die  Gleichung  der  Projektion  unseres  Kreises  zu 
kden,  brauchen  wir  bloss  die  Gleichnagen  (3)  und  (4)  in  Anwen- 
tng  za  bringen,  durch  welche  statt  der  Coordinaten  A.  l^in  {K) 
ün  Coordinaten  x,  ij  in  (c)  eingerührt  werden      Wir  erhal- 

/   n,j  y _^Rtx      (  ix  \-'  11U.J..    -,...i; 

I  nach  einer  leichten  Reduction : 

,/  =  ~  (2ftHfj— {2ft(  +f«)a:a| , 


I 


MaD  erkeDDt  hierin  sogleich  die  Gleichane  einer  Ellipse,  nur  er- 
sieht man  nicht  sogleich  die  GrÜsse  und  Lage  derAcheea.  Diese 
bestimmt  man  durcli  folgende  Vergleichung.  Rechnet  man  in  eiaei 
Ellipse  die  Coordinaten  von  einem  der  Endpunkte  der  kleinea 
Achse  ao ,  wobei  diese  die  Abscissenachs'e  ist,  und  bezeichnet  die 
g;r9sse  Achse  mit  a,  die  kleine  mit  b,  so  erhält  man 


»•=pt 


'")■ 


(9) 


lilimint  man  dagegen  die  grosse  Achse  als  Ahsci^senacfase  aai 
einen  ihrer  Endpunkte  aU  Aurangepurjkt  ,c|ei;  Coordinat.^n,  so  haf 
man  für  die  dätnlicheti  ÄchseD  a,  und  6;  '        , 


-ä(2«a:-:c'). 


(US 


'""^iiae  Forme, 
Ellipse^  eil)  Kiels 


geher 


,  sn  sageiM 


Über,     wenn  fc=:n=r,    also  die 
r  beide  Formen  «>fi  ist,  so  küB* 

nen  wir,    den  Quotienten  ■,-§  oder  —^  mit  9  bezeiehi 

1)  Ist  f^l,  so  ist  die  kleine  Achse  der  Ellipse  die 
eenachse  und  ihr  Endpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten. 

2)  Ist  9=1,  so  ist  die  Ellipse  ein  Kreis. 

3)  Ist  9<1|   so  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse  die  Absei» 
senacnae  und  ihr  Endpunkt  der  Abfang  der  Coordinaten: 

Diese  Criterien  Jcünnen  sehr  leicht  auf  die  Gleichung  (^ 
gewendet  werden,  wenn 


genommen  wird. 
1)    Ut  nämlich  ^ 


2P/+P 

9=-^?- 


i*<2fi(  +  (2_ 


so  sipd  die  Abseisseu  uuf  der  kleinen  Achse  gerechüet.      Da  qj 
unsere  Abscissen  in  der  Üiclitung  Ap  gezählt  werden,    so    folj 
dass  die  kleine  Achse  der  entstandenen  Ellipse  iD  die  Gerade 
fSllt,  mithin  die  grosse  Achse  der  Grundlinie  mn  (tarallel  liegt. 

Die  Werthe  der  Achsen  selbst  siud  uehr  leicht  zu  bestinuneA 
man  erhält  nämlich  durch  Vergteicbung  der  beiden  Formen  1 
und  (9) 

,         Rh  ^_J^i_  ,, 

Besondere  IVIerkwardigkeiten  bietet  dieser  Fall  nicht  dar;    t 
gegen  bedürfen  die  Fälle  (2)  und  (3)  einer  näheren  Ansicht. 
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jSoli  die  Projektion  ;<1es  ^egelioneo  Kreises  (f.  i.)  iwifäet.,W 
Kreia  .iir^rden>  so  muss  ilic  (ileicliuug  (S)  auf  die  P.otia  .:  ..,i  /,  .r 

y^=f%rx-^x^  (12) 

nTficfegehen ,    in  welcher  r   den  Halbmesser  des  neuen  Kreises 
bcfleutel^  oder,  was  daa  Nämliche   isl,    der  <jui^t!ent,  welcher  i 


1 


also                                          .        ,..,.,, 

odfV')»-.,    M,    .  u  .^>    rA-   ....i'Jin1-N, 

«■=2fi*+i', 

(«)' 

i>  1;  ^-lu.  t..i>ii  i^V'il  '» 

"^SÄ  +  i' 

M 

•rodnrch  die  Grösse  des  neuen  Kreises  liestinimt  ist.  Werfen  wit 
mit  noch  einen  Blirk  auf  die  Glcichnnß;  (13).  Wir  hatten  gefragt, 
unter  weichen  UnmtSnden,  d.  Ü.  für  ivelcbes  Verhäitnixs  zwischen 
Aq^enhltbe  und  Pif^tanz.  die  Projektion  eines  Kreijses ,  vrieder  ein 
Kreis  werden  kiiniie.  Diese  Frage  beantwortet  uns  die  Gleichung 
(13),  vtvlche  zn'ar  die  Augenhiihe  ubd  Distanz  nieht  unmittelhar, 
alKr  doch  eine  Relation  zwischen  beiden  gieht,  welche  eine  derMl- 
beo  trillkfihrlich  iinKunehmen  gestattete  Jene  Relation  ist  aber 
nitibts  Anderes,  als  die  Gleichung  einer  gleicbseitieeir  Hyperheli 
worin  R  die  Halbachse,  -  n  die  Ordinalen,  t  die  Ahsctssen'(vt>in 
Scheitel  aus  gezählt)  bedeuten.  Der  geometrische  Ort  des  Projekt 
^n»c«ntrl  (Pist  aHo  eine  gleinbsetttge  Hy^ieriiel,  welche  den 
ideii  Krei>«cs  «Ur  A  " 


Hbithinesser  des  züjirojizl 
attderen  VVortcn  (Tut'.  111.  Fig.  6.) 


r  Achse  hat,  oder  mit 


Wenn  das  Projekttonscentrum   auf  einer  gleichselti^n  Hyper- 

iHil  fortrückt,  deren  Ebene  senkrecht  durch  A  auf  der  Ebene  C/H' 

lefitund  deren  Halbachse  =CA  ist,  so  bleibt  die  Projektion  des 

jnw'^iiiit'  CA  n\s  Halhmesser  beschriebenen  Kreises  in  der  Eben« 

'  "^*f  Immer  «in  Kreis,   dessen  HaH)meeser  nach  Ponnel  (14)  gefun- 

Wfacn.nuiD-  ''.'' 

§.  f,. 

Wir  wenden  uns  jetzt  in  dem  dritten  der  in  §.  4.  betrachteten 
,  wenn  nämlich  das  dortige  q'<l,  mitbin  vct'tnöge  des  Wfcr- 
■es  TOD  9 

a«>2Äf  +  i«  , 


Wu  erbalten  dann  durch  Veigleichuog  roff  (G^'ndB XW) 


.ullxiil 


und  hier  liegt  die    grosse  Achse    in  der  Aiigenhuhe,    folglich  i 
Ideine  der  GnindÜDie  parallel.     Dieser  Fall  ist  reich  an  «chflm. 
analytische»  Beziehungen.'    So  erhKIt  man  z.  B.  aus  dem  Obig«*^ 


■ilfhi'   (li    . norfuji^Jitl 


-  ipi  so  folgt  jetzt  die  interessante  Prn)iortio 


ans  welcher  man   leicht  eine  Conatmktion  der  in  (c)   zu  zeichDato| 
den  Ellipse  ableiten  kann. 

Nennt  man  cdie  lineare  ExccntricitKt  der  Ellipse  c^V^ 
SCI  Cndet  man  ans  (15)  '  " 


iR  +  t  ' 


,»V<n>r; 


Aii' diese  Formeln  wollen  wir  noch  folgende  lletrachtunganschlleiU 
irl^Nimmt  man  in  Bezug  auf  unsere  Ellipse  in  (e)  die  durch  i 
Au@eB|)unkt  gelegte  Uorisiontale  als  Polare  an>  so  ist  der  augel 
(ige  Pol  nichts  Anderes ,  als  die  Projektion  des  in  (,E)  gelber 
t^ismittelpunktes.      Alle  durch  diesen   gehenden  Jiini«u   < 

nämlich  von  demselben  und  dem  Kreise  in  drei  Pupktfln  gc   

t0n,<  welche  mit  dem  uneodlicb  entfernten  Punkte  der  (leraden  ■ 
System  hatinoniscii  liegender  Punkte  ausmadten.  Die  Projektil 
einer  harmomachen  Geraden  ist  aber  wieder  harmonisch  gethet 
In  (e)  aber  entsprechen  der  von  dem  Kreise  in  (£)  durchschnitt 
neu  Geraden  eine  von  der  Ellipse  geschnittene  Gerade.  deWB 
lieh  eotfernten  Punkte  ein  l^iiikt  auf  der  Horizontalen,  yvt 
mit  jenen  XMei  Punkten  der  Ellipse  in  einer  Gerade«  liegt,  fol^ 
musB  1  auch  dem  letzten  der  harmonischen  Punkte,  d.  h.  dem  K 
inittelpnnkte,  derjenige  Punkt  tn  (e)  entsprechen,  welcher  der  v'l  . 
harmonische  zu  den  drei  schon  gefundenen  ist,  d.  h.  der  barn 
nische  Pol,  mithin  ist  dieser  die  Projektion  des  Kreismittel 
tes  in  (£). 

Mau  könnte  nnn  die  Frage  aufstellen,  oh  es  nicht  müglich  s^il 
das  Projektion  Seen  trum  so  zu  legen,,  dass  der  Pol  mit  ein^i  derl 
Brennpunkte  ziisamnien  l^illt  Hierauf  i»t  die  Ant^tort  folgendev 

Nennen  wir  x  die  Entfernung  des  harmonischen  Poles  fob  4 
Grundlinie  inn,  so  lässt  sich  dieselbe  mit  Hülfe  der  Gleichung  ( 
finden,  wenn  man  bemerkt,  dass  für  den  harmonischen  Po)  iE= 
ist.    Wir  bf/iiW  alsa: 


_  *« 
-Tl+i 


Soll  Dnn  der  harmonische  Pol  mit  dem  Brenopuokte  (es  kaBD 
der  ollere  sein)  zusBmnienl'allcn,  ao  miies  x  =  a  +  r  wor- 
aus dareh  Substilutioii  der  Werthe  von  x  und  a  +  c  uus 
(17)  folgt: 


1 


2«+l 

,:U-3'di;'^r.ke  Seit«  L(«^'l^t^;»uH:  •^'"« 
■der  durch  Transposition 

fotgt  '  'li 


=Ä+(,  (= 


-ß. 


(18^ 


Riss  ein  fibemtscfiend  einfaches  RemItatI 
Will  ninn  also  e'mtn  gegebeneti  Kreis  so  projt^iren,    dasn  ip 

r  entstehenden  Ellipse  ein  Brennpunkt  mit  dem  barmonischeb 
»I  la  Bezug  auf  eine  noch  zu  bestimmende  tierade  ensanimen- 
"le,    BO    hat  man   folgendes  Verfahren   tu  )>eohachten  (Taf.  IV. 

'  Durch  einen  hclicbigen  Punkt  A  des  gegebenen  Kreises  Ie"c 
«  eine  Tangente  und  ziehe  von  dem  Mittejpnnkte  C  die  Sent- 
ktfte  CA.  Auf  ihrer  Verlängerung  Ober  A  hinaus  nehme  man 
M  Strecke  Ao^AC  heliebic  und  o  ata  Augenpunkt.  Hleraof 
Rche  man  Ac  =  AC,  ziehe  durch  o  eine  Senkrechte  auf  Ao  und 
*  Dfe  RUf  ihr  oitsroc,  ao  ist  v  der  zugehitrl^  Di.stanxpunkt.  Fro- 
rt man  mit  Hülfe  beider  Punkte  den  Kreis  in  {E).  auf  Mi  so 
^^rfiSlt  man  eine  Ellipse,  deren  Brennpunkt  c  zugleich  der  Ppl('tt 
lezog  auf  pr  als  Polare  ist. 


k 


Eliiti^e  nene  Bevreise  Von  Üehrsätxei 
auH  der  Sllementar- Stereometrie. 


Herrn  Prof^sor. J>r.  H^sse:.!  zu  Marburg. 


Die  Lehre  vom  Rauminhalt  der  Küriier  ist  bekantitUch  auf  dal 
Satz  eegrütidet,  dasa  zwei  dreleeittge  Pyraiiiiilert  von  gleicht 
Grundilächen  und  gleiche»  Hüben  gleichen  Rauniin halt  haben.  D 
Beweise  dieses  Lelirsatzes,  welche  bisher  bekannt  sind,  simtslM 
solche,  die  mehr  in  das  Gebiet  der  hühern ,  als  !□  das  der  Eleraei 
tamiathematilc  gehören,  sogeoannte  Exhanstionsbeireise.  Ein 
von  diesen  Beweisen  ist  der  in  deri  Gerlingschen  Ausgaben  d 
reinen  Mathematik  von  Lorenz  enthaltene.  '■>' 

Aufmerksam  gemad^t  durch  G.aus^,  das»  es  wünschei 
sei,  diesen  Beweis  durch  einen  m6hr  elementaren  zu  ersetze) 
dass  man  bis  jetzt  nicht  einmal  einen  elementaren  Beiv«i^.  rfiftd 
Satz  besitze,  dass  dreiseitige  Pyrantiden,  die  einander  g^vplii, 
lieh  gleich  sind,  d.  h.  sich  wie  rechts  u;id  liuk^  Terhaltpn,jgl^cb< 
Rauminhalt  haben,  bescbältigte  sichGerling  mit  diesen. Aofgabi; 
Er  (and  für  .die  Gleichheit  der  Grösf'e  zweier  aegenbildlich,gleicj 
Pyramiden  einen  den  Anforderungen  genQgenclen  Beweis  undisa 
AUttbeiluogdariiberistdie  Wanli^sBunf,  daW^uch  ich  midi  mild 
fraglichen  Gegenstand  beschäftigte,  da  der  von  Geilrns  gefi 
(Jene  Beweis  mir  ein;  zu  complicirter  su  sein  schien.  —  ßh,fei 
es  für  ani^emessen,.  das  (»ei  dieser  Gelegenheit  von  mir  Gofiui^i 
dem  mathematischen  Publikum  vorznlegeB. 

Ich  setze,  voraus,,  dass  folgende  Sätze  bereits  bewje^n  «_,^,^^ 

I)  Parallel^ipede,  welche  gleiche  GrundBiicheo  undgijeichejH|i^i|| 
haben  ,    sind  gleicjh  gross. 

•2)  Ein  gerades  dreiseitiges  Prisma  ist  die  U&lfte  eines  Paralte 
pipeds,  dessen  GrundHäcbe  doppelt  so  gross  als  die  des  dreise' 
gen  Prismas  ist  und  dessen  HOiie  gleich  der  des  Prisma«  ist. 

3)  Jedes  schiefe  dreiseitigePriama  (Taf.lV.Fig.2  ^.)  lässt  sit_ 
umwandeln  in  ein  gerades  (Taf.  IV.  Fie.  2ß.)  von  demselbenQa^ 
schnitt  und  ebenso  grosser  Länge  der  Seitenfeante. 


ibil 

,  .cht 


£s  Ut  MnÜdilin  J  noibib.!.,  ■-.!.  ii-->.>..i.:  m',1  ■üh  t,„u  .t\  

rTaf."ITpPIg.'a!i<J-'  l-''''-'-ij'^_'"tTrf:'itV.iirrfi.  i'A  ''-"'  ""'J' 

I  titil  a^a,  und  b^b,  ist    <  :  ^       >  -         ...1      i    I 

V^gleiche  Oerliags  Ausgalic  x'on  Lorenz.'  '    ' 

4)    Zwei    dtti3ei%6  Prismen    von  cleicfaon    GruodH.'ü'hoii  und 

I  {^eicbPti  Heben  Sinei  eleic))  groxg,    »oiViihl  dann,    ivcun    In  lie'idlen 

i  dtarpaiaüelöifniinina tischen  (Seilen')PI;ichen,  alfa  an^h 

in    lieiilcn  Prismen    die  dreieckigen  Flächen  a\n  die 

Cntndfläcben  betrachtet  werden. 

Der  Beweis  üieses,  ij«tzeg  ist  In  vielen  Werien  imrolIstSpdtg, 
dnViri  der" dritte  .Sali  Milt,    auf  den  er  sich  erflridM.     Li  der 
^Uüeabe  von  Lorenz  ist  er  volIgtUiidig. 


§.'  j,,|  Etiili^iuog.  3^vei  ähnliche  eornile  I4Biei|  vlfi  uiiil;r)äi 
die  einai>der  parallel  sind,  sind  von  ^loicli.^rKicIitq^OK  derüli  n- 
lichen  (t-leichiiamiKCii)  Knde.i  (was  .lur<'l.  {jy?)#(,.(!.)  be/.eich- 
»el  irerdcii  kamt),  Ml-üti  sie  mit  dfr  Vi.rliiniiurijrslJiii«'  Aa  der  ABr 
!iiHj,'«|.onMe  iiii.ere  (Jeijeinvin  k  c]  fj.tti  tin.i  ftti-'f  l.ildeh! 
lue  ijtif  einerlei  Seite  vnn  Au  liei^eii  und  t-ijiailr!er  7.»  xw'iä 
rccbleti  Winkeln'  ehjütizen,  also  nur  diinn  gUicb  Mttd,'  wenn  fefe' 
tfcht*' 'IVlHliel  sind;'  siesind  aber  von  V'ti't"{^'^t'(^ij'g^8^tztö'i| 
RiehtiniR  «1er  iihnlichen  Enden  (ivas  durch  (5^)':H:'pj'l.e'. 
xtichilM  Wierdw  kann),  Wennisie  Mit  ilal.glst>olieiihiiere^«ch- 
afiwinkel  BAanUd  dM^ibild^n.  liSiehäTan  rv.  .!>>.'%  .un« 


.'1  ^,%  Etklar.a-tiß.  .  Aehnlicbe.  d:<*»B«i:tlge  Py.raBtlden 
aiai'<soiehe',  die  sich  ai>  eufiaiHiiueaätrilUn  Iftsdeiiv  Üue^  Jede'Ksn« 
MIMeMdeü  euianilparallelitäl  >nilt-etti)erf>Utr  'ent«inech«udeiti<Maii- 
tenfinie,  d«i;  rmdem.  1    -' 

■Sie  heiasen    ehenhildlich    Uhhllcb 'fet^'^Tche' ^«irjii   und 
gx^.ijlb  Taf.  r\"  Fig.5.),  .venrMläbeij>Mvele|Tiai)ae>ent^>^^etjdfl 


fiSci 


i  äbiVlich 


be 


cleiche   mcbturiit   ibr^r    Sh'nli^ÜM 

die  RicbtürtäeH '  Ulrrf  KbnrfcJHfen'EfldEi 

■"-  »-"'J-"  »--"^=5en  ijy^ierilll'ia'- 


Jlimiciie)  K^utenliiiien  auch 

Efldwi^abeit :  sind  dage^eti  fl , „ .,    _,._. 

^eigr^Hdesetzt,    so   heiSsen    die  beiden  l^-faüAiflen'jj^j^eriHria- 


Jen  einer  ui^d 
inander  selbst 


cbrsaly.     Sind  /\i*i  dreiseitipe  Pyranii 
jhrselhcn   drilteti  el>eiiliildlii'h    »hnlicb  oder   8iud    l>ej 
n  dritten  eeü;oi>ljildlich  ähnlich,  so  Nind  lieiile  e 
ich  .'ihnlicb. 

IT  eis.     Werden  difl  drei  .verglicheaen  Pyramide»  P,  P,  P 

V'^rilcbe  Zusajnmepstelluiig  petii'acht.dass Ihre  ähnlichen  Kauten- 

"  "en  einander  parallel  Rind,  S«  ist  hhersten  Falle  jede  Kantenlinie 

(  P  parallel  mit  den  entsprechen  Jen  Kaütenllnien  von  P  und 


von  P,  und  die  Richtungen  der  ähnlichen  Enden  siad.  gleich, 
iliiss  auch  j^de  Kantenlinie  von  /*  parallel  istider  ihr entEifirechei 
den  'KaiiteBÜttifl  Von  P  und  t»it  ihr  gleiche  KicbtiitH;  der  ähnlichfln' 
F.nden  hat.  Im  zweiten  Falle  aher  ist  jede  Kanteidlnie  von  f*  paral- 
lel und  von  entG!ft^ngefeetzter<  Hicbtung  der  Enden- mit  den  ihr 
entsprechenden  Kanlenlinien  von  P  und  von  P,  neshalb  jede  KaU' 
ti^üliiiie  von  P  pur.illel  \»t  der  ihr  eiitf-prechenilen  KäiitenliDia  von 
2*iuiid  mit  ihr  gleiche  Richtung  der  hholichen  Enden  hat. 

6.  i.  Erkl.trung.  Sind  znei  dreisoitifie  Pyramiden  b  nnd 
ß  {Tat.  IV.  Fig.  7)  einander  eben  bildlich  ähnlich  jmd  es  ist  ein« 
Kaiilcnliine  c,v,  der  einen  an  Lunge  gleich  der  ihr  entspreche«; 
den    Kantenlinie  c„y.,   der  andern    (mithin  jed?  Kanteiilinie   d^ 


andern),    eö  i«»  jede  e 


I  Ehe 


nide  ist  ihrem  Ebeo- 


iiseitige  Pyi 
KiJrperinlialt  gleich  gross.  —  Bf-' 
c(Jni,'ruente  Zusammen  Stellung  versetzen. 

^ ,  §.  IJ. ,_  E  ck  1  a  r  u  Bg.;  Sind  z«  ei  dreiseitige  Pyraniiden  (Taf.  I^ 
Flfg.'i^.)  finander,  gegenbildlich  ähplich  und  es  ist  eine  EantenLiqfy^ 
Cj/.ii-'r  eiii^fi  iHi  liän^e  g|«ich  der  entspreche  od  ^n  Kantenlimä  c,j| 
Atj  'andern  (mitliln  jede  Raitteiilinle  der.  einen  gleich  der  ente|iif|| 
(;h,enden  Kantenlinie  de^  andpru),  so  heisst  die  eine  ein  Gegen 
hild  der  andern. 

r  6.7.  Le.ltrsntz.  Jede  dreiseitine  Pyramide  o  (Taf.  IV.' 
8j  «der  itundY>  Fig.  7i.>)  und  ihr  Gect^tfbild  b  halmi  gleich  gri 
Kiirperinhalt. 

.    .l'lleM-ei')).     Main'Terbkide' li  tind  bso,  nie  a  undjJ  (Taf.  I 
Figj7.)  Twrbun«Ien   sindl,   d.  h.  so,    dass  die  gleichen  Kautenliii 
ci|t  id)d  c,.y.,\n  einpr  «nd  derselben  ihn^nglei^hen  Linleoul' 
und  entgegengesetzte  Richtung  haben  ,  ivährend  (c,,  a'„\  ^  f 

•«t6l{<>n,,Uucn '(.«eil  .parallele  Kbenen.    die  von   parallelen  E 
di^rct^clmitien      lyerden  ,      parallele     DurchEchniltsliniea    liefi» 
X^.,t„  ^  3-Z-.  mithin  auch  («eil  die  Wink«!  txjc..  und  i„x„a: ,  J, 
sie   mit  einer  Linie  xx„  bilden  nürden,  innere WecbseKviiüiel  sin 
(.r^,)#('x?)  Ui.     Stellen  nnn  in  Taf.  IV.  Fig.  9.  cs«  = 
und   c„y,,.T„z,,  =ß  die   so  \-orI>un denen   Pyramiden  dar,  so  ^ 
ßngere  man  die  Ebene  xi/i  aber  j;i/  und  die  Ebene  c„z„x„  ' 
c„i„  hinaus  und  lege  durch   tix  und  m.,  eine   Ebene  j:ut„m 
Mird  ein  vierseitig  p^-ra^lidenfu^mig^r  Raum  .-iv(:,,Ri((=:rf  begi 
der  mit  jeder  ^^  beiden  Pyra^id^n  a  und  ß  eirkzeln  zusan 
DOnuncn  em  dreiseitiges  Prisam  rf+a  oder  d-^^ß  bildet.  ,,, 

G«  eutsteÜieu  uSuiUch  DujchstJuiittsliuien  om,  xtn  und  s,,n 
und  es  ist 


i)  w«#i^:tJ;i„a-„  als  UurchKrhiiittsliiiie  ilor  iinralldcn  Kliorifn 
I  anil  Cix  niit  der  E^lteue  xm  mul  tveil  i„x,,:^id:  ist. 

iii#t«:  d.  h.  :^vx  )  al«  nurchschnitlslinie  der  (larallHen 
+*-„.    ,1  I.  4+  f  Kburien  x„m  uuil   «x,,  i„    mit   Her 


3)  j^rn^m,,  d.  b.  ^y,,!,,!  "'^  DurchscbDittsliDie  der  paralleleo 
>  Eheiwa  tm  und  y,.  x„  t,,  mit  der 
j  Ebene  kih  und  weil  if„t„^yi  ist. 


#«  d.  h.   #y. 


LDq  nun  X7n#wt„#öi  anAom^ia:  und  i„m#!ur,  so  ist  oih:,,«^'; 

^Hin  dr*i8«itlge8 Prisma,  das'^ui((i^;<rbjrttelit;da  fecner  i„m^f*ar#oj- 
m:^i„3:„  und  arm:^:«!,,,  so  isf  oxmz,,x„u  eiu  dreiseitiges 
i,  das  auN  j!  |  </  lieslelil.    I);i  nun  iilu-r  die  lieidon  liegeiiden 

Bclie    nmmIII;icl.o     :„«r)»     und     irlt-i.Iie    Hr.t.e     h.lbeJi ,'*So'' l3f 
|+a=fl+^,.inltbiu  imch  n  -ß.  .:'{■.■ 

ff>  Anmer  liwTit;.  Fn  ist  leiebt  «inzn^bcn.  duf^n  miln 
tfuwft.xytvi  Vereitle  *iir  HanLlon  (ui«l  «1«-»»».  aurli  iBoiiÜ» 
,.)  UliiitiL-he  m  ntMinet]  halia.  ivenn  .sie  sieb  No^usainiiii-nstefien 
Bsen,  doMi-^^e  nfr><rttoh«  ^ernA«Verbl<iftiti^«R<H«' Krteier  Punkte 
i  einen  jiaraüol  ist  mit  der  \'erbindu<igHlinie  der  cDti«|)recbciideii 
nkle  des  andern  und  dae?)  d'ie  Äehnlicbkeit  eine  ebenbild- 
he  Aebniichkcit  beiose,  wc^b'diil/ei  jede  Verbindungslinie  ineicr 
iMt  iH  eihen.*lew«e,.Rkh.lwfe.,4^.i^itbi)iujj^Bi4;'5nd^i,  )« 
t  der  ihr  |iarallelen  dca  lindeni,  wäbrend  im  Fiiilc  je  ztvei  em- 
'  «ntxpret'hende  ])urallel^''tAiiMi  entgegengesetzte  Uiuhtung 
reo,  die  beiden  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso  die  beiden 
ler)  K^g^"'>>'<"''^b  .^''"''t^''^ '"^■^^^''-  L)uraus  (»Igt  dann 
.t>  daaä  je  zwei  äbolicbe  Vereine  von  Punkton  (und  ebenso 
._t'cwei  Sbiiliirbe  Körper),  bei  denen  die  Gleicbheit  einer  gera- 
I  Verbind^nJ;slinie  z^^eier  Punkte  des,  einen  und  der  ihr  ent- 
'>leben<h!ta  \*rl)tn(hn^jJHnie   de*  UftiWn  l   nti  LKn»»  prktmht  ist, 


ildH'cHHeith  ttdel"*»«  tteg'eribildii.-b  cleifh  i^r^ 
f'rtwJ'dW'iWIssffi'V  'j*   nai;bd«irt;'s!e'clh*nbHdW(*   lihrdicb  *A!r 


{■'«Md^nif 


^«iMIlch^bntlcli  nind:     Eiidfich  s\vM 

"aen,  daen  nictlt  inirje  wv 

rn«  (die  wirli  in  ■Cunfl-i'iietiii  ^T'rseh-.cii  la: 
e  7.HM>i  u'Ogenbildlithglfliübe 
nbalt  babeu. 


1  cbenbil(}l1<-h  gleiche 

sen),    «niideni   Aniä 
Ktirpcr   g1eirb«(i 


VitlltiiTlit  erlaube  idimie  '  Bjrfitcr  tmtcro  Itlittfiei Innren  Gber 
t  Art  und  VVoJ>se,  B'ie,  den  hier  auseesprufibein'n  DeUnilibtien 
iprtchend  ■  die  l.cbie  vmi  der  Aebnlicbkeit  (Iborhaupt  darau- 
|*n"»ln  wörde.  '■'- 


tin(!i«iifM|  i'il'  •j»u!UlIiiiil->nilr>i«'l  »In  \,,:,,*if  .d  .Ii'„aitl  »^ 
i-ib  ttm   ,,s  „i.  ,.w  IwB  WH  ii'iu'itl''l  ■,  ii.     1   , 


XXXI. 


1J<^t>er  die  Ilehnunff  und  das  Zerreis^ 
sen  prismatiscber  Körper  unter  der 
>;oranssetznn^ ,  4la»s  die  spannende 
H^ait  ausserlialb  der  Sehwerpnnht^ 
■,.X        Achse  des  Körpers  wirkt.  i 


^tm  Fabrikee-Commissions-Rathe  A.  F.  W.  Brix 


.1,.;  HereU«  iin;yi«r(flp  Rftö^ift  dieses  Arcbivs.   lS.  SM  u.  i., ,  liab^ 
ifb  0ine,  tbe{(rnt[4f^iVnber^u(W^Dg  fübef;  (ILe  ^ehuui^g  urwiftaiisfrbi— -^ 
SjSjlie,imit,HPH*««twn  Qupr^iAnitten!  mitgcfneUt,  .iBSl,4wi  ic|(,  dl 
mdine -Versuchft  im, .lfii'"i9iJch^ii  ^ewerb^TlustUat  lur  Eriniü*]— 
der  llla«tif:;ii^.,ti^6,  ;^cj).tni«d««is{en^  veriUMa^yfordtn  war.      Cii 

Sieich^  Veranlas^iW^  ,hat.  dje,  vorlieaeiule  ^iitb}:!t„  »iie   iijh  blei 
er,,Oe&«llichl^ert,(ibc^Keh^,    da  di^  jK^su^taÜe  derselben  , liür 
AowenduDg  von  Wicbtigkeit  zu  sein  schciriea,  objlfich  si^ii^j^lbi 
vom  wissenschaftlichen  tStandpunlrte  aus  vielleichl  nur  ein  geriDgi 
Interesse  iii  Ano^nich  nohmen  kann.:  |c]i  babemich  aber  dadnrcl 
nicht. (tbbaUoD  lassen, -die  :niir  von  der  Prasis  gestellt«  Aufieal 
gans  ^elementar  zu  bebandeln ,    uad  es  dürlte   auöb  zu,  bezweife 
sein ,    dass  die  Anwendung  des  hfibern   Oalcüls  kürzer  zum  2Sl,^^ 
geführt   oder  altgemeinere  Rcfiullate  gegeben    haben   wfirde,    idv 
wie  man  sie  ü»  Nachstehenden  finden  wird. 


Es  bandelt  sich  nämlich  .jla(iU)L<  bei  prismatischen  KSrpem,. 
die  nach  der  Richtuns  ihrer  LSnge  gespannt  werden,  die  Dehnung' 
und  demnächst  die  aosolute   Festigkeit  unter  der  Voraussetzung^ 
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zu  bestimmen,  das»  die  »|mtinenile  Kraft  nicht,  wie  es  Eiewuhnlicti 
voraiistiesebet  trird,  in  der  Kichlurii;  der  Schwerpuiikls-At^lise  des 
Küruere,  sondern  in  einem  bestimmten  Abstände  von  derselben 
uatb  {«ralieler  Kichtaiig  ntrkl. 

Bei  der  gewöhnlichen,  zuerst  erwähnten.  Annnhnie  werden  alle 
Fasern  des  Körpers  gleich  gespannt;  sie  erleidi-n  also  gleiche 
Dehnungen  und  werden  zuletzt  auch  zu  gleicher  Zeit  zerreissen,  — 
Die  dieser  Annahme  entsprechenden  Gleichungen  sind  belianntlich 

Fl 

P  =  m.~  xmAP=KF, 

ivorin  P  die  spannende  oder  zerreissende  Kraft,  F  den  Querschnitt, 
f  die  Lfnge  des  Körpers,  il  die  Dehnung  innerballi  der  Elusticitäts- 
mnzej  tn  dos  Maasa  der  Elasticittit  und  K  das  der  absoluten  Festig- 
keit bezeichnet. 

Nicht  so  einfach  gestalten  sich  die  Gleichungen,  wenn  die 
Richtung  der  spannenden  Kraft  ausserhalb  der  Seh w erpunk ts- 
Aehse  angenommen  wi[d.  la  diesem  Falle  werden  die  Fasern  auf 
der  Seite,  wo  die  Kraft  wirkt,  mehr  als  die  auf  der  cutgegeuge- 
setzten  Seile  des  Körpers  ausgedehnt,  und  das  endliche  Zerreis- 
WB  wirf  also  —  auf  Ghnliche  Welse  wie  beim  Zeitrechen  der 
KOrp^T  —  successirc  erfolgen,  indem  die  äusserston  Fasern  auf 
der  Seite  der  gröt^sten  Dehnung  zuerst,  die  gerade  entgegenge- 
setzt liegenden  Fasern  aber  zuletzt  zerreissen. 

Es  stelle  ^CA/>(Tal.V.Fi|;.l.) einen  prismatischen,  vollkommen 
ekstiBchen  Körper  mit  beliebigem  Querschnitte  vor,  der  in  verti- 
hJer  Stellung  seiner  Schwerpunkt«) -Achse  CD  mit  seiner  oberen 
Endfläche  befestigt,  an  seinem  unteren  Ende  aber  durch  ein  in  E 
MifgehSogtes  Gewicht  P  belastet  ist.  Ferner  sei  AB  irgend  ein 
Qoerschnitt  in  dem  Abstände  C&  =  / vom  oberen  Ende,  und  A'B' 
sei  die  Lage,  in  welche  derselbe  durch  die  Ausdehnung  des  i»be- 
ren  KürperatSckes  CAB  übergegangen  und  darin  zum  Gleichge- 
wichte aekorameu  ist.  —  Offenbar  muss  nun  die  Dehnung  AA' 
uf  der  linken  Seite  der  Schwerpunkts- Achse  grösser  als  d!e  BB' 
aqf  der  rechten  Neite  sein,  dergestalt,  dass  die  Dehnungen  sämrot- 
lidier  zwischen  A  und  B  liegender  Fasern  durch  die  Lonvergena 
der  Ebenen  ABnnAA'B'  bestimmt  werden.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  sich  verlängert  in  einer  horizontalen  Linie,  die  im  Punkte 
0  pmjictrt  gedacht  ist.  und  die  nach  Umständen  ausserhalb  oder 
Innerhalb  des  Körpers  liegen  kann. 

Man  kann  dieselbe  als  neutrale  Achse  betrachten,  um  welche 
dl^  Punkte  de«  Querschnittes  AB  beim  üebergange  in  die  Lage 
A'Bf  eine  drehende  Bewegung  gemacht  haben.  Ist  dann  die  Elasli- 
citäl  des  Körpers  mit  der  spannenden  Kraft  P  in's  Gleicbj^ewicht 
gekommen,    so  müssen  offenbar  folgende  Bedingungen  stattünden : 

1)  die  algebraische  Summe  aller  Spannungen  in  AB  müas 
gleich  der  Kraft  P,  und 

2)  die  Summe  der  Momente  aller  Spannungen  in  Bezug  auf 
die  bei  O  projicirle  Achse  gleich  dem  Moment  (/*.  HO)  der  Kraft 
P  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse  sein. 

TbcimT.  J9 


Um  die  diesen  Bediaguoeen  eatsprechenden  Gleichungen  zu 
bilden,  sei  x  der  Abstand  (nH  zn-ischen  der  RichtuDgslinie  der 
Kraft  P  und  der  Scliwerpuuitts-Achse,  «  die  EotfernuDg  OG  der 
Deatralen  Achse  vom  Scliwerpunlcte  G  des  in  Betracht  gezogenen 
Qaerschnittes ,  dann  ist  x-\^v  =  HO  der  Uebelarm  für  die  KraA 
jP.  Bezeichnet  femer  O  die  Spannun«  einer  Faser  von  1  Quadrat- 
zoll  Querschnitt,  die  sich  in  dem  Abstände  ~1  Zoll  von  der  neu- 
tralen Achse  befindet,  so  drückt  az  die  Spannung  einer  gleichen 
Faser  aus,  deren  Abstund  von  der  genannten  Achse  ,=  i  ist. 

In  Taf.V.Fig.  2.  stelle  e  ein  beliebiges  Element  des  Querschnittes 
AB  vor  und  z  sei  der  Abstand  desselben  von  der  neutralen  Achse 
XY.  Betrachtet  man  dieses  Element  als  den  Querschnitt  einer 
Faser,  so  ist  dem  Obigen  gemiiss  (Ti  die  Spannung  dieser  Faser 
(lOr  die  Einheit  des  Querschnittes,  und  für  den  Querschuitt  e  ist 
also  die  Spannung  i~Gie.  Denkt  mau  sich  auf  dieselbe  Wei 
die  Spannungen  ulier  fihrigen  Fasern  bestimmt,  «obei  der  Fact 
e  offenbar  derselbe  bleibt,  so  erhalt  man  für  die  Summe  all 
Spannungen  den  Ausdruck 


m 


£aie- 


J .  £ei. 


Nach   bekannten  Lehren   der  Statik   ist  aber  £ei=Fvi 
'lirt  man   dies   und    lierQcksichti^ ' 
^.jchene  Bedingung  des  (jleichgev  __.. 
tntsprechende  Gleichung 

1)  P=a.Fy. 


Ferner  ist  di  , 

auf  die  Achse  XV  gleich  jr:,  oder, 
gesetzt  wird. 


Moment  der  Spannnng  der  Faser  e   in  BeziA 
'  '  '  '  ""ir  »  der   vorige  WetS 


also  ist  die  Summe  aller  Spannungs-Momente 

Nach  Lehren  der  Mechanik  drückt  £ei^  das  Trägheitsmoment  da 

fanzen  Querschnittes  A'ß  in  Bezug  auf  XY  als  Achse  aus,  ud 
ieses  Moment  lässt  sich  bekanntlich  durch  die  Formel  N^F^ 
ausdrücken,  wenn  N  das  Trügfaeitsmonient  der  In  Rede  befiotf* 
liehen  Fläche  F  für  die  durch  ihren  Schwerpunkt  sehende  Ai^si 
VW  bedeutet.  Ausserdem  ist  P(.r+v)  das  statische  Moment  dej 
Kraft  P  in  Bezug  am  die  neutrale  Achse  A'}',  und  da  zufolge  der 
zweiten  Bedingung  dieses  Mumeiit  der  Summe  aller  Suanmings» 
Momente  gleich  sein  muss,  so  hat  man  dem  gemäss  die  (ileichung 


(2) 


P{x+3)  =  e(y-t-Fi,'). 


Setzt  man   darin   für  P  den   durch   die   Glei' 
Werth,  so  kommt,  da  a  auf  beiden  Seiten  si< 

Fs{x+y)  =  N^Fy^, 

und  hieraus  findet  man  leicht 


«=?> 


ein  Ausdruck,  durch  ivelchen  der  Abstand  OG  der  neutralen 
Achse  vom  Schn-er[)uuk(o  ilcs  Querschnittes  AB  bestimmt  ist,  da 
X  in  jedem  besonderen  Fiille  alu  gegeben  angesehen  iverden  niuss. 
/ufulge  der  letzten  Gleichung  stehen  ü'ie  beiden  Abstände  a: 
and  y  in  einer  reciprnken  Beziehung  zu  einander,  dergestalt»  dass 

Ihr  Produkt  die  cunstante  Grüsse  -p  giebt.     Nimmt  man  daher  den 

einen  gleich  Null  an,  so  nird  der  andere  unendlich  und  umgekehrt. 
Für  die  geiviihnliche  Annahme,  dastj  die  Richtungsliiiie  der  span- 
nenden Kraf^  mit  der  Schwerpunkts- Achse  des  Körpers  zusammen- 
ßUt,  ist  3:^0,  also  i/=zx:  die  Convergenz  zwischen  den  bei- 
den Durchschuittsebenen  AB  und  A'B'  liürt  also  auf,  und  alle 
Fasern  des  Kürpcrs  erleiden  Tolglich  in  diesem  Falle  so  gleiche 
Dehnungen  wie  gleiche  Spannungen. 

Vennittelet  der  gefundenen  drei  Gleichungen  ist  es  nun  leicht, 
Hit  Dehnung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen,  \renn  der  Abstand 
derselben  von  der  Seh« eqnmkts- Achse,  oder  —  bestimmter  aus- 
sedräckt—  von  der  durch  den  Schwerpunkt  G'  (TafV.  Fig.  2.)  mit 
oet  neutralen  AchaoA^l' parallel  geznf^enen  Linie  VW  gegeben  ist. 

Bejseichnet  nämlich  +a  diesen  Abstand,  jenachdem  die  frag- 
liehe Faser  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  VW  Hegt,  so 
istyJb«  ihr  Abstand  von  XY,  und  ii=:a(j/4:a)  dnlckt  die  zuge- 
hÜTtge    Spannung    fdr    den    Quadrutzoll    ihres    Querschnittes   ans. 

Nach  Gleichung  (1)  ist  aber  a  =  -p- ,  und  wemi  dies  in  den  vori- 
gen Ausdruck  von  s  gesetzt  wird,    entsteht: 


I    für  y  den    durch    die  Gleichung   (3)   gegebenen 


W 


FN 


Die  Gleichung  zwischen  dieser  Spannung  und  der  durch  sie 
bewirkten  Dehnung  X,  letztere  für  eine  Faser  von  derLSngo  /ver- 
standen, ist  nun  mit  Röcksicht  darauf,  dass  hier  der  Querschnitt 
jener  Faser  =  1  vorausgesetzt  »Ird , 


wo  m,  wie  früher  erwähnt,  den  Elusticituts -  Modulus  bedeutet. 
Hieraus  fmdet  man  nun  il=:~;  niUliin  nach  Substitution  des  obi- 
gen Werthes  von  s, 


(6) 


Pf    N±aFa: 

mF-        N 


Für  j.— 0,  (1.  h.  für  die  Annahme,  doBS  die  Richtung  der 
Kraft  P  mit  der  ScIiivcrpunlcts-AchRe  zanammen fallt,  lieferD  dw 
Gleichungen  (4)  und  (5)  nach  einander 


i 


Beide  Resultate  bedürfen  keiner  Erklärung,  da  sie  mit  den  bekao^ 
len  Dehnungsgesetzen  elastischer  K<ir|ier  übereinstimmen. 

UebrigeNS  liefert  nun  die  Gleichung  (5)  für  alle  positiven  m^. 
negativen  Werthe  von  a  die  Dehnungen  der  zugehörigen  Faserqy 
trelche  Dehnungen  grosser  uder  kleiner  ausfallen,  jenachdem  dw 
Fasern  mit  der  spannenden  Krall  P  auf  derselben  oder  auf  dct-' 
entgegengesetzten  Seite  der  Schwerpunkts  Achse  liegen.  Für  sa* 
gative  Werthe  von  u  können  die  Dehnungen,  wie  sich  weiterfaiA 
zeigen  wird,  auch  negativ  ausfüllen,  und  müssen  dann  als  Zusam- 
niendriickungen  oder  Verkär>!ungen  der  Fasern   aufgefasst  nerdaQ. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Dehnung  einer  Faser  Kennen  zu  ler- 
nen, die  in  der  Schwerpunkts- Achse  selbst  liegt,  so  ist  a=;0  fll 
setzen,  und  man  findet 

m  <=,-^ 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  x  und  spricht  also  das  alTge- 
meine  Gesetz  aus,  dass  dieUehnunginder  Scb  werpuuktsr 
Achse,  wo  auch  die  spannende  Kraft  wirken  möge, 
unter  übrigens  gleichen  Umstanden  stets  denselben 
Werth  behalt. 

Vorstehendes  Gesetz  ist  von  Wichtigkeit,  wenn  man  den  Ela«K 
ticitÜts-Modulus  aus  dlrecten  Dehnungsversuchen  berechnen  will, 
wobei  in  der  Regel  die  obige  Gleichung  zum  Grunde  gelegt  wird- 
Offenbar  darf  dies  aber  nur  dann  geschehen,  wenn  die  durch  eine' 
bekannte  Kraft  P  hervor  gebrachte  Dehnung  des  Körpers  in  dw, 
Richtung  seiner  Schwerpunkts -Achse  gemessen  ist;  denn  sonif"! 
müssen  nnthwendig  mehr  oder  minder  fehlerhafte  Resultate  eat> 
stehen.  Um  dies  näher  ersehen  zu  lassen,  wollen  wir  die  allg«^. 
meine  Gleichung  (5)  uuf  einige  besondere   Fälle  anwenden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  besonderen  Fall,  wn  der  Quer^ 
schnitt  des  Prismas  ein  Rechteck  von  den  Abmessungen  6  und  d 
ist,  und  setzen  dabei  voraus,  die  Kraft  P  sei  in  der  IVTitte  der 
einen  Seitenfläche,  welche  d  zur  Breite  hat,  angebracht;  dann 
hat  man  bekanntlich  F=()d,  N=^2bd^,  x=:'fi;  also  entsteht 
nach  Gleichung  (5) 


Will  man  hiernach  die  Dehnung  der  Faser  bestimmen,  die  mit  ^ 
in  derselben  oder  die  in  der  gegen  liberstehenden  Seitenfläche  de« 
Körpers  liegt,  so  muss  man  in  beiden  Fällen  n  =  irf  setzen,  und 
je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  \'orzeichen  gelten  lässt, 
erhSlt  man  nach  einander 


In  der  einen  Seitenfläche  findet  also  im  vorliegenden  F^ 
^ne  Ansdehnuits  statt,  tvelclie  viermal,  in  der  andern  Seilen- 
flicfae  aber  eine  Verkü reu n^  der  Fasern,  welche  doppelt  so  gross 
als  die  Dehnung  in  der  8chH'erpunl<ta-Achsc.  Die  neutraju 
Acbse  niusB  ul^u   innerhalb  des  Kuriers  liegen,    und  in   der  That 

Stiebt  sieb    ihr  Altstund  y  von    der  Schiverpunkta- Achse   nach 
eichung  (3).    >ronn   darin   die  obigen  Werthe  von  JV,   F  und  x 
•iDgeEetzi  »erden,  gleich  ]d. 

l  Fflr  einen  cylinarlwchea  Stab  mit  kreisfümiigem  Querschnitte 
pt,  wenn  r  den  Halbmesser  bezeichnet,  F=:7rr^,  N=[m^i  also 
iKtsteht 

PI     T^  +  iax 


Nimmt  man  nun  die  Kraft  P  in  einer  Seitenlinie  des  Cylinderman- 
Mb  an,  so  dass  x=^r  ist,  so  ergiebt  sich  die  Aenderung  der 
Unge  in  dieser,  so  vr'ie  die  in  der  gegenüberstehenden  Seiten- 
Hnie,  wenn  a  bezüglich  gleich  -i-r  und  gleich  — r  gesetzt  wird. 
Es  eotsteht  nämlich  nach  einander 
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*';;;Kir  ^=-2.-T-|- 


mM 


tuV 


1,=5. 


PI 


PI 


«Shreod  sich  zugleich  ^^\t  eripebt.  Die  Werthe  von  Xi  und  jLj 
weichen  hier  aho  noch  mehr  von  einander  ab,  aU  vorbin  bei  recht- 
eckigen Querschiiitlcn. 

DaSB  umi  diese  Ungleichmässigkeit  in  der  Dehnung  der  Fasern 
'ki  genauen  Versuchen  sehr  stürend  auf  die  Ergebnisse  einwirken 
iuiD,  wird  einleuchten,  wenn  man  die  Scliwiengkeit  emügt,  den 
m  prfifenden  Körper  (etwa  eine  dicke  Eisenstange)  an  den  Enden 
^  lafaMeu,  dass  nicht  auf  der  einen  Seite  grilssere  Spannungen 
l^l^tstelien ,  als  auf  der  entgegengesetzten.  Es  zeigen  sich  dann 
tefiort  grosse  Unregclmiissigkeiten  in  dem  progressiven  Fortschrei- 
^^^  itt  Dehnungsgriissen  mit  den  zunehmenden  Belastungen ,  wie 
_  b  das  bei  meinen  Versuchen  mehrmals  wahrgenommen  habe, 
ifcne  daias  ich  mir  diese  Erscheinung  anfänglich  erklären  konnte. 
I  Dnregelmiissigkeiten  zu  vermeiden,  ist  aber  um  so  schwieri- 
■R,  als  es  sich  kaum  ausfuhren  lüsst,  die  in  der  Schwerpunkts- 
Keime  statthabende  Dehnung,  welche  allein  maassgebend  sein 
lÄnn,  mit  Sicherheit  zu  beofouchten. 

Nach  dieser  Aliscbweifung  in  das  Gebiet  der  Praxis  kehre  ich 
irieder  zu  der  vorliegenden  Frage  zurück.  Es  bleibt  nlimlich  noch 
Übrig,  die  absolute  l-estigkeit  des  prismatischen  Körpers,  oder  den - 
jenisen  Werth  der  Kraft  P  zu  bestimmen,  welcher  mit  der  genann- 
'  len  Festidceit  im  Gleichgewichte  isteht.  Zu  dem  Ende  hat  man 
Mch  Gleichung  (4j 


.fF.- 


N 


m 


TTorin  s  die  Spannung  derieDigen  Faser  bedeutet,    deren  Abstand 
von  der  Schnerpunkts- Achse  gleich  a  ist. 

Da  CS  nun  mit  Riicksicht  auf  die  vorliegende  Aufkalie  nur  dar* 
auf  aDkommt,  den  Widerstand  zu  ermitteln,  den  der  Kürper  durch 
seine  Cohasion  einer  Trennung  seiner  Theile  überhaupt  en^egeo 
zu  setzen  vermae,  so  ist  einleuchtend,  dass  hierbei  nur  die  Spao- 
nung  derjenttten  Faser,  welche  am  ersten  zerreissen  ivlrd ,  maass- 
gehend  sein  kann.  Es  darf  also  zuvörderst  a  nur  positiv,  genom- 
men werden,  und  ausserdem  ist  unter  s  diejenige  Spannung  zu 
verstehen ,  welche  mit  der  absoluten  Festigkeit  jener  Faser  im 
Gleichgewichte  steht.  Bezeichnet  man  dieselbe  für  den  Quadrat' 
zoll  des  Querschnittes  mit  K,  so  ist  also 


(7) 


P=KF 


N 
N+oFx 


der  Ausdruck  fiir  die  absolute  Festigkeit  des  ganzen  Körpers.  Vi 
x=Q  entsteht  daraus  P=KF,  welches  die  bekannte  Formel  fiirdj 
absolute  Festigkeit  unter  der  besonderen  Voraussetzung  ist,  dat 
die  zerrelssende  Kraft  in  der  Richtung  der  Schwerpunkts- Acht 
wirkt.     FSlIt  aber    die   Richtung    der  Kraft  mit  derjenigen  Fast 


zusammen,  die  bei  der  Trennung  de 
so  muss  a;==a  gesetzt  werden,  und  i 


Körn 


e  Gleichung  auf  die  vorhin 


1)    für  einen   rechteckigen  Querschnitt   \ 
l>  und  tl:    F~bd,  N=ii\hiP  und  a^ld; 


I  den  Ahmessungi 


Der  Widerstand  gegen  das  Zerreissen  beträgt  also  bei  einei 
vierkantigen  Stabe,  wenn  die  zerrelssende  Kraft  in  der  Mitte  ein« 
der  Seitenflächen  angebracht  ist,  nur  den  vierten  Theil,  bl 
einem  runden  Stabe  aber,  wenn  jene  Kraft  in  einer  Seitenlin 
seines  Mantels  wirkt,  nur  den  fünften  Theil  desjenigen  Wid« 
Standes,  den  die  genannten  Körper  einer  Kraft  entgegen  zu  setza 
vermögen,  deren  Richtungslinie  jedesmal  mit  der  Schwerpunkts 
Achse  zusammenfällt. 

In  manchen  Fällen  der  Anwendung  kann  aber  die  Richto., 
der  Kraß  auch  ganz  ausserhalb  des  Körpers  zn  liegen  kommei 
welches  unter  Andern  bei  einem  offenen  Haken  (  Taf.  V.  Fig.  3. )  dt 
Fall  ist.  Nimmt  man  z.  B.  an,  derselbe  sei  aus  einem  rundei 
Eisenstabe  vom  Halbmesser  r  gebogen  und  setzt  demgemSiss  ffir  P 
N  und  u  die  vorhin  angegebenen  Werthe,  so  hat  man  '  ^ 


^ 


woriu  X  gleich  dem  Abstände  GH  ist.  Sefzt  man  die  ganze  Weite 
des  Haken»  DG^a  and  x=\a,  so  orgtebt  sich  seine  Festigkeit 
durch  die  Formel 

Je  netter  der  Haken,  dei^to  geringer  ereiebt  sich  hiernach 
■eine  Festigkeit,  weshalb  man  in  der  Praxit«  diese  Weite  niemals 
grüsser  machen  darf,  als  es  mit  Rücksicht  auf  die  übrigen  Um- 
stSode  durchaus  uüthk  ist.  In  der  Regel  wird  DG=2.AB  oder 
«=4r  gemacht,  wofür  man  P=i,m-^K  lindet.  Die  Festigkeit 
des  Hakens  beträgt  also  in  diesem  Falle  nur  den  9ten  Theil  von 
der  absoluten  Festigkeit  des  dazu  venvendeten  Eisens  im  geraden 
Zustande. 


XXXM. 


«^ 


Eij^entliümliclie,    leicht   fassliche,    in 
systematischem  Zusammenhange  ste- 
hende Beweise  beliannter  wichtiger 
Sätze  ans  der  Combinationslehre. 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel  in  Marburg. 


1.  Wenn  bei  den  combinatnrischen  Arbeiten  keine  solche  Be- 
«Jirünkungen  vorgeschrieben  sind ,  durch  welche  ein  hliuliserer 
Gebraucb  des  einen  und  ein  seltenerer  des  andern  Elements  bedingt 
wird,  so  rouss  jedes  der  gegebeoeii  m  Elemente  in  der  Gesammi- 
"leit  der  Comprexionen  der  nten  Clusse  so  oft  eiiDialten  sein  als 
laa  andere. 

_.  Wenn  keines  der  Elemente  in  einer  Comniexion  mehr  als 
^«inmal  vorkommen  darf,  oder  wenn  die  erlaubte  Wiederholung  für 
alle  Elemente  ganziinbeschränktoderin  gleichem  Grade  beschränkt 


i. 


2M 

«btl  iiMl«a  darf,  wo  wird  hierdurch  keine  Verschiedenheit  im 
braacb  der  «erschiedeoeti  Elemente  vorgescb  rieben. 

3.    Man  findet  daher,   nenn  keine  eiR^e:KhräiiLt«n  Wiederlii 
Imge«  io  Betracht  kommen,  die  Aozahi  (-^)>  n^elche  an^t 
oft  eine«  der  m  Elemente    in  der  Ge>«ammtheit  der  Conpl« 
der  Rien  Clause  Torkomrat ,  nenn  man  die  Anzahl  (  C\  der  C«nt- 

pleiiofiea  der  nleo  Klasse  aus  m  Elementen  mit  der  Anzahl  m  der 
Elemente,  die  in  jeder  Complexion  enthalten  sind,  mulllplicirt  nnd 
mit  der  Anzahl  m  der  gegebenen  Elemente  dividirl : 


"'■(D-rAD- 


Da  nSmlich  die  »te  Klasse 
der^ellten  n  Elemente  enthalt, 
irten  Klanne 


l  C  I  Coraple 
so^ind  in  allen   Con 
(  C'l  Elemente  ■ 


id  jede  Klaas4 
plexioneo  def 
'n (halten,  mit- 


I  all. 


da  sind  und  von  einei 
Compleiionen  der 

'c")malei 


auH  m  Elementen  jedes  der  m  Elemente 

4.  Umgekehrt  findet  man  daher  die  Anzahl  der  Compli 
der  7iten  Klasse  für  m  Eleiiiente  durch  die  Gleichung 

■«' •■■•©=?  G) 

5.  Wird  if^m,  so  hat  man 

(c)=(^)„d„r 


'G)=©- 


6.  Wenn  man  daherfj^  J  anderweiti;;  bestimmt,   a« 

hat  man  in  derGleidiung/J)  ein  Hülfsmlltel  zurBestim 

mnng  von  fc),    welches     sowohl    für    Permutationen 

Variationen    und   Combinationen    ohne  WiederboloD* 
gen,  als  auch  für  Variationen   nnd  L'ombina  tionen  mV 


unbeschränkten    Wiederholungen    hrauchb 
folgende  Auseinandersetzung  zeigt. 


st. 


«)    Permutationen  ohne  alle  Wiederholungen. 
7.   Ulcr  ist  m  =  w.  also  (?;)z=(j). 
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Bildung  der  mten  oder  nten  Klasse. 
Irgend  eins  der  m  Cleiueiite  lässt  »ich  allen  Complexionen  der 
L  (w— Ijten  Klasse  aus  den_  0"— l)  übrigen  Elementen  ansetzen,  und 
I  au  an, jede  in  m  verschiedenen  Stellen  (als  erstes,  zneilcs,  drit- 
I  In  u.  s.  w.  mtcs  Element)  *) ;  kommt  also  in  der  inten  Klasse  mmal 
I  ID  oft  vor,    als  Complexionen   der  (in — l}ten  Classe  mDglich  sind. 

1.    (a)  =  Hl  ^™6''  j ;  also  aueh  gemiiss  B) : 

II.  statt  m  nach  und   nach  setzt 
(    ^   )•  (    f^  j,..Undet,  unddie  gefunde- 

II.  suI.stitulrt/c)  =  >«Pc')  =  m(m—l).C^^\ 

^(„_t}(m_2).('"c'')=..=,n(m-l)(m-2)...(m-(;»-l))('V^, 

wobei  zuletzt  (yf\  =  (V\  =1,    also  (m— (p-l))=2  tveiden 


Es  ist   also,    nenn   man 
(i-l),  (;n-2),..  und 

BnWerth« 


"■  ®- 


«(ni—l)  (m— 2)  (m— 3)...3.2.1  =  1.2.3...m 


^Anzahl  der  Permutatiunen  ohne  Wiederholunge 
für  m  Elemente;    also  auch 


®= 


■iationen  ohne  Wiederholungen. 
Bildung  der  nten  Klasse. 


8.    Irgend   eins  der  m  Elemente  kann  jeder   Complezion  der 
((— J)teQ  Klasse  aus   i 


ler  m  Elemente  kann  jeder   Complei 
den  (»1  — I)  übrigen  Elementen  als 


•)  Es  gilit  zum  Brispicl  dio 
Cmipleiion  ahc  der  Sten  KIq»«o  Hiirrh 
figUung  des  Eleiucntui  d  in  eins  der 
ritt  Stellen,  die  in  der  Dnnteilun^ 
[■|a|-|6|-  |c"|~|  durcl.  PunUlc  atisgc- 

föllt  lind,    nobenslohendu  tier  CoiDjile- 
lianen  der  4tcn  Ktniho. 

In  Shnliclier  Art  bnnni 
nu  den  übrigen  Complcxii 
cbs)  herbeieilet  ncrdcn. 


J. 

a 

• 

b 

c   ä 

=  abcd 

» 

<t 

b 
4 

'- 

c   ■ 

=  abdc 

=  ndbc 

c   ■ 

=  dabc 

ziveites ,  drittes  u.  s,  w.  »tes  Element,  d.  b.  )a  m  verscbledenen  Ste 
len,  angclügt  werden.  Es  ist  also  die  Zahl,  welche  abgibt,  w[ 
oft  ein  Element  in  der  wten  Klasse  aus  m  Elcmenteu  enthalte 
ist,  wmal  so  gross  als  die  Anzahl  der  Co'mplexionen  der  (w— l)t^ 
Ktasseaus  (m— 1)  Elemcüten.     Dlesa  in  Zeicnen  ausgedrückt  h 

'■  ©=«(£,) 

da  nun,  zufolge  B),  allgemein  (Cj  =  -(Aj,  so  ist  bler ; 

"•  ©="CJ'.)="'<™-'>CS)='"<'»-"<'»-2)GD 

=n(m-l)(m-2)...,(».-(p-l))(y), 
nothwendig  einmal  (   C  J  =  (       C     J  worden  muss,   nemlit 
C     C     ^— »!  —  («— l),weilm—(n— l)EIe- 


iveiin  p=n — 1  wird. 
Ea  ist  aber  dann 
mente 


■\ 


-(«. 


{n — 1)  Unionen   geben.     Auch   ist  dann    ?« —  (p  — 1) 
!),  alao 


(S> 


ii(m-l)(m-2)....(»*-(w-2))(m-0i— i)) 


=  der  Anzahl  der  Variationen  ohne  WiederholuDgeB 

zur  nten  Klasse  für  m  Elemente; 
hieraus  ergibt  sich 

(^)=M  C?,)  ="  ■  [  C'«-!)  ('"-2)  Cm-3)....(n.-(n-l))]. 

Y)   VaTiationen  mit  unbeschränkten  IViedeThotuni/en. 
Bildung  dernten  Klasse. 

9.    Wenn  man  eines  der  m  Elemente  allen  Complexionen  der 
(n — l)ten  Classe  für  m  Elemente  zur  Linken  anfügt,  so  erhält  n 

alle  jene  Complexionen  der  jiten  Klasse,  in  welclien  das  fra^i' 

Element  in  der  ersten  Stelle  jeder  Complexion  sich  befindet.  Da^ 
selbe  gilt  von  jedem  andern  Element  in  Beziehung  auf  die  betnf' 
feode  andere  Ordnung  *)  der  nten  Klasse.  ] 

Jedes  Element  ist  also  in  der  nten  Klasse  sovielmal  als  erstoa 
Element  vorhanden,  als  die  (u — l)te  Klasse  Complexionen  zählb 


'a  ist  aber  jedes  Element  ebenso  oft  in  joder  der  n  Siellen  vor- 
■)den,  als  es  in  der  ersten  vorkommt  (weil  keiner  der  Stellen 
Rid  ein  Vorzug  zusteht),  daher  muss  hier 

■.0=„.(-c) 

■kein;  da  nun  geniKsa  B)  gilt  (c)=:-(Jl),  so  ist  ht»r 

IL   (c)  =  m.(^'),  alsn 

(c)=»i.(m("t'))=,«>(™(°c))=...  =  r»l.(?t'), 

WO  f  Cj  einmal  =(Cj,  also  (w— />)  =  1,  folglich  p  =:  (« — II  iver- 
deu  muss. 

Es  i«t  aber  (c\  =  m,    weil   m    Elemente  m  Unionen   geben; 
also  wird 


,...©= 


7(1"— i.jB— m" 


=  AD£abl   der  Complesionen   der  nten  Klasse  aus 

Elementen  beim  Varüren  mit  unlieschrSnktea 

VViederholuagen. 

Hieraus  folgt:    (  C  1=™"— '  ,  und  man  hat  also  auch  i 

IV.  (A)  =  n.(jc)=7i.W-^. 


6)  Comfiinationen  ohne    Wiederholungen. 
Bitdung  der  nten  Klasse. 

10.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  an  alle  Comples 
!r(n— 'l)ten  Khi^ise  aus  den  (tn— 1)  übrigen  Elementen  ansetzt, 
V  erhält  man  sjimmtiiche  Complexionen  der  titen  Klasse.  Man 
llt  also  fiir  die  Anzahl,  welche  angibt,  wie  oft  dieses,  folglich 
'^8  Element,  in  der  nten  Klasse  gebraucht  wird,  die  Gleichung: 


'•  0=G'> 


l  nun  gemäss  B) : 


II.  (c)=™.('c'),  ako! 


,lso :  ■ 


_       (m-l)  (m~2Hm-3)....(m-(p-i))  ^"-f^ 
-   «.(«-l)(«-2)(«-3)....(«-(/,-I))     l^;- 

wo,    wenn  p=(n— 1)   wird,    auch  ("?)  =  (  C  )  =  (^C     ) 

=  m— (n— 1)  und  th  — (p— l)  =  m— (7^),  uod  M^(p— l)=2'wird. 


80  dass 

m.  (c)=! 

ist,  welcher  Formel 

O)    0 


:(m-l)  (,n^2)....(,«-(«-2))  ■  (m-f«-!)) 

«(«-1)(«-2)....2.1 
man  auch  folgende  heide  Gestalten  gebeo  kam 
InzahldecCoi 


m(m-i)(7n^2)....(m-(»-l)) 
1.2.3....n 


Iren  ohne  Wie-.| 
Idcrholungen, 


/?.\     (n+t)(»+2)(«+3)....(«+(»»-;0)  „j 
5)  t^;-  1.2. 3.-. (»»-«)  >} 


so  dass  die  Formel  Q)  die  bequemere  Ist,  wenn  »<(m — n),  und  1 
umgekehrt  ))  vorzuziehen  ist,  wenn  (M^»)<n. 

Uat  man  z.  B.  fiir  60  Elemente  die  Anzahl  dei  Ternion«o  xa 
Qnden,  so  ist  3<(60— 3>,  also  die  Formel  Q)  zu  brauchen,  uod 
man  hat 

/"\      60.58.58       ...        .  ^,    .../A     4.5.6.7...  60 

Ist  dagegen  für  6  Elemente  die  Anzahl  der  CompiexioncD  iatl 
4ten  Klasse  zu  Giideti ,  so  hat  man 


*)  Ea  ist  nämlich  juder  Bruch  -c^^-1^;     üt  aUo 
,:  =  ,„(-„-l)(m-2).._(m-(«-l))  and  y  =  l 
und  ?=l.2.3....(ii-fm— n)  =  1.2.3....in,  1, 
?=y_  ("+l)("+a)-.('-K"— »)) 


r 


nach©):(c)  = 

Nach  >=  0  =  14.    Ci) 


'■^•3i  •nWrutk'  ilmi  ntl 


.3.3.4' 

5.6  ^ 


Aiu  O)  ^°^S^  loi'  Kücksichl  auf  I. 

IV-   /  "\  - 1"»-!)  (m-g)  (m-3).-(m-(n-l)) 
(^;-  1.2.3....Cn-l)  ■ 

Aus  3)  folgt 

IV  6.  (^)  =  - 


»(«flX«+2).-(»+((m-t)-n)) 
1.2.3....(ra-») 


fj  Combinalionen  mit  unhesckränkten    Wiedrrholungr, 
Bildung  der  »ten  Klanse. 

11.  Man  erhält  die 
*len  Klasse  von  Conilrinatin 

San  ans  m  Elementen  dadurch ,  daes  man  nach  und  nach  jedes 
er  m  Elemente  an  alle  diejenigen  Coraplexionen  der  (n — ''i}teo 
Klasse  ttus  iii  Elementen  zur  Linken  (oder,  trenn  es  nicht  um 
Tt^lluSssige ,  sondern  nur  um  vol  I  stund  ige  Aufsfih  lang  der  Cotn- 
pltxioneo  der  iitcn  Klasse  zu  thun  ist,  irgendwo)  ansetzt,  welche 
uio  niedrigeres  Element  enthalten. 

12.  Wenn  mau  also  das  niedrigste  der  m  Elemente  allen 
Complexionen  der  (h  — Ijtcn  Klasse  aus  donseihen  m  Elementen 
nr  Linken  ausetzt,  so  erhalt  man  alle  diejenigen  Complesionen 
Ernten  Klasse,    welche  das  uiedrlcste  Element  enthalten.     Und 


eilrigsle   Element 
ganzen  ?ttt'i)  Klasse) 
erstens,  so  viel  mnl  in  der  ersten 

die  Aijzuhl  der  Comidexio 

l.etr.1f{t  (denen  es  zur  Link. 

reiid  es 
I  den  übrigen  Stell 


I  Complexionen   (also  i 

Stelle  vorhanden,  als 

len  der  &i— l)ten  Klasse 
;n  angefügt  wurde),  wüh- 


i  in  alleu  Stellen  der  (n  —  l)ten  Klasse 


ist,   ids 
vorhanden  ii 

13.  Jedes  der  m  Elemente  ist  aber  in  einer  und  derselben 
Klasse  f>n  oft  entlinllen,  als  das  niedrigste,  weil  das  Hüher-  oder 
Ali«driger  -  Sein  der  Elemente  keine  Verschiedenheit  der  Anzahl, 
■  *"  "  he  angibt,  wie  oft  ein  Element  in  einer  Klasse  vorzukommen 
hervorruft,  da  man  ja  jedes  der.ni  Elemente  als  das  nie- 
muss    betrachten    können.      Es    ist    demnach    fär  jedes 


Dient 


'•  0=(?)+G')- 
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Da  nuD  allgemein  gemäss  S)  und  A) : 

so  muss  auch 
mithin 

0=(T)+"-^-(?)=»+"^')(T)== 

sein;  also  gemäss  ß): 


folglich 


n.   (c)  = 


'■(?)• 


vy^    •  »-1  •'.„^~     ».(n-1)     ■'  71-2 "'(,  ;Jr  J 

_(M+n-l)(.»+..-a)....(».+..-p) 
-         ,n.(»-l)....(n_(p-l)) 

WO,  wenn  f  C  ^=^rcl  =  ni  wird,  auch  n — p=I,    also  p:=n — ij 
mithin  auch  7n  +  n— p  =  m  +  l  und  w — (p— 1)=2  werden  maus,  89 


_  (m+«-l)(in4<i-ä)....(ni+l). ». 
n.(n-l)....2.1 


111.     (C) 
igt,  welcher  Formel  man  auch  folgende  beide  Geetalten  geben  baoB : 

und  l^tun'belmcö"  ^h'^"^ 

/A\_(B+l)(»+2)(n+3)....(«+»t-l)  /      n.it   ünl.eY"rii'nkt« 
3)    i.^;— 1.2.3....(m-i) \      Wiederholungen. 

WO  wieder  0)  bequemer  ist  als  3),  wenn  n<(»i— l)UDd  umgekehll 
Da  nun  nach  A) 

0=^0.- 


I  «n  ist  nach  O) 

""■  \i-'~m'  1.2.3...« 


(m+l)(«i+2)....(m+ii-l) 
1.2.a....(,,-l) 


«!« nach  3) 


IV4.  (.3) 


(.+l)(»+ä)....(»^l.-l) 

l.-2,...(m_l) 
_«(»+l)(n+ä)....(n+,.-l) 
—  1.2.3....»  ■ 


14.    Aus  I.  unter  13.,  d.  b.  aus  der  Gleichung: 

0=(f')+G') 
G")=(T)+0^ 


+ 


=G-V(T)+cT)  +  (T) 


-("r)<Y)<10^■■<?)+(?)■ 

wenn  w— p=I  wird,  auch(  H  j  =  l  ist,  so  das» 


_.  .  m  ,  m(i»+l)  .  ,»(».+l)(m+2)  . 

-'+1+   1.2   +      TäTS — ^ 

tBt  alsn  die  Summe  der  Reihe : 


.»(m+l)...(«r+«-2) 


»i(in+l)(»i+2)...(»iH-«-2) 


.3...(»-l) 

(»+1)  (n+i)  ui)+3)....  (»+n-l)  _  «(ti+l)(.+2)...(»+m-l) 
1.2.3....(ii— 1)  -  1.2.3...». 
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Uie  Reihe  S)  ist  die  gern  ei  tisch  ältliche  nllgemelne  Form   I 
folgende  bekanntlich  hüchst  irichtige  Reihen; 


S      8      S 


LIt      L 


u 


W  1 


P  1 


l'-«< 


1 


fe> 


xxxm. 


Feber  die  Aariösiui^  der  Olelchnnur 

»  <!•  A,  c  ganze  Zalilen   bezeichnen« 
in  ganzen  Zaiilen. 

!  eioer  Ahhaodlung  vod   Cauchy   (Exercices   ilc  Matbä- 
matiques.     '>«  Livraison)  ausgezogen 

dem  Herausgeber. 


fttu,  r;,  «I  beliebige  ^anze  Zahlen  setzt,  so  ferliSlt  man,  wovon 
Man  sich  durch  ganz  leichte  |{echniii>g  auf  der  Steile  überzeugt, 
lliemal  ein«  Auflösung  der  (lieicbung 

ganzen  Zahlen.  Vorzüglich  kommt  es  nun  aber  hierbei  darauf 
an,  dass  man  zeigt,  dass  aie  Gleichungen  1)  auch  alle  AudüsuD' 
Ken  der  vorhergehenden  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  liefern,  welche 
es  geben  kann,  vias  bei  dieser  Untersuchung  bei  Weitem  die 
'&Qpl8ache  laU 

Um  diesen  Bevreia  zu  ffihren ,  irollen  wir,  was  offenbar  jeder- 
it  verstatlet  ist,  annehmen,  dass  der  grüsste  gemeinachaftlicbe 
ler  von  n,  b,  c  die  Einheit  sei,  oder  daes  diese  Grössen  re|a- 
Primzahlen  seien.  Sind  nun,  dies  vorausgesetzt,  X,  K  Z 
ganze  Zahlen,  durch  welche  die  Gleichung 

ax  +  by+cz:=:Q 
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aufgelust  wird,  6o  ist 

2)  aX+br+cZ=Oi 

uod  (venn  nir  den  gr">s»ten  };cmeinschaftlichen  Theiler  von  a  und  b 
dorch  d  bezeichnen ,  so  tmisH  d  in 

cZ=  —  nX—by 

aurgfhen.  Da.  aber  c  und  f^  nothnendig  relative  Primzahlen  sein 
müssen,  weil,  ivenn  dies  mcht,  derFtul  wäre,  offenbar  a,  b,  e 
nicht  relative  PrimzahlAn -E^n  Hürden,  wie  doch  vorauseeeetzt 
wurde,    so  niuss  nach  einem   allgemein   bekannten    Satze    ä  in  Z 

aiff'gehen,  und  daTier  j  eine  ganze  Zahl  sein.    Weil  d  der  grS^te 

gemein  seh  ältliche  Theiler  vnn  a  und  0  ist,  so  sind  -,  and  -i  rela- 
tive Primzahlen,  und  die  Gleichung  des  ersten  Crades 


zwischen  den  beiden  unbekannten  Grüssen  V  und  V,  oder,  wa« 
dasselbe  ist,  die  Gleichung 

3)  Z=aV~hü, 

ist  also  bekanntlich  immer  in  ganzen  Zahlen  auflüsbar ,  d,  h.  es 
lassen  eich  für  V  und  V  immer  ganze  Zahlen  finden,  welche  die- 
ser Gleichung  genügen.  Eliminirt  man  nun  Z  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 2)  und  3),  so  erhält  man  die  Gleichung 


a(X^cr)=b{cU—Y) 


-tL-tj-niTHl   i«iK   V.'  ..:'■  M(b  .'.:-.  .!■ 

wo  j  und  —,    relative  Primzahlen  sind.      Daher    muss    nach   den 

schon  oben  angewandten  Satze-j, welches  indeniProducte^(XfcP) 

aufgeht,    in  A+cF  aufgehen,    und  idan   kann  folglich,   wenn  C 
eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  >•: 


b 


setzen.    Führt  man  aber  diesen  Werth  Von  X-^cV  in  die  GleS- 
.Chung  4)  ein,  so  erhält  man  auf  der  Stjjile  ferner        , 

i*=:-»|  ».\i  *. 


\ 


Aus  ilen  Gleichungen  5)  und  6)  cTifiebt  sicli 

7)  X=~^G—<:V,  r=cf7— Je. 

Da  nach  dem  Obi^n  c  iidiI  d  relative  Primzahlen  sinil,  so  ist  die 
SIeichuDg  des  eraten  Grades 

8)   dV'~'cV=G 

^■lischen  den  beiden  unbekannten  Grüsüen  V  und  V  bekanntlich 
%  ganzen  Zahlen  nuflrisbar ,  d.  h.  es  lasseo  sich  für  V  nnd  V 
jiaer  ganze  Zahlen  linden,  welche  dieser  Gleichune  genfigen; 
Bd  ftihrt  man  nun  den  Werth  von  Cr  aus  8)  in  die  GlekhungeD 
7)  ein,  so  erhfilt  man: 


b&r  auch  Huf  den  M^etidea  Ausdruck  britif^eti  ISgäl ; 

/^o(>'+|l")-4(t;+|>"), 
K  hnt  man  für  die  UrüsscD  X,   T,  Z  die  tulgendeu  Aufidrüeke : 


A=4D'- 


»(t'+jn. 


10)    i-stcD+jn- 


«(K+°,r)-«{fc'+3r)- 


Vergleicht  man   aber  diese  Formeln  mit  den  Formeln  1),    So 
^rgiebt  sich,    dafis   die  letzteren  aus   den  ersteren  hervorgehen. 


«etxt,  und  duss  Jede  hetiebiee  durch  das  System  X,  ¥,  Z 
«latgestelltc  Anfli'isung  der  Gleichung 

in  ganxen  Zahlen  ans  den  ullgeracinen  Formeln  1)  erhalten  ivird, 
Kenn  man  nur  IVir  m,  e,  «o  in  diesen  Formeln  gewisse  ganze  Zah- 
len setzt,  ivie  behnuiitet  nurdc. 

Noch  wollen  w'vc  bemerken,    dass,    wenn  das  System 
lg  irgend  eine  bestinuBte  Aunüsung   der  Glekhung 


1 
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ax-ybi/-\-ci=0 

in  ganzen  Zahlen  darbietet,   die  allgemeia« 
welche  diese  Gleichung  in  ganzen    Zahlen    ai 
der  Form 

!.Tz::xo-\-bw  —  cd, 
S=yo  +  CK  — AIP, 

.;.;i ,.'  ■  1  r.,  .■  ■■ 

dargestellt  werden  kennen. 


XXXMV. 


Heber  die  Cycloide  als  Brachyst^i" 


dem  Herausgeber. 


Bei  VortrSt^eti  Cber  die  faoliere  Mechanik  wird  man  ause« 
der  Eenntniss  der  Differentialrechnung  and  der  Integralrechnung 
welche  natürlich  uueilässlich  ist,  bei  allen  Zuhitrern  nicht  iminei 
auch  die  Kenntni&a  der  Variati  ans  Tech  nung  voraussetzen  können. 
Und  wenn  nun  auch  allerdings  die  Aufgabe  von  der  Braehysto- 
chrone  *)  ein  recht  eigentlich  dieser  letzteren  Wissenschaft  ange- 
hörendes Problein  ist,  sn  scheint  ea  aus  dem  angegebenen  Grund« 
und  wegeu  des  grossen  Interesses  der  Aufgabe  an  sich,  docli 
wünschenswerth ,  im  Besitz  einer  die  Anwendung  der  Variations- 
rechnung nicht  in  Anspruch  nehmenden  Auflüsuog  derselben  qi 
sein,  die  ich  daher  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  werde,  wa* 
hei  ich  aber  ben^erkcn  muss,  dass  diese  Auflüsung  wenigstens  u 
Rücksicht  des  ihr  j^orzüglich   zum  Grunde  liegenden  Princips  mit 


ebenen    Auflösung    nahe    vm- 


wanui 
Raumi 


J 


Ii 


3U9 

Die  Aufgulir  selbst  bann  auf  folgende  Att  ausgesprochen 
«(fden : 

WennAundBinTaf.\.FigA.iweigegebenePunkle 
litd,  to  soll  man  die  diete  beiden  Pun/;te  mit  eiiianilfr 
tirbindenile  Cwrve  von  tinfa'e.her  KTÜmmung  *}  be- 
ilmjnen,  auf  welcher  ein  »chieereT  Punkt  durch  den 
fall  in  der  hRriesten  Zeit  von  A  bis  B  gelanol. 

Die  Auflrisuri^  dieser  interessanten  AufKabe,  ivelcbe  wir  im 
Folt^enden  geben  werden,  gründet  sieb  vorzüglich  auf  das  lulgendc 

Wetm  die  in  der  Finiir  verzeichnete  Curre  AB  die  gesuchte 
il).  auf  welcher  bInd  ein  schnerer  Punkt  durch  den  Fall  in  der 
Unesten  Zeit  von  A  Ma  B  Ujelangt,  ao  wird  auch  jedes  Stflck 
■(  dieser  Curve  von  dem  schiveren  Punkte,  welcher  in  a  mit 
ijoer  gewisaen  Geschwindigkeit  ankommt ,  in  der  kürzeisten  Zeit 
dorcblaufen.  (iSbe  eci  nfimlicb  ein  anderes  Curvenstfick  »r.b, 
»Hches,  dieselbe  Anfungt^eschwindigkeit  vorausgesetzt,  in  einer 
kürzeren  Zeit  als  all  durchUnfen  ivCIrde,  ao  tvdrde  doch  bB  noch 
in  derselben  Zeit  durchlaufen  irerden,  weil  nach  einem  aus  der 
Mechanik  bekannten  Salze  die  in  dem  Punkte  b  erlangte  Ce- 
Khvtindigkeit  des  sich  bewegenden  schtveren  Punktes  dieselbe  ist, 
ütser  Puukt  mag  «ich  auf  ab  oder  auf  n<:6  bewegen,  indem  diese 
Gtcchwindigkeit  bekanntlich  bloss  von  der  vertikalen  Entfcrnunc:  der 
Iwiden  Punkte  A  und  b  von  einander  abhängt ,  welche  in  beiden 
Fallen  dieselbe  ist.  Also  wilrde  offenbar  der  schwere  Punkt  auf 
iltm  We^e  AacbB  in  einer  kürzeren  Zeit  aU  auf  dem  Wege 
AabB  oder  AB  von  A  bis  B  gelangen ,  was  gegen  die  Voraus- 
KtKung  streitet,  wodurch  folglich  unsere  obige  Behau|itung  ge- 
fechtfertigt  ist. 
I  Ferner    gründet  sich   unsere  Aufliisung   der  Aufgabe  von  der 

I     Untcbystochrone    noch  auf  das    folgende    Problem,   welches   wir 
'     ''uher  vorher  auflösen  müssen. 

In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei  CD  eine  gegebene  gerade  Li  nie. 
«ad  ;lf  und  Ä seien  zivei  auf  verschiedenen  .Seiten  der- 
selben liegende  gegebene  Punkte.  Man  soll  in  der 
'-inie  CJ)  den  Punkt  P  so  bestimmen,  dass,  wenn  man 
•lie  Linien  .V/' un  d  iVP  zieht,  und  nund  Azwei  gegetiene 
Zahlen  bezeichnen,  die  Grösse 
MP ,  NP 


«in  Minimu: 

Von  JU  t- - —     > 

Und  iViV',  und  setze  als  gecebcne  Grössen  3f.tt'=vi.  NN' ~n 
Und  M'N'=e.  Ferner  bezeichne  man  die,  jenacbdem  der  Pnnkt 
P  von  M'  aus  nach  N'  oder  nach  der  entgegongesefzten  Seite  hin 
liegt ,  als  |iositiv  oder  als  negativ  belräcnlete  EntfeTiiiing  des 
Punktes  P  von  dem  Punkte  jüf' durch  x,  so  ist 


kP=i'i,fi+x\  iV/>=V«a  +  (e. 


x)-». 


•)  Diete  Bedingung  ist  Licr  absicb[li<:h  gemacht  wurden 


iikI  folglich,  (veoD  i 


_Vvfi+X^  .   V^«'  +  (p-3:)» 


''     Entnicfceln   wir  nnn  den   ersten   Differential  quo  tienten    diese-« 
Grufjse ,  so  erhalten  >  ' 

dy 


woraus  sich   uls  gemeinschaftliche   Bedingung  des  iMaxunums  un^ 
lUinimums  die  Gleichung 


ergiebt. 

Weil  hiernach 


x 

e—x 

oV 

m'+a^ 

—  6^11' +  («-*)« 

X 

«rS'+F« 

SV  «>  +  («-»)• 

stets  eine  positive  Grfjase,  und  x  tind  e.~^x  haben  daher  immer 
gleiche  Vorzeichen,  woraus  eich  ergiebt.  dasfl  stets  x  positiv  und 
a;<e  ist,  folglich  der  Punkt  P  immer  zwischen  M'  und  A'  liegt. 


6(«34.(e-a:)2)>'"«H{<'-a:)« 


welches  offenbar  immer  eine  positive  Grüsse  und  daher  die  I 
(lingung  des  Minimums  erfüllt  ist.  >^^ 


arp=.r 

}  ist  nach  dem  Obigen 


!,  ^^P==Vn'-\.{e—x)'^ 
r,  N'P=e—x 


Iingun^ 

MPM"  und  WiV'  respecHve  durch  c 

!a'P=MP.costt,  IVP= 


co^  __"e&4^"'""" 


>  Bedingung  des  Minimums. 


Bezeichneo  i 
inkt  auf  MP  1 
,   IV  P^ 


_  und  -j—  die  Zeiten 
riegt  nerden,  und 


iid  li    die   Gesch' 
NP  sich   gleich 


indigkoiten,  mit  denen  eia 


ig  beiregt,   so  sind  

in  denen  die  Wege  MP  und  NP  zurückge- 


ist  folglich  die  Zeit,  i 
D;iher  ereiebt  sich  au 
Wenn  ein  Pun 
Geschwindigkeit« 
und  der  PuAt  P 
r  dieS' 


welcher  der  Weg  MPN  zurückgelegt  wird, 
dem  Vorhergehenden  der  foltjende  Satz : 
t  in  den  Linien  MP  ubA'JSP  mit  den 
I)  a  und  h  sich  gleichförmig  bewegt 
n  CD  eine  solche  Lage  ha1>en  soil, 
ch  bewegende 


Punkt  auf  dem  Wege  MPN  in  der  körzeste 
jWnach  ^^  gelangt;  so  müssen  die  Cosinus  der  Winkel 
MPD  und  iV/*C  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  tt  und 
b  in  den  Linien  MP  und  NP  verhalten. 

Hiervon  lässt  sich  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Be- 
mmang  derBrachystochrone  für  den  Fall  schwerer  Punkte  machen. 
;  Bie  Curye  AB  in  Taf.  V.  Fig.  G.  (M.  veml.  Taf.  V,  Fig.  4.) 
3  sich  in  eine  so  grosse  gerade  Anzahl  so  kleiner  Theile 
hlheilt,  dass  man  ohne  merklichen  Fehler  jedes  dieser  Theilchen 
«ne  gerade  Linie  und  die  Bewegung  in  einem  jeden  derselben 
i  Kleiehfürmig  betrachten  kann.  Durch  den  Punkt  A  und  alle 
ieilpuhkte  denke  man  sich  horizontale  Linien  gezogen,  und  he- 
:hne  die  Neigungswinkel  der  geradlinigen  Elemente 

Ml,  ftiAi,  bth.  ÖA.ÖA,  .... 
liegen  diese  horizontalen  Linien  respective  durch 


,«!,«», 


-    «4. 
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dann  ferner  durch  alle  Theil|>uLifcte  die  verti- 


«1^1,  dafis)  OsAb,  ßifii,  «»''s u 

so  Bind  nach  bekannten  Sützen  die  durch  den  Fall  a«i 


*i  j  *a.  *3.  *4.  h' Ift 

erlangten  Geschwindigkeiten  respective : 

^^ff.OiOi,  lYg.u^b^,  l^g.a^b^,  SVj.o^fi^,  ,...; 

wo  n  seine  bekannte  Bedeutung  hat, 

jNach  dem  oben  zuerst  ausgesprochenen  Princip  gelangt  der 
Bchirere  Punkt  auf  der  Curve  AB  mit  der  in  dem  nten  und' 
(n-l-l)sten  Theilpunkte  erlangten  Geschwindigkeit  in  der  kürzestaUH 
Zeit  von  dem  Nlen  bis  zum  (H  +  2)ten  Theiluunkte,  und  wir  hahe«^ 
daher  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  in  den  vorher  eingeführtee 
Betieichniingen  offenbar  die  folgenden  Proportionen :  ^ 

cosii:cüsai  =  0:2V^5.aiiii=0:^ai6i,  ,y 

cos o, ; cos  1^=2 'f  ,9.0,6,  :2  Vg , a^b^  =  *^«iöi ' ^Ö^,  '• 

cos  «3 :  cos  «3  =  2  V  g .  a^ :  2  ^g .  U363  =  ^n^li% :  ^a^ba  , 

nasOa.i^oaa^^'iY  g  .a^bl-.^V  g  .aJt;^~V7i^:\'a^i,         ^^ 

''"'.>    '  .■;';'.'  '       '        '  u.  8.  w.  .'(I 

!■■  Da  nnn  die  einzelnen  Elemente  der  Curve  mit  den  entsprechefc 

den  Berührenden  derselben  als  zasammen fallend  betrachtet  werdflB 


die  von  den  Berührenden  der  Curve  in  den  Punkten  'C 

A,  bi,  fia.  fis.  Ö4-  ••■•  "< 

mit  der  durch  A  gezogenen  horizontalen  Linie  AC,  welche  wtf 
als  den  positiven  Theil  der  Abscissenaxe  und  A  also  als  den  Aftr^ 
fang    der  Abscissen  annehmen  wollen,   eingeschlossenen  Winkel; 


n  annehmen  wollen,  eingeschlossenen  Winkeii 
und  wenn  wir  nun  überhnupt  zwei  dieser  *Vinkel  durch  ®,  Ö' 
und  die  Ordinaten  der  entsprechenden  Punkte  der  Curve  durch 
V,  »'  bezeichnen,  so  erhellet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
liichtigkeit  der  Proportion 

cos  0 :  cos  &  =  V-y  '•  Vy' 
oder  die  Kichtigkeit  der  Gleichung 

cos  e  _  COB  » 
Vjf  ~"   Vy'  ' 


tl8 

woraus  sich  ergiebt,  dass 

CP8  ß 

Vy 
eine  coristante  Grösse  ist,  die  wir  durch  Va  hezeichfien^und<  daher 

cos  ö 


Vy 


=  V« 


•t  V. 


setzen  wollen.     Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  mittelst  leichter 
RechnuDg  ;  . 


T      av 


ay 

\  ... 

QDd  da  nun  nach  den  Principien  der  höheren  Geometrie 

•   .  -    •-  °  •        dx 

ist,  90  erhalten   wir  als  Differentialgleichung  unserer  Cunre  die 

Gleichung 


dy  _.4ri  — qy 

dx       y       ay 

oder  •     ' 


^^=^^V^Ä- 


ay 

Um  diese  Gleichung  zu  integtiren  /  setzä  man 

ay  =:sin  w* ,  1  —  ay = cos  ©)*  *) , 


so  ist 


Weil  ab^r 


isti  so  ist 


<fa?=tang(ii)  •  dy. 


ady = 2  sin  co  cos  (o  d^oo 


a 


*)  Es  iit  hier  absichtlich  der  vorhergehende  Winkel  9  nicht  weiter 
berücksichtigt  und  oi  nur  als  eine  HülfsgrÖsse  zur  Erleichterung  der  In- 
tegration eingeführt  worden. 

•i 
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und  folglich 

j: = —  /  siD  a>'  rfcö  +  Const. 

NoD  ist  aber 

f  sinm^dm  =  8in(o  f  sin  oidm'-^  I  daina)  /sin  tod(o 
=  sin  CO  /  sin  co  dco  *-—  /  cos  m  dc^  I  sin  co  c2o> 
=:— sin  (0  cos  (0 -f  /  cos  09^  d^co 
=— sin  w  cos  o  +  /  (1  -i^sin  w^)  rf© 
=  (0 — sin  (0  cos  (0  —  I  sin  (0^  e{o» , 


also 


und  folglich 


/  sin  co^  <?o)  i=:  4  (0 — 4  sin  (0  cos  a>  ^ 


1 

ip  =  —  (w  —  sin  w  cos  w)  +  Const 
a 


Also  ist 


oder 


cu:=  et)  —  sin  (0  cos  o>-f  €onst. , 
a^==sina)*; 


^  00:=:  2  et)  —  2sin  co  cos  o  -|-  Cop^t,  ^ 
2a^=2sinG)^; 


d.  i. 


2aa;=2(o — sin  2  (»-|- Const.  ^ 
2  oy  =  1  —  cos  2  Q). 

Für  ^  =  0  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  .7=0;    Ffir  ^=:0 
ist  aber 

1— cos2o>=:0  oder  cos2g)  =  1, 

und  folglich^  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet^  2ct)=2/;7r.    Also  ist  nach  dem  Obigen 

0 = 2  A:7r — sin  2  *7r  +  Const. = 2  /-jt  +  Const. , 

d.  i.  Const.  =  — 2/;;r,  und  folglich 

2aa:=2a}  — 2/^jr — sin^o, 
2  «^  =  1  —  cos  2  (0. 


ai5 

Nun  ist  aber 

8in(2  a  '^"2  k7t)=:a{n2  CO ,  cos(2a)  — 2A;;r)  =  cos2co. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

2cij;=2o)— 2A:7r  —  sin  (2  vi  ^^2  kn), 
2ay=l  —  cos  (2(0  — 2A:»); 

und  folglich^  wenn  man  überhaupt 

,^<  ■   '  •«■ 

>i=2«  — 2/^^ 

setzt:  .,.  ^    *    ,-:    .  ■'."•i:)^.'     ''  --':^    '2£>  "' 

2 aa: =9  — sing),  2fly  =  l  — cosy; 

1 

oder   für  -^ — =r: 

2a 

.  ♦ 

a:  =  r(9  —  sintp)^  y=r(i  —  cosy). 

Im  Anfange  der  ßeweeung  müssen  x  und  y  beide  zudeich 
verschwinden,  welches  offenbar  nur  für  9  =  0  möglich  ist,  aanur 
für  diesen  Werth  von  q>  die  Differenz  9)  — sing)  =  0,  d.  i.  sin 9=9 
sein  kann.  Also  hat  man  für  den  Anfang  der  Bewegung  9=0  zu 
setzen.  Wollte  man  9  negativ  nehmen,  so  würde,  weil  der  abso- 
lute Werth  von  9  immer  grösser  als  der  absolute  Werth  von  sin  9 
ist,  X  negativ,  da  doch  im  Obigen  x  als  po^Uir  abgenommen 
worden  ist  Folglich  muss  man  9  von  0  an  sunelMnen,  WIMxt 
von  0  an  abnehmen  lassen,  vroraus  sich  wegen  der  Gleichungen 

j:  =  r(9— *sin9),  |y=rr(l«<^coS9) 

nun  unmittelbar  auf  ganz  unzweideutige  Weise  ergabt,  dass  die 
gesuchte  Curve  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  erzeugender  Kreis 

den  Halbmesser  r  =  7r—  hat. 

2a 

Wegen  der  aud  dem  Obigen  (»ich  ^anx  vod  selbst  ergebenden 
wichtigen  und  merkwürdigen  mechanischen  Eigenschaft  der  ge- 
meinen Cycloide  nennt  man  dieselbe  bekanntlich  dieBrachysto- 
chrone  im  luftleeren  Räume. 
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Snr  les  fractions  partiellee. 

Par 
Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningae. 


L. 


I  Importe  de  d*** 
en  fractiona  pai^ 


ii-ii.  Patts  beaucoup    ile  lecherches  analytiques  11  impoi 

eoiOfioser  une  fonction  rationelle  et  fractionnaire  en  frac  . 

tielles.    et,    läciproquement,    de   r^duite  une  somme  de  fractioo^ 
partielles  ä.  une  fonction  rractionnaire.  —  Pour  r^soudre  ce  dotibh» 
Probleme  dans   toute  sa  senäralit^,   dous  desiguoaä  par  Fi   ui 
fonction  -entiere  de  x  du  degre  n.    Soient  r, ,  Tj  ,  . . .  r«  lea  racini 
inäc;ales  de  l'^quation 

F,  =  0 

r^snlue  par  rapport  h  x.    Alois,  en  supposant  que  cette  equaÜ0D> 
Gontienoe  «j  racines  Egales  i"i,  na  racines  Egales  r^,  etc.     

Fi  =  A(x^Ti)" (aJ-T-a)"'. .  .(a:-T„)"* 
ou,  en  prenant  le  coeOScient  constant  A  egal  äl'umtä. 


F  par  r^quatioi 

_ftj_ 


?r+-+?; 


(^ela  fftit,  on  pourra  touiours  satisfaire  ä  l'equatioD  (2),  en  sapi 
sant  les  fonctions  /, ,  Px,x ,  Px.% ,  ...Px.m  enti*res  par  rapport  i 


X,  et,  regpectivementy  d't|ui  degrö  inMrieur  k  7t,  Ui,  n^,  ...nm. 
En  effet,  si  l'on  pose 

(3)        F,=(j:-r*)"*Q,,», 

k  etant  un  des  oombres  eotiers  i,  2>  ...m,  la  fonction  Qs,k  sera 
euti^re  par  rapport  ä  o:  du  degrö  n — tik,  et  le  facteur  o:  —  rk  n'y 
entrera  pas.    D'ailleurs  on  peut  ^crire  l'^quation  (2)  sous  la  forme 

d  ou  1  on  dMuit 


et,  en  vertu  de  Täquation  (3), 

k=m-\-i 


ou 


(4)  fx  ~^Ps,  1  Q*,  1  +/jr,  a  Qjr,  «  +  •••+  Px,  m  Qs,  m» 

Or,  Qx,k  4fi&tit  du  degr^  n— •njfc/ll  suit  que  Pjr,&  ©*,*  sera 
dun  degr^  inf^rieur  kn,  lorsqu*on  suppose  la  fonction  Px,k  entilfttre 
par  rapport  ä  x  d*un  degr^  intärieur  ä  nk-  On  voit  donc  que  i'äqua- 
tion.(4;9  (0^  i'^quatioo  (2),  fl'oü  eile  est  d^duite,  admet  la  suppo- 
sition  que  les  fonctions  fx  et  Px,k  soient  enti^res  par  rapport  a  j; 
dun  degrä  inferieur  ä  n  et  nk,  ensorte  que  Ton  poUrra  faire 

(5)  F*=ao  +  ai^  +  ö2'^*+--  +  ««*'*> 

(6)  fx=bo  +  bi  X  +  Ä.2a:*  + ...  +Än_,  af^-i , 

(7)    Px,fc=Co,it+Ci ,  k  (^— n)+C2,  it  (aj-^rfc)H.  -+c»iifc-i ,  *  (o?-^*)"*""^  • 

11  r^sulte  de  ce  qui  pr^c^de  que,  pour  le  probl^me  de  la  com- 
position,  il  s*agit  de  trouver  les  coefficients  ao,  an  ...On  et  Öq, 
Ol,  .,.6n— 1,  lorsque  les  ouantit^s  ri,  r^,  .».rm  et  les  fonctions 
^x,i ,  Px,2j  •  •  •  Pr,m  sont  Kiontt^es;  et,  pour  la  d^composition  ,  de 
trouver  les  coefficients  c^^k,  Ci^k,  ..«^nj^-i^ib»  lorsque  les  fonctions 
tt  et  Fx  sont  donn^es.  —    Cornnten^ons  par  la  döcomposition. 

II. 

En  posant  pour  une  fonction  quelconque  tpx 

d^(px       r,n 
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les  coefficients  Cq,*,   Ci.k,  etc:  de  l'^quation  (7)  I.  soDt  ezprim^ 
d'apr^s  le  theoreme  de  Taylor,  par  l'equation 


(1) 


1  Q^    n 


dans  la  qnellc,  pour  abr^ger,  on  a  d^signÄ  le  produit  1.2.  ..A 
par  AI,  A  «taut  uii  nonibre  entler  et  positif.  Dodc,  poiir  trouver 
TeB  coeSicients  Co.i,  c^,k,  etc.,  11  suffit  de  connaitre  la  fonctiob 
Pr^,li,  valeur  particuliere  de  la.  jouctiou  Px.k-  Or  on  deduit  d« 
l'dquation  {'2)  I,  jointe  k  l'equation  (3)  I. : 


ife=<— ''"'IÄri+ijSfc+-+-^ 


^qualiou  qui,  par  la  supposition  x—ri,, 

f'l  *   —  P.    k. 

Pour  exprimer  Qr^i  en  Fr^,    on  differentie  l'^uation  (3)  1. 
m  foU  par  rapport  a  x,  ce  qui  doone 


>Dd  membre  de  cetto  equation  la  formolfl 


pi^is  on  applique   au  i 

ou,  CO  qui  revient  au  mdme, 

(3)  ^^ 

(n)  ^taat  determine  par  l'equation 

4b  ■  lorsque  n  est  un  nombre  eutier  et  positif, 

On  frouvera  par  suite  ä  laide  de  la  fonnule  (3) 


«(1.-1). ..(..-;.  +  l) 
1.2....* 


="' 


F,  =^'^Uni,)  i.Q..i  ?"'  '(av-i.,)"* 
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n"*"-*  »a      wjfc ! 


la  precedente  se  ckan^e  en 

d/Fs=2:  *    (wt)2^(a:-r*)  8,  Oir,*. 
d'oü  l'on  tire^  en  faisant  xzzzrjt, 

(5)  sll^Frj^  =  WJk!   Qr^,/fe. 


".  .  (  .  !  i  !  !  ■. 


j  i: ;:  •.     i 


En  eliininant  Qr,,k  entre  les  ^quations  (2)  et  (5),  il  vii^tidra  ' 


(6)  Prj.,k~nk 


/i 


r 


k 


et  par  consequent  requation  (1)  se  reduit  ä 

Par  cette  equation  on  trouve  les  coe^cients  Co,jt«  Cj,*,  etc.,  lors 
que  les  foDctloDs  fx  et  JP^  sont  doDDeeis.    Jl  rösulte  aonc  de  Tana- 
lyse  präc^debte  le  theoretne  siiivant. 

Thepri^nie  I,.  Soit  Fai(  une  foncttion  rätiaQDelle  et  eqti^re  de^^f 
representee  par  requation 

ni,  n^,  »..nm  etant  des  nombreseBti^^l^t  positif^v  et  r^  ^  r2^  ^ . .  rm 
les  racines  inegales  de,J('^quatlQn    \^     ,  .'.  .   ' .  ,  ,. 

räsolue  par  rapport  ä  o:.  1 

Soit  fx  une  fonction  rationnellei  et  entiere  de  x  d*un  degre  in- 
ferieur  ä  celui  de  Fx» 

Soit  enfin,  pour  abreger. 


et 


Ä^^. 


Px,k  =  Co,jk  +  Ci,)k  (.-r— rfc)  +  ci,fe  (o:— rit)^  +  . . .  +  c„.^i,fc  (^— r^) 


/'-   ft..   I, 


^  I.  UD  autre  6aQaci  par  la  cot 
Soit  Vi  une  fonction  enti^re  de  x  du  degr^  n.     On  auTa 


r  ^lant  une    <]uantitä   quelcon<]ue.     £d  mettant  la  precödeotc  i 
la  foime 


A!(a:-i-)''+'-*' 
et  observaot  que,  pour  un  aombre  entier  et  positif  p,  i 


il  Tiendrn 


-r)r  -  (p-I)l  ' 


1 


8?  V,  S, 


|U»'-I-  " 


äquation  qui ,  eo'  vertu  des  lormules  (3)  et  (4) ,  se  rödult  i  ' 

Or,  certe  ^qnation  subsistaat  pour  toute  fonctioa  enti«t«~J 
degre  n,  quel  que  eoit  r,  et  Ps,i,  ötanf  äu  (Ugr6  n* — t  ,  on  ^ 
pareitlemeDt 


.  (^nf'  ,».-.  'V 


■ui  »tvA  n 
d'oft 


(S) 


(ar — Ti)"* 


,  CD  mettant  au  l'ieu  de  /"r^,*  sa  valeur  tlree  de  l'^quatiun  (t 


P,.t 


^.  =  «»r 


i 
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Donc  le  th^or^me  1.  sera  r^dv&t  mm  8iti?ant 

Thäor^me  11.    Soient  f,  et  Fx  les  m^mes  fonctioDS  que  dans 
le  th^or.  I.    Soit  de  plus,  poür  abr^er. 


k  ätant  un  nombre  entier.    On  aura 

Maintenant  il  ne  sera  pas  diflTicile  d'^teodre  ces  theordmes  au 
cas  oü  la  fonctioo  fx  sera  d*UD  degrö  sup^rieur  k  celui  de  Fx, 
Pour  cela  doos  remarquoDS  que^  lorsqu  on  pose 

(9)  '  (Px=  (x^roy  Fx, 

Tq  ^tant  une  quantitö  quelconque  iDd<$pendaote  de  x,  et  i  un 
nombre  entier  et  positif,  od  pourra  prendre  s  assez  grand  pour  cjue 
fx  soit  d'un  degrä  supärieur  h  celui  de  fx>  Donc»  si  la  fonction 
Fg  est  donnee  par  l*^quation 

Fx  =  (x-ro)"o^'  (^-Ti)"*  (a:-ra)"2 . . .  (x^«)"«, 

(h—f)  ^tant  un  nombre  entier  et  positif,  ou  ägal  k  z6to,  si  i'ä- 

quation 

F,=  0. 

resolue  par  rapport  k  x,  D*aura  pas  une  racine  Tq,  on  aura>  en 
vertu  de  l*<$quation  (9), 

(p»  =  (x—Tof^  (ar— Tj)"*  (o:— Ta)**. . .  (^r—Tm)"*». 
Gd  appliquant  le  thöor^me  11.»  on  obtiendra 


fx      *=™+*^'»*-*  Rx 

(fx        k=0  *       ^-rUr 


i^i^  ^tant  d<^termin^  par  l'^uation 


Äfc=  w» 


d'ou  l'oD  conclat,  en  ayant  ägard  k  l'öquation  (0), 

Theil  VII.  21 


^^F 
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Or,  To  ^tant  un 

e  quaiil 

t6  quelconque,  od  peut  faire                         i 

'0=0, 

d'oü  tl  snit 

fe- 

ij»+.  .,-1    fl. 

oa,  puisque  lea 

sign  es 

£  et  3  ne  so  rapportent  pas  ik  :i:  et  f , 

(10) 
Mais  on  a 

^- 

_  _/i 

-  +r'r  +aTr+ ■.+  i'  . 

1    "•""" 

nt  au  n 

X—Tk 

eme. 

■             (Jone  leqnation  (10)  ae 

lednit  a 

^  = 

IT*' 

■               Cette  analyse  condait  au  th^or^me  suivant. 

H             du  degre  n, 

f                     Soit  Fx  une   foncttou   ratioDelfe  et  entiere  de  x  dn  d(^re  q, 
repr^Mntäe  par  lequation 

f-,  =(:r-r„)"o- 

■(a--r,)"i  (i-r,)'«  . . .  (»-r.,)"-, 

räcinea 

inegales  de  requatioii 
f,  =  0 

rrisolue  par  rapport  ä  a; ,  dont  r»  soit  toujours  ^gale  ä  z^ro ,  ensort«^  J 

que  «0— j=:0,    ioratjue   lequation    Fr=0  n'aura  pas  uue  racioe    | 

dgale  ä  zero.                                                                                                      1 

Soit  ipr  nne  foQction  auiillaire.  liee  k  Fi  par  lequatioo               1 

r.-i^i-r^y  F.,                              1 

*  etaut  un    nomhro  entier  et  posiflf,   pris  de  maniÄre  k  fiatisfain     1 
«  la  coDdiUon                                                                                           \ 

^ 

<  +  »>P-                                    j 

^^^^^^ 

^ 
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Soit  enfin,  pour  abräger, 

Tk  =  nk  -;j— i  , 
h  e\  k  ötant  des  nombres  entiers  et  positifs.    On  aura 

Coroiiaire  l.    Sl  Tod  a 

^>  P> 

cest-ä-dire,  si  le  degr^  de  Fs  est  sapörienr  k  celui  de  fx,   on 
satisfera  ä  la  condition 

«  +  ^  >  Pf 

en  prenant  1  =  0:  donc  on  reviendra  au  th^oih  II. 

Coroiiaire  II.    II  sera  souvent  plus  commode  de  si^parer  la 
partie    correspondaote    ä   la    quantite  Tq  ou  0.    Daos  ce  eas  od 

trouvera 


Coroiiaire  III.    Ed  posant 

f,  =  H,a^  ^yp  da  Ufa  +. .  «  +       L        Öa  ^n  , 

OD  aura  pour  une  fonction  quelconque  if;« 

tf;,  =  /i  +/     5^— ^  ^-    8x'     -^xr  cfcr'. 

Donc^  eomme  fs  est  une  fonction  entiere  par  rapport  ä  or  du  degr^ 
P,  OD  aura  suivant  le  th^or.  IIL 

<-,  ir=m4-l  h=9    lt.— 1  (     1  j«Ä 


21  • 


i 


S2t 


D'aprös    ce   qui   a  ^te  dit  ci-dessus  1-,    ori   a  siiuiiltanämeK 
l«H  riquationä 

(■2)  n  =  (.T-r,)"'    (a:-r,)"»  ...(;r-7-™)"-. 


(4)  A  =  00  +  01^  +  6^^:»  +  ..  .  +  Ä^,  :i:-', 

(5)    P»,t=Co,t+Ci,t(a)— ri)  +  C2,i(jr--ri)"+...+  c»^-].*(x-ro" 
D«  plus,  en  verlu  de  l'^quatiou  (8)  II.,  on  a 

f,  fc=IB+l  1  n,-l  Pr..t 

-r  *  fc=0         ("*— 1} '       ■       * — Tk  ' 

i'aii  l'on  d^duit 

A  ctaut  (l^tcrmin^  par  l'equation 


1 


"  («i— 1)!  r 


et  f  itant  ud  oombre  eiitier  et  positif ,  qu'on  ]teut  faire  accroltr^ 
jusqu'it  riiiGnt.  Ür  on  recunnatt  que  le  reute  R  s'^vanouit  pouK~ 
d«s  valeiirs  iDÜniment  graudes  de  i ,  toutes  les  fois  que  ie  modul^ 
de  X  sera  iur^rieur  au  module  de  la  plus  pettte  des  racines  Tk  • 
dans  ce  cas  od  aura  doitc 


en  faisant,  pour  aUreger, 

(8J  B.  =  -T+^^ 


»  +  ^3a:»+... 


■1)!    *■*      r^+i  ■ 


II  est  i^vident  que  le  second  membre  de  l'equation  (7)  De  serüt 
jatnais  convergent,  lorsque  parmi  les  racines  Tk  il  y  en  aurait  le 
Koro,  sinoii  Pi,k  et  ses  denvöes  jimqu'a  l'ordre  m  a'^vanouisseot 


en  m4me  lenips  pour  j-^.  Mais  on  obvie  ä  cet  InconveDient  par 
ia  Separation  de  1a  partie  correspondatile  ä  cette  racioe,  comme  i) 
a  4t6  remarque  daus  le  coroll.  II.  theor.  III.    En  tout  cas  l'^quation 

subsiste,  puisque  les  fonctions /^  et  Fi  sont  entieres  par  rappott 
ä  X.  En  mettant  au  iieu  de  Fi  sa  raleur  de  I'^quatioa  (3),  il 
vieodra 


+  «4Bo^*+-- 


'C«tle  ezpresslon  de  /i,  comparee  ä  celle  de  l'^quation  (4),  couduit  ä 

V  6i  ^  (7q  Bj_  -|"  "t  "0  '  I       • ,- 

I    (9)        j  S,  =  n<,B,  +  o,Bi+«««o. 


I 


■  £tant  an  nombre  entier. 


Oti  «btiendra  uae  autre  espreasion  pour  6k  de  la  niani^re  suivante. 
ü'abord  od  presente  l'equation  (3)  soas  la  lorme 


(11) 


Ensuita  on  döduit  de  l'equation  (2)  noi 
I  F„=0, 


y  Mint  un  nombre  entier  et  positif  assujetti  ä  la  condition        ^^^^ 
tu  P  <nk-, 
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d'oü  il  suit,  ea  ^rd  k  la  formule  (3)  II., 


En  substituant  k  Fr^^  sa  valeur  tiräe  de  l'equation  (11),  on  troi 


puis 

k=m+l«=n-|-l      ß^  "k~~*    ^''k»* 

fc=n      »=o 
ou^  ce  qui  revieot  au  meme. 


(wjfc— 1)!     *      rjM-i— • 


et»  suivant  requation  (8)» 

(12)  £      om  Bk-4  =  0. 

raaO 

Enfin  on  conciut  de  la  präcedente 

£       a«  -ßi-f  =  —  £      «•  ^A-«  > 

•=0  •=*+! 

ce  qui  change  l'equation  (10)  en 

#=fi+i 

(13)  bh--  £       a.Bi^,. 

d'oü  l'on  tire  successivement 

—   bn—^  =  flfi— 1  -ß— 1  +  On  ^—2  * 
(14)  <  —  6ji_3  =  «n-a  ß— 1  +  011—1  -^—2  +  On  -^—3  » 


Les  formuies  (9)  ou  (14)  peuvent  servir  ä  Fävaluation 
coefficients  b^j  6i,  ,,,bn-\9  lorsque  les  coefficients  Oq,  a^,  , 
et  les  sommes  Bq,  Bi,  B29  •••£— i,  B.-29  B-^^.,*  determi 
par  requatioD  (S) ,  sont  connus.  R^ciproquement  on  en  d^di 
valeur  des  sommes»  et  par  suite  les  coefficients  du  developpe 


S27 

(!) ,  loraque  les  coefficieat«  Oq »  tfi ,  • . .  ffn  et  j^ ,  A| , . . .  ^j ,  c  est- 
a-dire  les  fonctions  Fx  et  fx,  sont  donnäes.  II  y  a  plus:  les  for- 
mules  (9)  ou  (14)  conduisent  m^nie  k  la  d<$tenniDatioD  des  coeffi- 
cients  Oo»  Oi»  ...an.  En  effet  l'^uation  (8)  jointe  ä  l'äquation 
(0)  II.  donne 

lr=m+l  »1.— 1        TT 

(15)  Bk-.,=^^  2       m  Sri     -——fr,. 

Supposons  mainteuaDt  qu'entre  les  fonctions  fs  et  Fx  il  y  ait 
la  reiatioD 

(16)  fs  =   Sir  Fx  , 

et  que ,  pour  cette  valeur  partieuli^re  de  fs  >  Bh^i  se  change  en 
Ak'    Od  aura 

Or,  la  fonction  Fs  ^tant  toujours  repr^seatöe  par  T^quation  (2) 
ou  (3)^  il  suit 

le  Dombre  entier  et  positif  p  v^rifiant  la  conditioD 

P  <nh. 
I)onc,  ayant  ^gard  k  la  formule  (3)  11.^  oo  di^duit  de  r^quation  (17) 


*=!  B7i  Fr, 


OU 


(18)  J»  =  —  2:      fik  n. 

Ajoutons  que  pour  ce  cas-ci  les  formules  (LO)  et  (13)  se  r^uisent  k 


r=A+l  •=«+1 

bh=^  £      fl«  -^Hi-»  >  ÄÄ  =  —  -21        a«  yiA^-i^, 
d'oü 

(19)           6fc-i  =  -S   a«  Ak^ ,  6jk-i  =  —  Z       a«  Ah-M , 

et  que  de  plus  1  equation  (16)  joibte  aux  öquatioDS  (3)  et  (4)  eta- 
Mit  entre  les  coefficients  a^,  Ui,  >.<an  et  Aq»  ^»  ...ftfi-i  le«: 
relations 


e«  geoeral 

6i^-i  =  hah , 
par  la  qaelle  les  equatioos  (19)  deviendront 


(20)  kak  =  £  a.Ai^.y 

(21)  hak  =  —  Z       a,  Au^.. 


D'aillcurs  od  a 


.1  9=n\\ 

Z       a«  Ah^9  =  a»  -^0  +  -2       «•  Ah-» , 


et  de  plus  y  en  yert«  des  equatioDs  (20) ,  (2)  et  (3) , 

—  Aq  =  £       njt  =  Wi +»2  + •••  +  »#»  =  «. 


doDc  la  formuie  (21)  sera  remplacee  par 


(22)  (»— Ä)  ak=  Z       a.  ^.-a. 


On  tire  successtTemeDt  de  la  formale  (20) 

2  a^=z  OoA^  +  a^  Ai, 
(23)    I  3  03  =  «0  ^3  +  «'i  ^a  +  ^a  ^i  > 

V  A  ajk  =  ffo^A  +  ^x  -^A-i  +«a-^*-a  +  •  •  •  +  «a-i  ^1 ; 
et  de  la  formuie  (22) 

2  an-^=a»^iA^i-i-anA^i, 
(34)   ^  3  afi-3^ctii-2  24_|4- 011—1^—2+ ö» '^— 3  » 

En  prenant  la  difference  des  formules  (20)  et  (21),  on  obtiendra  en 

(25)  Z      a,  Ak^  =  0, 

formuie  analogue  k  la  formuie  (12). 


n» 


Dans  le  forroules  ('24),  qui  constituent  le  thdoreme  deGirard  *), 
le  coefficieat  an  reste  iDdeterminii,  de  m^ine  <]ue  a„  daoä  les  für- 
mules  (23).  Mais  si  l'on  fait  x=i.Ü  dans  Xes  expreasiona  F^  vt- 
3f^  jP] ,  la  comparaisoa  des  ^uations  (2)  et  (3)  donae  .. 


«„=(~1)- 


Soit 


■   (ar- 


theoreme  suivant. 


rJ"|T(^. 


■•^ir- 


+  ■■ 


*■!>  n2,...min  etant  des  nombres  entiers  et  positifs,  dont  la  eomme 
soit  egale  kn,  et  Pi,k  desigoant,  pour  taut  nombre  entier  et  po- 
sitif  k,  une  fonction  rationelle  et  eutiere  de  x  d'un  degr^  in- 
ferieur  ä  »t. 

Soit,  pour  abräger, 


Ft  =  (a:-T,)"'  (x—ri)'' 
oUi  ce  qni  rcvieot  an  m^me  , 


..(a:-r„)""-. 


■nie". 


les  coeflTicients  a^,  «i ,  a,,  ...tfn  ötaat  detennin^s  par  le  eystänii 
des  formules  (18),  (26)  et  (23)  ou  0^4),  et  les  coefficientH  6„,  6, 
A,,  ...ön— 1  pur  le  eystj^me  des  formules  (S)  et  (0)  ou  (14). 


On 


F,= 


lalyse  pr^c^dente  conduit  encore  ä  plus'teurs  consequencea, 
—     '~  '     ■       '  r  la  Buivante. 

%  fonction  /'^  soit  donD^e,  mais 


0  =  6,  =ta  = 


*)  Ce  th^or^me,  fauaieinrnt  attribii^  r  Newton,  apparticnt  k  Albert 
Giraid ,  qni,  13  ans  aiant  la  naiasance  de  Ncwlon,  cn  a  donn^  l'^noncj 
dana  nn  nu»rnge  dont  voici  le  titre :  Invention  nouvelle  cn  Algebre,  par 
Albert  Girncd.  Mathemntieien ,  ä  Amilerdaia,  chez  G.  Janaen  Btnauw, 
1629.  —  C'est  M'  J.  de  Gelder,  prof.  ä  Leyde,  qui  a  fait  cetle remarquo 
dans  loa  Wiskundigo  leiaen,  adsCuMua,  2<<<>uitgave,  pag.  423. 


SSO 

et  par  suite  les  formules  (14)  donneront 

HdtoDs  Dous  d*ajouter  que  pour  ce  cas  requation  (15)  se  reduit  a 

doDC  oo  aura  le  theoreme  soiraDt. 

Theoreme  V.    Soit  F,  nne  fooctioD  rationelle  et  entiere  de  x 
du  d^re  n,  represeotee  par  F^quation 

F,  =  (av-ri)"*  (:«v-^r^"*...(j>-r«)"-. 


ny,  14 , . . .»m  ^tant  des  nombres  entiers  et  positifs ,  et  r^,  r^» .  • .  Vm 
MS  ractnes  inegale«  de  requation 

rcsohe  par  rapport  a  x. 

Seit  A  «D  DQBbffe  eiitier  et  positif»  vörifiant  la  condition 

On  anra 

X         «*  vr^       TT =v. 
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Bin  Theorem  iljber  Fakultllteii. 

Von  icm  ' 

Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

Priratdocenten  an  der  UnWeraität  zu  Jena. 


In  dem  Isten  Hefte  des  VIIteD^Theiles  dieser  Zeitschrift  S.  204 
oabe  ich  einige  Sätze  angegeben »  weiche  zur  Auffindung  deir  hö- 
heren Differentiaiquotienten  sehr  aligemeiner  Funktionen  dieneu; 
80  ist  z.  ß. 

^obei  die  Coeffizienten  durch  die  Formel 

^'  =  lil.'.'.p  !  Po(pA).-Pl(F=iA).  +Pt^iX)m  - ...  j        (2) 

bestimmt  sind.    Hiervon  lässt  sich  eine  sehr  eiufache  Anwendung 
^Uf  die  Theorie  der  Fakultäten  machen.  ' 

Sei  nämlich  /"(y)  =  y~A*,  so  ivlrd 

fip)  (y)  =  {-1)P  fi  (ft+l)  (fi+2) . . .  (fi+p^i)  y-f^P , 
oder  nach  Vandermonde's  Bezeichnung  der  Fakultäten 

f(p)(2^)  =  (-.l)P[f9y-M-^  Mgl.  ftp)  (a^):=z(^i)P[fi](ar'^(M+PX  (3) 
Ferner  ist 

f  (aj^)=a;~V  und  ^^J~^  =  (—1)»  M  0?-^-« . 


I 


in 

Subetiluiren  wir  (liess  fflr  die  Mtike  Seile  von  (1)  und  anf  der  • 
rechten  Seite  die   aus  (3)  für  p  =  I,  2,  ...n  sich  ergebenden  de- 
rivirteD  Funktioaeo,  so  wird,  uaeh  Behang  von  ir~^~", 

<-i)"[»c)=-^iM+A[i'1--<.[i']+--+(-i)-AW, 

oder  bei  tungekehrter  Anordnung  der  Reihe 

M=j,M-A,^,M  +  J^M-...±A,li']-        li> 

Diese  Gleichung  lelirt  die  Faicult&t  der  Wurzel  Xi*  durch  die 
FaIcultäteD  der  Wurzel  f(  auedräckeu  uad  dürlte  in  dieser  Atlge- 
meinheit  einen  nicht  unnichtigen  Beitrag  zur  FakultStentheorie 
bilden. 

In  manchen  speziellen  Fällen  kann  man  die  endliche  Reihe 
in  (2),  Tvelche  zur  Bestimmung  der  Cnellizienten  A  dient,  sum- 
miren;  so  findet  man  z.  B. 


1)  für  !  =  ■ 
1.2.. 


-I: 


(-l)»(«-l)i=(-l)"(«-l)(«-2)..(n-j).n,. 


'■•^-1.2..(«-«) 
ielglich  nach  Nro.  (4): 

2)  rar  1=2: 


,ii.|>]-...:   .  (5) 


'•■^<-l.i..(n-,) 
ind  daher  nach  Nro.  (4) 


(»-9),2»-z.=(,+l)(,+2)..(2}).ii„8i 


J„"      .  !■      2.»arV.  3.4.%  ^-v« 
.jp  [2(.)  =  [(.]-  -p-W  +  — 51—  M  - 


3)lSrJ=|: 


i.l\5 
(6) 


(-1)1    (.+^-1)  (■■+;-2). . .  (.^'i""' 
-     2«     '  2.4. 6. ..(2$) 


»■[irf: 


=w+'^'w'+fi!±%fr^ 


M+.. 


Man  kano  diese  Sätze  auch  in  etwas  anderer  Form  darstellen, 
□n  man  mit  Grelle  folgendennassen  bezeichnet: 
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Eh  ergiebt  sich  d&nn  leicht  aus  (5) ,  (6)  und  (7) : 

(p,-l)"=(|..  +  l)"-(n-l).»,(^+l)-'        ■  ''    (■■'«) 

+  („_1)(»_2).^(^,+1).-»-....  ! 

(^  +»■  =  (,,  +  1). - ^ (,,  +  1).-h3^«(,, +!).-._...   (8 

0.,+2)-  =  ,(f.  +  l)"+2&^(ft+l)»-'  ) 

(    (10) 

+  <"+""'-'""'""■■+"-'+■-  i 

Der  letzte  Satz  hängt  sehr  genau  mit  dem  Theoreme  über 
die  Gamma ■Fuiiktionen  zusammen,  welches  ich  im  6ten  Theile 
des  Archivs.    S.  218.  Formel  (10)  bewiesen  habe. 

.U    \  U    U  J.\  Ä\  L\ 


xxxvn. 

VebiuiKsaiifgraben  för  liclialer. 

\-%'.*v.^«.h..'!   ■■■'     ;  -■ -r::.      ,    r.i:.,        ■.  ;  i  u  . .  •.  U   ...,* 

Di  Vision  sexempel.  i'"^ 

Divisor:  \.^ax,  ■"'• 

Dividendus:  1  =Fa:+(l— 2a)j^+a(l-a  +  u2)a'».  |',,.i,I 

Quotient:  1^  (l  +  «)^  +  (l— «+fl')  J^'-  ,  ■■''■ 


Man  soll  untersuchen,  ob  die  quadratische  Gleichung         .  ,i| 
l  +  (l  +  ü):c  +  (l— a+a2>;c«  =  0 
reelle  oder  imaginäre  Wurzeln  hat,  und  zugleich  die  Grüese 

In  »ivei  reelle  oder  imagin.ire  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen. 


SM 

Divisionsexempel. 
Divisor:  1  — (a+a:), 

Divideodus :  (1—«)  {l+a)«+ (I— 3«)  (1+a)  a;— (1 
Quotient:  |l+(a+:r)ia. 

I  hat  Dämlich  immer  die  Gietchang 
(l-fl)(l  +  a)''  +  {l-3«)(l+a);r-(l+3a)a:'+^» 
:  il  +  ia+x)]  |l-(a+^)"l  =  {I-(a+:r)|  tH-(a+ar)|« 


Miscellen. 


Die  verscliiedenen  Auflösungen'  der  Gleichungen 
desvierten  Grades. 

Von  dem  Herrn  Doctgr  D  ijipe,  Oberlehrer  am  Gjmnaainm  FridericionDm 


Die  Siteren  Methoden  der  AuilDsung  bi «quadratischer  Gleichungea 
von  Descartes  und  Euler,  «o  nie  die  neueste  von  Ampere 
(Archiv.  ThI.  1.  S.  16.),  stehen  ziemlich  unverliunden  neben  etnander. 
Wie  aber  leicht  zu  sehen,  ist  Amperes  Auflüsung  nur  eine  Mo- 
dification  der  Auflösung  vop  D  escartes,  und  die  Vermeidung 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  nur  scheinbar, 
da  dieselbe  der  eewiihnlichen  elementaren  Uerleitung  des  Zusam- 
menhanges der  Coefficienten  der  Gleichung  und  der  Combi nationen 
ihrer  Wurzeln  zum  Grunde  lie^t. 

Dagegen  tet  Euler's  Auflüsung  die  reine  Umkehruug  der 
Cartesiecnen ;  denn  E  u  I  e  r  geht  von  dem  Punkte  aus ,  zu  welchem 
man  durch  eine  vollständige  Durchführung  des  Verfahrens  von 
Des  cartes  eetangt. 

Um  nämlich  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1)  x*+pa:^  +  qx  +  r=0 

zu  finden,  setzt  man  nach  Descartes 


sucht  a,  b, 
Gleichungen 


:  durch  p,  g,  r  auszudrücken,   und    ISät   dann  di« 


u 
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1 


Die  Coefficienlen 
(ileichuDgeo 


I 

I 

I 
l 


«•— 2oar+6=0, 

j'-|-Soj:+c=0. 

j,   b,  c  erhält  man  durch    Außrisung   der 


au»  denen  sich  die  folgenden  ergeben : 

3)    i=l(p  +  4««+2'^).     4)  c=iCp  +  4««--X), 

Bezeichnet  man  a'  mit  y,  bq  hat  luan  die  kubische  HÜlfs- 
lleicfaang 

6)    ,3  +  ^,H(^-^).-g=0. 


M6 


64 


Nuh  Anflusiing  derselben   ist  a  bekannt,    tvie  auch  6  und  c,  ui 
tui  erhfilt  durch  Auflilsung  der  quadratischen  Gleichungen  (2) 

^der  mit  Benutzung  von  (3)  und  (4) 


-a^—X  . 


"M-abel  es  offenbar  gleichgültig  ist,  ob  man  a=-|-1 
-setzt,   wenn  «,  eine   beliebige  von  den  drei  Wurzeln  der  ki 
sl«   "         "       ""  ""     " 


~s 


sehen    Hülfcgfeichnng  bezeichnet.     Die  Formen   der  Wurzeln  (8) 
nehmen  ein«  elnTuchereGestult  au,  wenn  man  statt  der  Coefficienteu 
p  und    9    der    ursprünglichen    Gleichung    die    EÜmnitlichen 
Wuraeln    der    kubiüchen    Hül  fsgleichung  aufnimmt, 
seien  diese  DÜmlich  ^,  y^i,  y^;  dann  ist 


Wenn  also  q  eine  po 

10) 

Und  wenn  q  eine  neg 


9)  — J-=yl+V«+3'^;|4=Ä^3^■ 
tive  Zahl  ist,  dann  Ist 

ive  Zahl  Ut,  so  hat  man 


i«' 


11) 


? 


^Ih  -^-^Sf 


3 
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wo  jede  Quadratwurzel  positiv  zu  nehnfea  ist.    Für 

9i,alao^yi  füra.  Daon  sind,  wenn  ypoeitiv,  unsere  Wiirzeln(8); 


I 


=-v. 


.Vi- 


'»- 


's.- 


11) 


Im  aweitea  Falle  daeegen ,  wena  in  der  ursprüDglicben  Gleicfam^ 
9  eine  negative  Zahl  bedeutet,  sind  unsere  Wurzeln  (ß}i        ,, 

das  ist 

1  x=      ■V^vT  — ■*^Wfl — Vw,  . 
13) 


Wir  haben  also  in  (13)  m 
t  gewonnen,    sind  mithin 


ind  (15)  Eulers  Formeln  als  Eodre- 
suKdi  ((cniiiiiicii.  Ol»«  >»»..>io  in  den  vollstiindii^en  Besitz  aller 
Vortheile  gelani^t,  welche  Euler's  Methode  darbietet,  ohne  nüthig 
zu  haben,  von  Jet  etwas  k ü'nstl  ichen  Vorausse  tzune  auszB> 
gehen,  doss  unsere  bi  quadratische  Gleichung 'Wurzeln  von  der  Forar , 

habe,    ohne   ferner  die  künstliche  JJerleitnn^  der  kubische* 
Hiilfsgleichung  nach  Euler  lür  die  nhne  Vcr>;leich  ein  fache  rennA 


atürlichere  nach  Des 

Die  Aufnahme  aller  d 

•  in   die  Formeln  (8)   ist  nichts  als 

gebotene  eanz  natürliche  Beseitigu 

Itir  die  Wurzeln   dieselben   Werthi 


ei 
H 

L 


igt  man  gewJ 

rhandene, 

HQIfsgleichuog  den  Accent  legt. 


>bmeii  zu  müssen. 

,;leichn»p 
durch  die  Nothwendigkmt 
lg  des  Bedenkens ,  ob  denn  aucfa 
kommen  möchten ,   wenn  man 

kubischen 


Wurzel  der  Hülfseieichung  substituirt.    Dies  Bi^-^. 
htigt  man  gewöhnlich  dadurc' 
tets    Vorhand 


EntwickelunK   der  Olelchnngen  der 

Iioxoilromen    anf   den    Flächen    der 

zweiten  Orllnunf;. 


i 


Herrn  Doctor  J.  R.  Boy  man, 

Lehrer  an  der  höhorea  Biirgonidiule  tu  Malmod;. 


Bezeichoe  i:=f(x,y)  ilie  allgemeine  Gleichung  der  Rotation s- 
iiSrper,  hezogeo  auf  ein  rochtwinkliches  Coordinatensyetem,  dessen 

Ale     der  Z  zugleich    Rotationsaxe  ;     seien    ^  uod  ^  die  par- 

dx  dy         "^ 

liellea  Differeiitialquotienten  dieser  (ileidiung,  und  sei  y  der  zwi- 

sfaeii  0  und  I  enthaltene   Winkel,    den    die  Loxodrome   mit    dem 

Meridian  oder  dtrr  Directnx  hildet  :  so  ist  die  allgemeine  Differcn- 
tialgleiehune  der  WendelAltchen  der  Rotationskilrper,  wie  sie  in 
der  Abhandiunc  des  Verfassers  „De  llneis  loxodromicis  «tc, 
Berolini.  1839."  enlirickelt  ist,  folgende:  ^ 

welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  des  j^e^ebenen  Rotatiuns- 
IfDrperB  die  eu Ispret: h  ende  loxodroniische  Linie  ueslimmt. 

Aus  dieser  Gleichung  wollen  wir  im  Folgenden  die  Gleichungen 
der  Loxodromen  auf  den  Rotationskörpern  des  zweiten  Gradea  ab- 
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I.     Cyiinilrischc  und  Koni-sche  Loxodrome. 


Uer  Rotationscylinder  iind  der  Rotationskegel  sind  dargestcl^-fl 
bezfiglieh  durch  folgende  Gleichungen: 

in  tvelchen  ii  für  beide  Körper  den  Radius  der  GrundflSche,  und 
c  für  den  Kegel  die  Coorninate  des  Scheitels  hezeicbaet.  Die 
Gleichung  des  Kegels  geht  aber  in  die  des  Cylinders  über,  wenn 
man  in  derselben  c^ijo  setzt.  Daher  wird  es  nicht  nütbig  sein, 
die  Loxodromen  beider  Kürper  unmittelbar  zu  suchen,  sondern  ei 
genügt,  bloss  die  konische  Loxodrome  unmittelbar  zu  entnickeln, 
um  Hodaiin  aus  dieser  die  cylludriscbe  Loxodrome  abzuleiten.  Indem 
wir  so  verfahren,  schlagen  wir  nur  den  sacbgemässen  Weg  ein. 
Mehraen  vrir  daher  obige  Gleichung  des  Kegels: 


und  differentiiren  dieselbe,  so  erhalten 


.  (3) 


xdx+y(lif= 


woraus  sich  ergibt: 

rfi  c^x  ,dt  c^v 

Subslituirt  man  diese  Werthc  in  die  allgemeine  Gleichung  (I),  so 
verwandelt  sich  dieselbe  nach  einigen  Roducfionen  in  folgende: 


dj-. 


-tangy.(l  +  £^'y 


^■r     ■  ^y      j  +  tangy.a  +  JAr' 

welche  Gleichung  wir  unter  nachstehende  Form  bringen  : 

ydx—xdy  =  ~  tangy.  (1  +^)'^  (xdx+yd^). 

Aus  dieser  erhält  man  nun,  wenn  man  rechts  den  Werth  in  i  aus 
Gleichling  (4)  sitbstituirt  und  zum  Zwecke  der  Integration  durch 
x^-\-y'^=:^(c—x)^  auf  den  verschiedenen  Seiten  dividirt,  folgende 
Integralgleichung: 


^ 


HiFmun  «rgebcti   si 
Willen  Gleichungen 
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i;li   feniet    in  x  und  :, 


Radi  Ausfflhrang  der  ang^denfeten  Integration,  wobei  Coii«t.= 
t*ug)'  -  (1  +  -j)*  '"g  <^  gefunden  wird,  erhfiJt  man  i 

Are  tang  ^  =  taug  y.(l+^/ log  ^-^..  .  .  .  (5) 

die  Gl  ei  eh  UM  g  der  Wetidelfläclie  de«  Kegels,  welche  mit  (3)  vet- 
iHiudea  die  kunisclie  Loxodromc  bestimmt;  und 

Aresin  —^täugy.(i  +  —^  •"g—^A 

l  °n    "/■■■•"" 

Are  cos  'S- =  tang  y .  {l  |- -j)   lug-: — ;    I 

die  Gleichungen  der  Projectionen  aiiT  den  Coordinaten  -  Ebenen 
A'Z  und  YZ,  durch  Trelche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Kegel- 
loxuilrome  bestimmt  ist. 

tu  anderer  Form  stellen  diese  Gleichungen  sich  also  dar: 

j:  =  1/ tang  [tang  y .  (1 +^^)*  log -£-] , 

x=«sin[taNgy.(H-^/log^p, 

1/  =  r  cos  [tang  y.  (l  +  ^)*  log  j^- 

Setten  ^ir  jetzt,  um  zu  den  Gleichungen  der  cylindrischeo 
l'Oxodrome  zu  gelangen,  in  obigen  Integralgleichungen  0  =  »,  so 
^Aalten  wir: 


/v^ 


-/-^ 


Und  daher  nach  Ausführung  der  Integration: 
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l'Ür  di«  Gleicbuns  der  Wendelfläche    den  CylinderB,   wodurch  % 
Verbindung  mit  (2)  die  cylindrische  Loxodrouie  bestimmt  tat;  nnt 


Are  «in  —  =  tangy.  —  , 
Are  cos  S.  =  taog  y .  — 


für  die  Gleichungen  der  Projectianen  auf  den  Coordinaten-EbenM 
XZ  und  VZ,  welche  gemeinschaftlich  cbenfaHs  die  CylinderlosO- 
drome  bestimmen. 

Diese  Gleichungen  in  anderer  Form  lauten: 


«=Stang{tangj'.-), 
;r=DBiii(tang]'.  — ), 
y=pcoa(tangy.^). 


II.  Sphärische  und  Spbäroidis  che  Loxodrome. 
dei  Kugel  und  des  SphSroids 


Bekanntlich  sind  die  Gleichungi 
beziehungsweise  Totgende: 


aä+y«=a"-*« 


,  (9);  a:=+s'^ 

I  die  erstere  über 


'»«" 


-'■^ (10) 


von  welchen  die.  zii'eite  in  die  erstere  üheri^eht,  wenn  man  in  de^ 
selben  fi=  a  setzt.  Wir  küanen  al^o  auch  hier  dasselbe  Verrahren, 
wie  vorhin,  anwenden)  der  Art  nämlich,  dass  tvir  zunächst  dio 
Gleichung  der  Sphäroidi sehen  Lnsodrome  unmittelbar  entwickehf 
und  aus  dieser  sodann  die  Gleichung  der  Spb&rUchen  LaxpdroiM 
einfach  dadurch  ableiten,  dass  wir  hloss  a  statt  6  setzen.  -r',..,ij 
Aus  der  gegebenen  Gleicbang  des  Spbäroids  .  .lUih* 


erhält  man  nun  durch  DilTerenliation : 
und  hieraus  ergibt  sich : 


-=')■ 


4» 


■  W 
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Werden  diese  Wertbe  wieder  in  die  allgemeine  üleichunß  (1)  auh- 
lätuirt,  SD  erh.'ilt  mau  für  dieselbe  nach  einigen  Verein fucnungen 
ÜI«  nachstehende: 


'1 


.-,.„s,.(i+»!ff=!2)i, 


nelch«  wir  rolgendermasacn  umrormea  : 

jrfjT-arrfj,  =  -  lang  y .  (1  +  *l^=a5)i  (a-,/^.+^rfj). 

Setzen  nlr  nun  rechts  aus  GleichuK  (11)  den  Werth  in  t,  und 
dlvidiren  Behul's  der  Integration  auf  beiden  Seiten  einzeln  durch 
i'+y»=:  — (i^— jS),  ao  erhalten  wir  die  Integralgleichung: 

J      ^•+ä/"     -'"^V  0(4»-=") 

und  hieraus  iu  x  und  i,  so  wie  in  y  und  t  die  Gleichungen : 

U«  AuHführung  der  angedeuteten  Integration  gibt,  da  Const.  :=0  Ist: 

Ar  die  Gleichung  der  Weiidelfläche  des  SpliSroids,  welche  mit  (10) 
''erbunden  die  Sphäroidische  Loxodrome  bestimmt;  und 

I  (i'-K^-^gi+o;,    ' 

'      ,     j  -»B  y     („»-y)i    (i.^-(a.-^»).■)l-^-(.»-^>^ 

(  «         ''(6H-(««-4>*)'-(<.»-6'')=) 


'"•■  (4«+(a"-4V)'-«'( 
'°'-''''l„,<'*+''''-'')'*>'+<°'-'''' 


fiit  die  Gleichungen  der  Projectinnen  auf  den  Coordinalen  -  Ebenen 
XZ  und  ¥Z,  durcli  »eiche  die  S|ihHrnidi»>che  Loxodrome  ebenfalls 
vollLonimen  bestimmt  ist. 

L J 


SU 


Vorsteheode  Gleichungen  stellen  in  anderer  Form,   wenn  i 
igleich  den  Ausdruck  iiinerhiiib  der  Klammer  mit  S  bezeichnet^ 


a:=ytang(itang)'.Ä), 
j;  =  c  sin  (itaugy.  Ä), 

y^B  cos  (i  taug  y .  S). 

ingen  der  Sphärischen  Loxodrome  ergeben  sich  n 
"   a  vorstehenden  Gleichungen  ,  wenn  man  in  den-  ■ 


selben  b=a  setzt.    Alsdann  findet  u 


Are  tang  —  —  ^  lang  y 


für  die  Gleichung  der  Wendeltläche 
düng  mit  (U)   die  .Sphärische  Loxod 


aus  {12J 
log 


1  Verbiiii' 
au,  (13). 


Ate  sia  ~ 
Are  CDS  i 


^^tangy.  log - 
=  ,y  tangy.  log - 


tür  die  Gleichungen  der  Proiectionen  auf  den  C 
XZ  und  VZ ,  welche  ebenfalls  zur  vollständige 
SphS riachen  Loxodrome  dienen. 

Diese  Gleichungen  in  anderer  Form  sind: 


lordinaten  -Ebenen 
I  Bestimmung  d«t 


=;/tangf  g^  tang  j- .  log  ^  J  , 
=  osinQ  tang;-.  log  |±|), 


•a 


f/:=v  COS  (  jj-  tang  y  .  log  - 


S)- 


in.    Hyperboloidische  Lo 


Die  Gleichung  des 
nappe)  ist  bekanntlich 


inteligen  Rotationshyperboloids  (ä  n 


Dieselbe  geht  nun  aber  aus  der  des  Rotationsellipsoids  hervor, 
wenn  man  in  dieser  b  =  bV — 1  setzt.  Daher  geben  auch  dievorbhi 
entwickelten  Resultate  auf  der  Stelle  die  gesuchten  GleichungeA  - 


J 


in  in 


dei  Hyperboloidiächeii  Loxodromc  erster  Art,  wenn  mau  in  den- 
I  selben  61^ — 1  für  i  nimmt.  Auf  diese  eiiil'uche  Weise  erlifill  nien 
\  auD ,  da  atieli  liier  Cuest.  =  0  ist : 

die  Gleichung  der  WerKlelflätlio  des  einmanteligen  Rotatiuiis -Hy- 

Cirboloids,  wodurch  in  Verbiiiduiig  mit  (16)  die  Hyperboloidiscne 
oxodrome  erster  Art  bestimmt  ist;  und; 


=  ^tang)'. 


Are  cos  "  =  -  lang 


«  *(6'+(«H6>*)t-(aH&*)= 


^log 


CAH(«Hi'V)*-("H6*); 


die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Cuordinatea  -  Ebenen 
^Z  und  I'Z,  welche  K«mein8chafllich  die  Hyperboloidi^che  Loxo- 
iiome  erster  Art  ebenfalls  vollkommen  bestimmen. 

1d  anderer  Form    Rind   diese  Gleichungen,    wenn   man    nuch 
'w  Abkürzung   den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  W,  bezeichnet. 


.T=ytaiig{^taugy.Ä,), 

x~v  8in(^tangj'./fJ. 

>f="™s(,jtang  )<.//,). 

^  lu  dem  Falle,  duss  Aas  einmantelige  Kotati onshyperboloid  au" 
^«r  gleichseitigen  Hyperbel  entstanden,  ist  b^=a,  und  die  »orstc- 
^%ud«ii  Gleichungen  gehen  alsdann  in  die  folgenden  über: 


Are  tuug 


(oyi>+55^-il  •■"" 


tie    Gleichung  der  WendelHache   des  gleichseitigen  einmanleligeti 
^ otRtionübyperbvluidH i  und: 
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Are  sio  — 


Are  cos ! 


^(tt'+2i'^'+'*^2-g- 


die  GleichungeD  der  Projectionen  der  gleichseitig  -  hyperboloidir 
scheu  Loxodrome  erster  Art  auf  den  Courdinaten- Ebenen  XZ 
und    l'Z. 

Für  diese  Gleichungen  hat  man  in  anderer  Fornt,  wenn  man  zu- 
gleich den  Ausdruck  der  KJammer  mit  Gi  bezeichnet,  die  folgendea: 


a;=fftang(-tangj'.G,), 
i:  =  r8in  (g  lang)'.  G^) , 
ff  =  pcos  (^^tangj-.  Gl). 


!V.     Hyperboloidische  Loxodrome  zweiter  Art' 


Die  bekannte   Gleichung  des  zweimanicligen  RotatioDshyper- 
boloids  (ä  deus  nappes),  nämlich; 


■  (21)  . 


geht  ebenfalls  aus  der  des  Rotattonsellipsoids  hervor,  wenn  in 
dieser  a^=ay—-i  gesetzt  wird.  Wir  gelangen  also  ebenso  leicht 
zu  den  Gleichungen  der  Hyperliololdischen  Loxodrome  zweiter  Art 
indem  nir  in  den  für  die  Sphäroldische  Loxodrome  gewonaenek 
Ausdrücken  aV — 1  statt  a  nehmen.  Alsdann  erhält  man ,  inden' 
man  die  nach  dem  Anfangspunkt  der  Curve  zu  bestimmende  Const, 
- 1  *„„„..  ,<„„o(«!+6< 


ytangy(logÄ- 


— —  logÄ)  setzt,  Tolgende  Gleichungen  : 
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!».•• 


2. 
S' 

II 

3 
OQ 


O 


^ 

.  <* 


ff 


'S 


8 


5 

5 


o 

09 


r 


I 


ir 

gClQ 


2  N 

H   3 

BoT 

3 

3  BT 

Sit 

CS 

••2. 

9 


I. 


(IQ 
II 

sr 

o 

(IQ 


.TS       cS- 


J 

I 


I 

.  * 


«5. 

+ 

5 


o 

OQ 


J2  N 


? 


I 


1 


0 
3 


r — > 


Tlie  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten- Ebenen 
XZ  und  YZy  durch  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Hyper- 
l)oloidische  Lozodronie  der  zweiten  Art  bestimmt  wird. 


In  auiler<>r   Form,    uod  den  Ausdruck  iunerhalb  der  Klamiuer    ] 
lu'il  U^  bezeichneud,  erhält  maD: 

X  =s  tang  {-  lang  y.  H^) , 

j;  =  i>  sin  (g-  taug  y .  H^ , 

2/  =  f  cos  (^  taog  y .  H^}. 

Für  den  Fall,  dass  das  z neim ante I ige  Rotati onshyperboloUl 
durch  die  t;leichseitige  Hyperbel  erzeugt  ist,  verwandeln  sich  v~- 
etehende  dleichungen,  indem  man  6=a  setzt,  in  folgende: 


Are  tang- =  „taiigy  l 


r5-.  lo.  ^'»'^-'-"')'+^^2-') 


,^'((i3z='-B')i+.) 


die  Gleichung  der  Wendeißäche  des  gleichseitigen  zweimanteligea 
Rotati onsh^'perbuloids  ;  und : 


I  .ytang;- 


-V2.10S 


-(25) 


die  Gieicbungen  der  Projectionen  der  gleichseitig  -  hyperboloIdU 
echen  Loxodrome  zweiter  Art  auf  den  Coordinaten- Ebenen  XX' 
und    FZ. 

Den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  G^  bezeichnend,   hat  i 
für  diese  Gleichungen  in  anderer  Form  die  folgenden: 

3:=»/tang(_-  tangj-,  G,), 
^  =  i-sin(it«ngy.G^). 
V  =  fcos  (g- tang  y .  d). 
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V;    Paraboloidische  Loxodrome. 
Als  GleichuDg  des  Rotationsparaboloids  hat  man  bekanntlich: 

x^+y^  =  p2 (26) 

Durch  Differentiation  ergibt  sich  hieraus: 

xdx-\^ydy=z^pdz (27) 

Daher  erhält  man: 

dz       2x         ,  dz       2f/ 
-7-  =  —  ,  und   ,  =  -j^  » 

dx       p  dy       p 

Substituirt  man  diese  Werthe  wieder  in  die  allgemeine  Gleichung 
(1) ,  so  findet  man  nach  einigen  Reductionen : 

^      y  +  tangy.(t  +  -!)  x 

Bringt  man  diese  Gleichung  in  nachstehende  Form: 

Xz «  ^ 

ydx  —  xdy  =  —  tangy  (l  +  —)  {xdx + ydy) , 

substituirt  alsdann  auf  der  rechten  Seite  aus  (27)  den  Werth  in 
:,  und  dividirt  zum  Zwecke  der  Integration  auf  beiden  Seiten  be- 
zuglich durch  a:*  +  y^=p2,  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

uod  für  die  Gleichungen  in  x  und  2,  so  wie  in  y  und  2: 

y^    dx  1  .  f—dz,^.  42  ; 

Nun  gibt  die  Integration,  nenn  man  die  nach  dem  Anfange  der 
C«Tve  zu  bestimmende  Cornttan«  ^  -■  tangy .  (log  A )  setzt : 


Are  tan»  - 

y 


- i  ttng  y .  r  log  -^(/'-»-(P'-M/'jH)  ,2(pH4px)*4-^. 


.  .  .  (28) 


k 


rar  dio  Uleicilung  der  Wendelfläctie  des  KotatioDsparaboluid«, 
welche  mit  (26)  VerbuDden  die  Paraboloidische  Loiodrome  be- 
stitnint;  uod: 


■  m 


2     ^'   L^    p-(p>+J^i)r  ,  p  J' 

Are  00,  » 

ffir  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordlnaten-EbeaeB' 
XZ  und  yz,  durch  welche  die  ParaboloidUche  Loxodrome  ebeoic 
falls  vollsfändig  beetinuut  ist.  > 

Diese  Gleichungen  sind  in  anderer  Form ,  indem  man  zagleicÜ 
den  Auwdruck  der  Klammer  mit  P  bezeichnet,  folgende 


a;  =  y  taug (- lang)"  ^. 


a:  =  üsin  (.y  tang  j-. /*), 


(^tangy.P), 


Ueber  I^egendre's  Tbeorem  von  dea 
Knler'schen  Inte^alen  zweiter  Art. 

VoD  dem 

.vi.  •jtrt.J^emi   Doctor    O.    Schlömilch, 

tVM«  -.       PrlvatdoEenteii  an  dor  Univeraität  lu  Jena. 


Der  sinnreiche  Gedanke,  den  Satz  Legendi 
functionen  mittelst  eines   beslimmtea    Integrale»  füi 


über  die  Gamm 


leiten,    waa  ofeitbar  der  direkteste   Wei:   ist,    TükrC   belcADDÜidl 
vonLejcniie  Diricblet  her.    Er  benuttl  hierni  die  Gteirhnng  *) : 


dir(u)_  r^'!^^^t_/  '_ 


(t) 

ganz  unmittelbar,  was  aber  rtnas  uobequem  ist.  Alelteicbt  dSrn* 
(olgender  Weg  eiaf&cher  uihl  leichter  sein. 

Nach  Nro.  (1)  i«t  ideaU«cb  '  U.I-^M  l-A 

iodem  sieb  das  zweite  Inletzral  ge<;en  das  erste  ans  der  Pareothese 
entspringende  hebt.  Hierbei  sind  nun  die  beiden  ersten  Integrale 
von  n  unabbiSngig  nnd  bilden  eine  rein  numerische  Constante.  Den 
Werth  derselben  kann  man  entdecken,  ivenn  man  die  Integrale  iila 
die  GfSazeo  betrachtet,  denen  sich  die  AusürQcke 

<ir 
für  nnendlicbe  wachsende  n  Dähern 


/."^^""""j/I'jTO?) 


/"dx  _._/'"__rf£_ 


ffier  hebt  sich  beiderseits  das  Integral   /    — ^  ,  und  es  bleibt  nach 
geschehener  Integration: 


i:^--/" 


i(i+i) 


=  -rT  + 


1  "^2  'l.'i     3  "  1.2.3"" 


\ 


jrorai 
Mon 


ifär   man    auch   durch  Zusetzung   der   Griisse    In  —  In  schreibet 


, r"!^e-.^r"-s^  ,„,„::v:„;.,;,,„, 

-*"     rT+2T2-3-Tnn  + +  '"+j'- 

Bekanntlich  hat  man  aber  folgeude  unter  atleo  Umstünden  cunver- 
girende  Reihe  für  den  Integrallogarithmua  : 


ten  Band  dci  ArctiiTi  Nro.  XXV.   %.  lu.   Farm«!  (T), 
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rv. 

^^^se    GleichuD^  ^    welche  man  auch  auf  andere  Weise  abgeleitet 
^U    ist  es^    die  man  zu  einem  sehr  einfachen  Beweise  des  Le- 
^'cndre'schen  Theoremes  benutzen  kann. 

Setzt  man  in  derselben  fi-h—  f^r   ft,    wobei  A   und  n  ganze 

n 

«»it'ive  Zahlen  bedeuten  mögen  ^  so  wird 


t^ 


r* 


dir(^+^±)  ^, ,      ii+^_i 


för  a;=2"  : 


1/  o  1      ^ 


dx. 


—  dz. 


-=-''+■•/ 


dfl  Jo  1—2» 

)kt  man   sich   in   dieser  Gleichung  für  A  der  Reihe  nach 
,    3 ,  . . .  n  —  1  geschrieben  und  alle  so  entstehenden  Glei- 
a.ddirt,  so  erscheint  die  Gleichung: 

dfi  d(i  "   '  dfA 


1 — J 


^^{  r(ii)  r((i + 1)  rill +h...  rill + üJ)  | 


W  n  ?l 


t 

'  .  I '  ■ 

'*^r  in  der  Gleichung  (3)  i  und  wit  für  or  und  ft,  so 
.  ^I  i  e  Stelle  von  dfi,  und  nach  beiaerseitiger  Multipli- 
^'  -"^  ^    dann 

^  Oll    dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergibt  sich 


worin  C=0,5772156  ist.    Setzt  man  hii 
In 


=  C— ",   80 


ergibt  > 


;h,  ivenn  man  dieses  Kesnltat  in  die  vorige  Betrachtung 


I.  ...  /r^'-T/:".w,=-'^+"<-'+'<'+.T' 


\ 


Da  aber  nach  der  Definition  des  lntegTaIlogarithiim8 
ist,  so  folgt  für  w=0.  «(0)=0,  mithin 

Durch  Benutzung  dieses  Resultats  geht    die  Gleichung  (2)  ia 
folgende  über: 


Dieselbe   gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  ; 

setzt,  woraus  x= und  dx= ^  folgt;  ist  ferner  j:^a>   i 

x=0  gewoTdeD,  so  hat  i  die  Werthe  r=0  und  t— 1  angenommem 
und  daher  ist  auch 

oder  »enn  man  die  Gränzen  vertauscht  und  wieder  A!  för  s  schreit 
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Diese  GleichuD^,  welche  man  auch  auf  andere  Weise  abgeleitet 
hat,  ist  es 9  die  man  zu  einem  sehr  einfachen  Beweise  des  Le- 
gendre*schen  Theoremes  benutzen  kann. 

Setzt  man  in  derselben  fi-f —  für   (i,    wobei  h   und  n  ganze 

n 

positive  Zahlen  bedeuten  mögen  ^  so  wird 


dir(ii+^)  ^, ,      u+^_, 


oder  für  a:=2"  : 


^=-'^^/:'=s 


dx. 


Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  für  h  der  Reihe  nach 
0,  1,2,  3,  ...n  —  1  geschrieben  und  alle  so  entstehenden  Glei- 
chungen addirt,  so  erscheint  die  Gleichung: 

d^L  d(i  dfi 


--^nC^nC 


dx. 


oder  weil 


1+2  +  12+23+.. .  +  2«-»=  t^ 


ist: 


»      -  j 


rf/l  r(,t)  r(^ + 1)  r(^ + 1) . . .  r  (^ + !LJ)  ) 

'^etzt  man  femer  in  der  Gleichung  (3)  z  und  na  fCir  x  und  fi,  so 
^ritt  ndfi  an  die  Stelle  tod  dfi,  und  nach  beiaerseitiger  Multipli- 
kation mit  n  ist  dann 


dfi 


^  —  nCi-nf    — s ai. 


^urch  Subtraktion  dieser  Gleichung  ron  der  rorigeD  ergibt  sich 
jetzt 


3S2 


,    ,r(i»)2Xi»+^)--''ö»+"  ' 


n 


Der  Werth  dieses  lote^rales   ist  aber  sehr  leicht  zu  finden;   denn 
man  hat  durch  nnbestimmte  Integration 


folglich 

Demnach  ist  jetzt  in  Gemässheit  des  Vorigen : 


^    jro.)rOi+i-)rot+^)...ro»+!i-i) 


I  =-''='(^)- 


Multiplizirt  man    beiderseits  mit  if^,    integrirt  und  nennt   Iq  die 
hinzQznfagende  Constantle,  so  wird 

i  r(^)  ro» + 1)  r(^ + 1) . . .  r(^+  ^)j 

woraus  folgt: 

Die  Constante  q  bestimmt  sich  leicht,  wenn  man  u=zL  setzt  und 

n 
bemerkt  5  dass  r(l)=l  ist.    Man  hat  dann 

'•Q<l)-©--(=?-')— '■ 

und  weil  nach  dem  von  Euler  gefundenen  Satze  die  linke  Seite 


n-l 


=  (27r)  2   n-^ 
ist» 


^ 

h 


3S3 

./  =  a^f^'  ni . 
So  wird  denn 

rw  r(^ + i-) . . .  rfr+  2=J)  =  „!-/•  (2,)=?  r(»rt . 

ond  dieas  ist  der  von  Lcgendre  zuerst  lieiviesene  Satz. 


XIiI. 


Hefter  die  Verwandlnng  der  Fnnk- 
donen  einer  Veränderlichen  in  Reihen, 
welche  nach  steinenden  Potenzen 
dieser  Veränderlichen    fortschreiten. 


Herrn   Doctor  O.  Schlümilcb, 

FrlvatdocentCD  Ba  dar  UaiTeraität  au  Jena. 


k 


Unter  die  schünstfn  Arbeiten  Cauehy's  geln"rt  gewiss  die 
Anfliiulun^  des  Kennzeichens,  wonach  man  jeder  Funktion  auf  den 
erKten  Bhck  ansehen  kann,  unter  welchen  Bedingungen  sich  die- 
selbe in  eine  convortfente  nach  steigenden  Potenzen  ihrer  Verän- 
derlichen fortschreitende  Reihe  vcrnandcin  Iä8st.  Dasselbe  spricht 
iich  in  folgendem  Satze  aus : 

„Sei  F(ai)  die  gcgeltene  Punktion  und  um  vJllliger  AllF^etnein- 
keit  willen  ar^rCcosw-f*^— J-*'"")  j  '"  welcher  Form  alle  denk- 
iiaren  reellen  und  ima.^iniiren  Werthe  von  ^enthalten  sind.  Bleiben 
»an  die  Funktion  Fix)  und  ihr  erf^tcr  Differenzialquotienl  F'(x) 
Bndlich  und  stetig  für  alle  Werthe  von  x,  deren  Moduli  innerhalb 
des  Intervalles  0  bis  li  liegen,  wo  R  eine  durch  die  Natur  der 
Funktion  F(x)  selbst  bestimmte  Grttsse  ist,  so  kann  man  F(j:) 
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für  alle   diese,    aber  auch   nur    Tür  iliese  VVerthe 
ergento  Reihe  von  der  Form 


A  +  Bj^-i^  C^^^. 


'ivandeln ;   die    Grunzen  _  ^ 

Funktion  und  ihre»  Di ITerenzialquoti eilten  sind  mithin  zugleich  die  ' 


>  Endlichkeit    und  Stetigkeit  d« 

itientei 
liQr  die  Entnickelkirkeit  der  Funktion," 

Caiichy  bpiveist  dieses  merkwürdige  Theorem  dadurch,  das» 
er  zeigt:  für  yi>r>0  uud  cn"*"^"'—  0,  wo  «  ganz  und  positiv 
iet,  hat  man  die  GUichung:  j 

F(;r)  =  Limt[j£^F{r)+-^  F(&rH  ^^F(&h-H  . .      * 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  dus  unendliche  Wachsen  vod  r 
bezieht,  ^o  dass  Lim  0=1  wird  *). 

Hier  wird  sieb  gewiss  Jedem,  der  den  Gang  des  Beweises  ver- 
folgt, die  Frage  aufdrängen  ,- wie  w;ohl  der  geistreiche  französische 
Analytiker  zu  dieser  BetraclitnDgsweise,  die  von  der  bisherigen 
völlig  verschieden  ist,  gekommen  sei,  und  wie  dieselbe  mit  ande- 
ren 'Dekannten  Methoden  zusammenhänge.  Uiersut  iitt  tlie  Ant- 
wort: hinter  der  ganzen  Untersuchung  steht  ein  sehr  allgemeines 
bestimmtes  Irjtegral.  dessen  Werth  die  beliebige  Funktion  F  dar- 
stellt, nandich  dus  Theorem: 


i_y^^-_i^F(„v=-.,„„,, 


iter 


welches  unter  den  niimlichen  Bedingnogen  richtig  bleibt,  i 
denen  sich  F(a)  in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende 
convergeule  Reihe  verwandeln  lüsst. 

Wir  wollen  nun  zuerst  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  beweisen 
und  dann  zeigen,  wie  er  mit  Cauchy's  Untersuchungen  zusammen- 
hängt. 

I.    Lemma. 

Für  alle  diejenigen  Wcrthc  von  r,  für  welche  sich  F(r)  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  r  fortschreitende  and  conver- 
girende  Reihe  verwandeln  läset,  ist 


/: 


!— «f(™")</!= 


iFWTOo, 


wobei  i  zur  Abküriung  für  V — 1  gebraucht  wird. 
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Nach  dem  Maclau ri tischen  Theoreme  hat  man  nSmlich: 

ins  aber  nur  so  lange  richtig  bleibt,  als  die  Reihe  rechts  conver- 
girt,  weil  ausserdem  die  Funktion  und  die  Reihe  einander  nicht 
gleich  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  es  auch  erlaubt, 
r^  :=T  (cos  t+isiaf)  für  r  su  setzen,  indem  sich  dann  die  Reihe 
in  swei  andere  zerlegt,  nämlich 


F(0)  +  ^^'rcos(  + 


F"(0) 


r'co82(+.. 


j-ffl. 


n(  + 


fm 


)^sin2i+.. 


icelche  ebenfalls  noch  convergiren ,  wenn  die  Reibe  (2)  convergirt. 
Multipliziren  irir  jetzt  die  (ileichung 


F(re'i)==F(0)  +  ' 


a^  ff-<^dt   und   intepiren    nach    l 
^2ii,  so  ergiebt  sich 


+  ^r.^.+ 

ischen   den  ,(<rSnzen  f  =  0. 


EId  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  iväre  etwa 

vTobei  m   eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet  und  es  sich  noch  um 
den  Werth  des  bestimmten  Integrales  handelt.     Dasselbe  ist  auch 

=:  /       cosin—mytdt — i/       sia(n~m)tfU. 

Bier  sind  zivei  Fälle  zu  unterscheiden :  ob  nämlich  die  willkür- 
liche Zahl  wi  von  der  gegebenen  n  verschieden  ist,  oder  nicht. 
Im  ersten  Falle  hat  man 

C08(n— m)(af — i/8m(n— m)(OE= — i — +  t  ^^ ~: 

J  n— «j  «— m 

(olglich,  iveil  auch  n—m  eine  ganze  Zahl  ist: 


3S6 

Pill'  m^n  Uiigegen  ist      , 

J^  ^.(n-m)tdt—f^  .i„(»-m)(rfl  =f^  rf(=  2». 

Es  verschninHeii  also  in  der  Reihe  (3)  alle  dlejeDieen  Gliedi 
in  denen  die  forliaiii'enden  Zahlen  m=\.,  3,  3,...vod  n  versdiil 
den  sind,  und  es  bleibt  demnaeli  bloRs  das  Glied  übrig,  in  weichet 
rn=H  ist,  d.  h.  gemäss  des  Ausdruckes  (4)  die  Griisse 


"FCtffl 


27t; 


folglicb  haben  i 


r 


»r(r,><).il  =  '-^^|^2», 


mit  das  aufgestellte  Lemma  tiewiesen  ist. 
II. 


lufgeateHMj 


Dabei  tasst  sich  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Bruch 


ich  der  bekannten  Formel 
eine  unendliche  Reihe  venvandeln,  sobald  - 


+  ^J^''~""'(""'><"+- 


Bestimmt   man  hier  die  Werthe  sSmmtlicher  Integrale  rechts 
pit  Hülfe  Ton  Formel  (1),  so  ergicbt  sich  für  a<r 


IjT^a  ^ire-)at  =  FmAr\F'm^^^ 


,*«(0)+....     (5) 


iSva  war  aber  früher  vorausgesetzt,  daas  die  Reihe 

K  F(0)  +  pF'{0)+iif"{0)  +  .... 

convergtre  und  F(j)  zur  Summe  habe;  da  nun  a<^r  ist,  so  muss 
die  Reihe  in  (5)  um  so  mehr  convergireo  und  F{a)  zur  Summe 
haben;  daher  ist 


-F{re")dt  =  Fia),  a<.T; 


trad  diess  eilt  für  alle  solche  Werthe  von  t,  för  welche  sich  F(t) 
in  eine  nach  steigenden  Potenzen  fortscb reitende  und  convergirende 
Reihe  verwandeln  lässt. 

Es  liegt  nun  der  Gedanke  «ehr  nahe,  diese  ganze  Betrach- 
tungsweiae^  umzukehren.  Könnte  man  nSmIich  unabhängig  vom 
Maclau rin'schen  Satze  die  Richtigkeit  des  in  Nro.  (6j  aufgestellten 
Theoremes  erweisen  und  die  Bedingungen  ermitteln,  unter  welchen 
dasselbe  gilt,  so  waren  hiermit  auch  die  Bedingungen  gefunden, 
unter  welchen  man  eine  FunktioD  FM  in  eine  nach  Potenzen  von 
a  fortschreitende  und  convergirende  Reihe  verwandeln  kann.  Mun 
hat  man  aber  den  Satz 


t/: 


fiddt  =  Lim 5-  j  /-(O)  +  /  (^)  +/'^)  + . . .  ^^f(- 


4robei  sich   das   Zeichen   Lim  auf  das   unbegränzte  Wachsen  i 
dem  ganzen  positiven  n  bezieht.    Hiemach  ist  liir 


fejP(o)  =  Lim  1  \~F{c)  +  - 


—  Fixe  -  ') 


oder  für  t 

L 


=  0; 


^"  «*>  +  «—  '■'(^'■'  + 


©>r 
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Dieser  Satz  wSre  es  also  eigentlich,  den  man  beneiseu  mflBBte, 
oraus  dann  Nro.  (G)  und  das  Maclauriu'sche  Theorem  unmittelbai, 
folgen  würden.  Diesen  Weg  hat  sich  in  der  That  Cauchy  ee- 
brochen ,  wohei  er  auch  die  Bedeutung  der  vorigen  Gleichung  füf 
die  Inlesralrechnuug  gaaz  verschwelgen  konnte ,  wenn  er  seind^, 
Untersuchungen  als  zur  Differenzialrechnuug  gehörig  daretell^D' 
wollte. 


X1.H. 

Ueber  eine  Anwendung  des  in  der  AlH 
handlun^  Tlil.  H.  IVro.  XXV.  §.  3.  be- 
wiesenen Hauptsatzes  der  Vheorie  der 
bestimmten.  Integrale.'  i 


dem  Herausgeber. 


Der  in  der  Abhandlung  Tbl.  11.  Nrn-  XXV.  J.  3.  bewieseiÄ^ 
bekannte  Hau|itsatz  der  Theorie  der  bestimuiten  Integi'ale  scfaeiof. 
mir  nicht  immer  in  seiner  gatjseu Wichtigkeit  erkannt,  u-ohl  selbst "^ 
zuweilen  für  einen  gewisse riu aas sen  bloss  nSherungsn  eise  richtiges 
Satz  gehalten  zu  werden,  was  eine  Völlig  unrichtige  Ansicht  ist 
Namentlich  scheint  es  mir,  dass  dieser  batz  in  den  Lehrhiichen 
der  hTiheren  Aoalysis  noch  nicJit  alli^emein  geaug  zur  EntwtckelunS^ 
der  Crundfonneln,  auf  denen  die  Anwendungen  der  Integralrecbj, 
uung 'auf  Geometrie  und  Mechanik  herulieit,  benutzt  wird,  da  dnclT 
nach  meiner  Ueberzeugung  gerade  der  in  Rede  stehende  Satz  dqf( 
eigentlichen  und  wahren  Grund  aller  dieser  Anwendungen  enthSlt 
Ich  habe  mir  daher  vorgenommen,  in  verschiedenen  nach  und  nackt 
auf  einander  folgenden  kleinen  Aufsätzen  die  Anwendung  diese^ 
Tvichtigen  Satzes  etwas  nSher  zu  erläutern,  und  werde  zunSchrf^- 
auf  den  folgenden  Seiten  eine  Entwicklung  der  bekannten  Fonn^'j^ 
zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  ebener Cunenstöcke  mittheil^^ 
welcher  man,  wie  ich  hoffe,  wenn  dieselbe  auch  weitläuliger  alft. 
die  gewöhnliche  Darstellung  ist ,  doch  völlige  Strenge  * 
Evidenz  nicht  wird  absprechen  können. 


folgende 

uDkt  eines T 

rall«le  Sei 


Aufgabe  auflüsen. 
■ai>eziun)s^ß6'0(Taf.VI. 
eil   AC  undÄO  sind,  zu 


Um  diege  Au^abe  aurzulüsen>  lialltire  man  die  parallelen 
Seiten  AC  und  BlJ  des  Trapeziums  !u  JC  und  F,  und  ziehe  EF, 
80  ist  diese  Linie  nach  bekannten  allgemeinen  Sätzen  rom  SchiveT- 
I  Minkte  ein  Durchmesser  der  Schwere  des  Traiieziums.  Zieht 
\  man  ferner  die  Linien  DE  und  AF,  und  nimmt  EG=\DE  und 
FH^=\AF,  so  sind  G  und  H  die  .Schiverpunkte  der  Utetecke 
ÄCD  und  ABD,  und  es  ist  also  auch  die  Linie  GH  ein  Durch- 
messer der  Schwere  dea  Trapeziums>  Folglich  ist  der  Durch- 
schnittspunkt S  der  Linien  EF  \mA  GH  der  gesuchte  Schwerfiunkt 
des  Trapeziums. 

Le^en  wir  nun  dnrch  A  eine  auf  den  parallelen  Seilen  des 
•  Trapeziums  senkrecht  stehende,  durch  Ä  eine  denselben  Seiten 
.parallele  gerade  Linie,  und  bezeichnen  den  Durch  sc  hnittsmnkt 
dieser  beiden  Linien  durch  K,  die  Etitfernang  der  beiden  purullelen 
'  Seite»  dee  Trapeziums  Ton  einander  oder  die  sogenannte  Hübe 
-desselben  aber  durch  AL,  so  ist  nach  bekannten  »llgemeinen 
SHtsen  vom  Schwerpunkte 


AK-- 


\AL.S.ACD-\^liAL.i\ABD 
\ACD^^ABD 


AK  =  -L^^.AL; 


aisn,  wie-  sogleich  erbellet: 


3(1+ f5,' 


AC' 


AC+iBÜ 
3(/lC+«ß)' 


Weil  aber  offenbar 


let,  W)  ist  auch 


AK      AJ 
AL~AB 


Feraet  iat  olTeiibai 


AB.BF—AE^AJ.SJ-AE, 


-1»=  W./>-^0=jfg||g;.  AB:SJ-iAC. 


SJ-\ACz 


^iBD—dCHAC+iBDj 


I  Back  gehJiyf  EatoidMiBte 
MAC^BD) 


IsT^.  V1.ra.^  SM  >tit  Ji?C£)««iiAiirrMbtnioklig«Coor-  I 
)B«at«u  Wnccnes XwTVRStäck,  b  aeJckcBi  alle  Onli Daten  gleich«  1 
Vaanckea  Eafeca.  Dwikt  dms  »ch  mb  Jfi  in  n  gleiche  Theit«,! 
gcdrik,  aiefct  JiKch  alle  TfccilpaMLte  scoLicdite  OrdiitataR-  vetbiD->f 
det  deR*  CadpHikte  Ainrk  &«&■•«  Aet  C  utre  mit  einander ,  wo-  1 
dndi  an»  n  Tufmi  iifcTil.  aHd  bcMchoel  die  den  sämmHicheB  J 
TbeÜMakteB  *•■  AM  wüi  riimrhlmnn  nmAuaiB  entsprechend«v  I 
Abawseo  nd  On^Uc«  4mnk  ' 


•  =  Ä-  5i- JS'  *•  j* J-^-  >»  =  ('; 

die  CiwrfMfa»  ^s  Sefcmtfnakls  des  Caneitätflcks  ABCD  aber 
dank  X  and  F,  sa  ist,  wcsa  d«  Iknne  negen ,  indem  man  sieb 
■  n-K  DBfdliifc«  WMkcMd  denkt: 


+(■»- 


3(,„+.v.)  ■    • 


-)lCjr^i+)h)— -J 


iV  =  Lim .  ^  j  (yo+Ä)  +  (yi  +*•) 

+  (^5+^4) 

gesetzt  wird  9  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

wo  es  nun  darauf  ankommt »  die  Grössen  Sl  und  N  zu  bestimmen. 
Es  ist  aber 

M  =  Lim  .^  j^o(yo+yi)+^i  (yi  +y2) 

+  ^3(^3+^4) 
u.  s.  w, 


....  l  .-- 


+  Lim.i(^y{yo+3yi+3i^a+3tf8  +  ...+34r«-x+2y«l 


=  Lim  .  -~  j    aroyo+  (^1 j^)yi 


+^iyi+ (^a — ^z^)  y» 


u.  s.  w. 


+  ^n-i  yn-i  +(a«  — :n~)y" 


.) 


-Lim.;(*=^y(-2y„+2^»)i 

=  Lim .  —  (.^0^0+^1  yi  +^2y«+a^8y8 +-• +^'»y'») 

—  Lim  .  ^5  (a:oyo+Ä?ii.v«) 


3«^ 

>    +Lim.4^— —  j    (;yo+.yi+y2+3^3 +  ••+»«) 
-L•,m.|(^^^{%o+y»)  ' 

—  Lim  .  ^  (öa  +  6iS)+Lim .  J  (^)''  («-|^ ; 
und  folglich  9  weil  oflfenbar 

Ltei.  ^(air+ftj8)=0.  Lim  .  \  ^t^X (a-^ß)  =  0 


ist: 


ilf  =  Lim  . (^0^0  +  ^1.^1  +^2^2 +^3^3  +  •  •  '+^nyn) ; 

0& 


,-      1 


also   Dach  (fem  Archiv.  Thl.  II.  S.  275.   bewieseneii   allgemein< 
Satze  von  den  bestiiAmten  Integralen  oflfenbar: 


{ 


=  /     xydx. 


Ferner^  ist 

iV  =  Lim  .  ^(^„+%i+%»+%s+...+2y»-i+y«) 

=  IM  .  — —  (yo+yi+.y2+y3+--+y«) 

—  Lim  .  -2^^"+'^^' 
und  folglich  5  weil  oflTenbar 


Liin.^(«+ß)=(> 


ist: 


iV=Lim  .  — -^(3/0+2/1+^2+^8 +  ---+yB); 

also  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satze  von  den  bestimmten  1 
gralen : 


1 

P* 

11 

1 

P 

"=/.'■»''*• 

p 

er  «i  »ch  de.,  Obige.        ,        ,:„U.,.-**' 

;r    A"^*'^.      --ri-i..," 

/'»"«        .^„^ 

u«     ■       J 

lefaen  "ir  ferner 

"„^."'„■\ , 

jW'  =  Lim  , 

t  «%f5^^-'<'"^-''=?' 

* 

t 

"i^  \i^~' 

+»'^^fS^-^<''+^''^° 

1 

+^^%f^-'<»+-'-i=' 

' 

f 

«  ^Wo^  wr 

+''==gsi^-*'-.«'-? 

«0 

st  nach  der  Lehre  vom  Schwerpuniite                   .  \ 

H  >t;niil<  ' 

wo 

es  nun  auf  tlit 
Eb  ist  aber 

Bestimmung  der  Grüsse  M'  ankommt. 

an 

=£im-?£2j 
folglich,  wei 

;i' 

yoyj  — yu(3r»  — yo)  +yo'. 

yi3'a=ffiÜ/a-ffi)+yi'. 

y.ffa=3feCy3-ya)+^ü"> 

'■'■' 

i 

■  «MM^Uo 

0.   8.  W.                                            oir 

M-.l   „.1. 

1 

a.«' 

.  yf.-iffn=yt-i  (y™— ffn-O-f^t-i" 

■- 

F 

;»/'  ^ 

[ 

^  6-«  |%„«+3s,«+%=«+3j,»+...+3j(,^,«+„„« 

->a\ 

Nach  dem  schou  vorher  angeivandten  Satze  vou  den  bestimmten 
lateralen  ist  nun 

Lim  .  ?=?  (y„«+s.«+si»+».«  +  .-[-+ä«  =y]V'^! 

und  nach  dem  Archiv.  ThI.  f.  S.  '292.  6.  45.  beiviesenen ,  ebenfaÜB 
sehr  ivicbtigen,  Satze  von  den  Mittelgrüssen  ist,  weil  nach  dei 
Voraussetzung 


sSmmtlich  einerlei  Voraeichen  haben,  wenn  wir  eine  gewisse  Mit- 
telgrüsee  zwischen  deu  Grössen 

»I  — yo .  Ja — yi .  Sa—Vi y»— y»-! 

durch  (t  bezeichnen: 

2fi>  Cyi— ffo)  +^1  (Sa-yi)  +  ?aCV3— ^4)  +  ■  ■  ■  +yn-i  Cvn-ya-i) 

=  fi  (yo+yi +ya+2fe  +  ■  ■  ■+y™-i)- 

Also  ist 

Lim .  -^  |yo(.yi-yü)+yi{3'a— yi)+ya(ys— y!()+-+y»-i(yn— >-i)l 
=  Lim.f*  -^  (jü+yi+yi+ys+-.-+ffB-i) 

=  Lim  fi.Lim.-~?(yofffi+»/a  +  jfe  +  ...+yp) 

—  Lim  .  nß  -^^— . 

Weil  nun  aber  nach  dem  schon  mehrmals  anc;e»'andten  Satze  v 
den  bestimmten  Integralen 


Lim 


-(yo+ffi+ya+ffH  ■■■+y«)  =  /    ydx 

Unendliche  wächät,  die  Grüssen 


L 


isti  und,  wenn  n 

yi-So.  ^— yi.  ^3— ya.  ■■■y«— yn-i; 

also  natürlich  auch   die  Mittcigrüsse  u  zwischen  denselben ,  sich 
der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Graue  nähern ;  so  ist  offenbar 


r 


3«5 


1 


Um fi, . Lim .  -^  (yo+ffi+.¥a+.ft+   ■-+y")  = 
ÜbA  weil  DDn  offenbar  aach 


-lyoCyi— yi))-fyt(yt~.vi)+.V3(g3— g8)+"+y''-i(y°— g°-t)l=o- 

in(  maD  hierzu  endlich  noch,  dasa  offenbar 


>  folgt  aus  dem  Obigen 


Durch  die  Formeln 

iet  nun  «lie  Lage  des  Schwerpunkts  vollkommen  bestimmt.        

Hatte  nian  die  Coordiimten  X,  V  des  Schtverpunkts  eines 
Flächenstacks  wie  ACEDB  in  Taf.  VL  Fig.3.  zu  bestimmen,  so 
wfire,  wenn  wir  die  Abscissen  der  Punkte  A,  B  und  £respective 
durch  a,  b  und  e  bezeichnen,  nach  der  Lehre  vom  Scbiverpmi^ 
und  nach  dem  Vorhergehenden:  ^^^| 

y-    '•  "'^  f.y^'^'        ^B 

■^ "7^;  "pi !  I 

/     ydx  +  /     yda: 


fl  ydx  +jl    ydx 

Weil  nuD  aber  nach  der  Lehre  von  den  bestimmten  Intceraler 
(Archiv.  Tbl.  II.  S.  268.) 

/     yi^  +  /    ffrfx  =   /    ydx , 

j     xydx-\- 1     xydx—  j     xydx, 

f^y^'^  +  r  y^ä^—f  y^dx 
Ist,  so  erhSlt  man  wie  vorher  auch  jetzt  wieder: 

Ja  y^  Ja  y^ 

Uaa  Vorhergehende  ist  fiir  unsern  Jetzigen  Ztreclf  hinreichend. 
Späterhin  hoffen  »ir  auf  andere  ähnliche  Anwendungen  von  dem 
allen  obigen  Betrachtungen  baujitsöcblieh  zum  (jrunde  liegenden 
wichtigen  Salze   von  den  bestimmten  Integralen  zitrückzukoi 


«lr*Jb*Ä***       *  5I^^«* 


• 


=»y^^%te 


abi 


i*«^ 


y.  y»'*       y.  }i*f^ 

t  des  Schwerpunkta  vwllk«>mm«>ti  ItMlImmi. 

ie  .iCEßÄ  In  T»r.  VI.  KIä.«./«  uUiUmm.  m. 
vj^»  weaa  wir  die  Abscissen  d^r  Punkt«»  A,  ti  \m\  H^f^\spi'\\\%i 
^^^^frh  a,  b  md  e  beieichnen,  nach  ibr  L^hr«  vom  Ni^tuviiHMtitl^lti 
^^^  nach  dem  Vorhergehenden: 

lydx  +  /    yili 


j.£»ü^./>+,.^»?"f./"w.. 


I    ydx  \- 1    yiUk 


(x-^ä)  I     Ax^ 

+  (Aa+B)x^ 

+  (Aa^+Ba+C)x 

+  Aa^+Bd^+Ca  +  D 

+  Aa'^  +  Ba^+Ca^  +  Da+E, 
u.  s.  w. 


und  übersieht  hier  auch   schon  ^as  jjSesetz,  nach  welchem  diese 
Ausdrücke  fortschreiten,  auf  vu  11  ig^  unzweideutige  Weise* 

Nehmen   wir 
brabdie  Ftäifcllon 


ir  nuu  dieses  Gesetz  für  jede^anze  rationale^  alm- 
lonles  (Vil-l)^eii  Grade«  ttlfiteliral,  r^llP^ 


==  Aaf^  +  (x-'a){    Baü^-^ 

+  (Ba+C)x^^  '  ^ 

u.  s.  w. 


+  Ba^^  +  CäP^^  +  ...+Ka^+La+M 
+  Ba^-^  +  Ca«-* + Dä^^  +  ...  +Xa«+  üfa+  i^. 

Addiren  wir  jetzt  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
die  Grösse 

^  Aa^  +  Aa^=:0, 

und  bemerken ,  dass 

ist,  so  erhalten  wir 

Ax^+Ba^'-^+Caf*-^+...+  Lx^+]Hx+N 

=  (^— a){     -4j?«^* 

+  (^a3+ ^a2+  Cä+Z))  j?»-« 

u.  s.  w. 
+  (^a«-a+ Äa«-»+ Cö«*-*+ . . .+ Jfa+£)  ar 
+ Aa^-i + Äa«-«  +  Cß»-3+ .  • . + Ka^+La+M 

und  sehen  also  hieraus ,  dass  das  bemerkte  Gesetz  für  jede  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  nten  Grades  gilt»  wenn 
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jede  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (n — l)sten  Grades 
gilt^  nach  dem  Obigen  folglich  offenbar  allgemein  gültig  ist. 
Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Satz : 

Lehrsatz.  Wenn  f(a:)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  7{ten  Grades  ist;  so  ist  für 
jedes  a  immer 

wo/'i(a:)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  {ji — l)sten  Grades  bezeich net^  deren  höchstes  Glied 
denselben  Coefficienten  wie  das  höchste  Glied  der 
Function  f(a:)  hat  *). 

§.  2.     • 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  f(a;)  eine  beliebige  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  77ten  Grades  sei,  deren  tiüchstes 
Glied  den  Coefficienten  A  hat,  i^nd  dass 

n  ganz  beliebige  Grössen  seien.     Dann  ist   nach  dem  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  bewiesenen  Satze: 

fi.^)  =  (•^— «i)/i  C-p) + /  («i)  y 

fi  (a:)  =  (a:— aa)  A  (^0  +/i  («2)  > 
fi  (^)  =  (^—03)  /'s  (^)  +  /a  («3) » 

/*3  G'«^) = C-^— 04)  A  W + A  («4)  y 

u.  s.  w. 
^_l  (x)  =:  {X'—an)fn  {x)  ^-^-l  (a„) ; 

wo  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

•  A(^)>  A(^)>  A(^)^  A(^)»  ••••A(^) 

ganze  rationale  algebraische  Functionen  respective  vom  Grade 

n — 1,  w— 2,  w— 3,  w — 4,  ...,0 

sind,  deren  höchste  Glieder  sämmtlich  den  Coefficienten  A  haben, 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt ,  dass  die  constante  Grösse  fn  {x) 
z=:A  sein  muss. 

Durch  successive  Anwendung  der  obigen  Gleichungen  erhalten 
wir  aber  leicht  für  f(j:)  den  folgenden  Ausdruck: 

/•(o?)  =     /•(ai) 

+  (-^— öi)A(«a) 


^)  Eine  andere  Darstellung  des  Beweises  dieses  Satzes  s.  m.  Archiv. 
Thl.  II.  S.  354. 

Thleil  VII  24 
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+  (^— «i)  (^-öa)/a  («3) 

+  (a-— rri)  (a:— Ojg)  (ar— «3)^  («4) 

u.  s.  w. 

+  (ar— Ol)  (ar— Oa)  (^—03) . . .  (X — Onr-^fn^^  («!•— 1) 

+  {X — ai)  {X — 02)  (^ — «3)  •  •  •  (^— On-2)(^— «n— 1)  A-l( 

+  -4  {x — tti)  {x—a^  (^—^3)  (^—«4)  •  •  •  (^ — «n)> 
von  welchem  sich  nun  die  folgenden  Anwendungen  machen  lasi 

§.  3. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen »  dass  die  n  Grössen 

Ol,   02,  «3,  «4,   ....«Ä 

:9ämmtlich  unter  einander  ungleich  sind. 

Ist  dann  f{a{)=0,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Para^rapi 

t{x)z=i     (a:--ai)/i  («2) 

+  (a:— Ol)  {x—a^f^  («3) 

+  (^— «i)  (^—«2)  (^— <'3)/3  («4) 

u.  s.  w. 

+  {X — «i)  {X — «2)  (^ — Ö3)  •  •  •  («^ — an-2)/n— a(ön--l) 

+  (^— Ol)  (:r— 02)  (^—«3)  •  •  •  (^— ön-«)  ('^— «»— i)/fi-i( 

+  ^(^— ßi)  (^—02)  (^—03)  (^—04)  •  •  •  (x—dn)  , 

also 

und  folglich  5  wenn  f{a^z=iO  ist,  weil  die  Grüs.«(en  a^  und  a^ 
gleich  sind ,  also  nicht  «2 — «1  =  ^  *st ,  jederzeit  /i  (ö^)  =  0. 
Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

f{x)—    {x^a{){x-a^f2,{(h) 

+  {x—di)  (x—a^)  (^— a3)/3  («4) 

U.  8.   W. 
+  (X — «i)  (^— »2)  (^— ^3)  •  •  •  (JP— fln-2)A-2(fl«— 1) 

+  (07— Ol)  (ar-cfa)  (^— «s)  •  •  •  (^— o«-^  (^*^'--««-i)/«i-i(ai 
+  ^  (x—ai)  (x—a^)  (.T— «3)  (37—04) ,. . .  (or—fln) , 


also 


/  {.fh)  =  («3— «1)  («3— fla)  A  («3)  ^ 


und  folglich,  wenn  f{a^)=zO  ist,  weil  die  Grössen  01,0^»  a^  ant 
einander  ungleich  sind,  also  nicht 
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ist  5  jederaeit  /«(as)  =0. 

Daher  ist  nach  dem  Vor|iergehendeii 

fix)  =     (a?— «i)  («— ff«)  (^—«3)  h  («4) 

a.  8.  w. 
+  (ä— al)(a^-fl4)  (o?— Oj). . .  (j:— an-2)  /11-2  («n-i) 
+  (or-ai)  (ar— <i2)(«— 03)  •  •  •  (^— ««-.j)  (a;— ii„«,)/*„-i  (ci«) 
+ i4  (ar— «i)  (a?—  Ot)  (^— «b)  (^^«4)  •  •  •  (a? — ««) , 
\  also 

\  f  (04)  =  («4— öl)  («4—««)  (O4— «3)  h  (Ö4)  . 

und   folglich,  wenn  ^(a4)=:0  ist,  da  die  Grossen  Oi ,  02,  03..  a^ 
unter  einander  ungleich  sind,  also  nicht 

(«4— «1)  («4—a*)  (04— «3)  =  ö 

ist  9  jederzeit  ^  (04)  =  0. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  man 
\  ilbetsieht  aus  dem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die 
'  ft  Grossen 

fll  >   fli  »   ^3  >   Ö4  >   •  •  •  •  flu 

^^mmtlich  unter  einander  ungleich  sind  und 

f(a{)  =  0,  /•(da)  =  0,  f{a^)  =  0,  A«4)=0,  .../-(a»)  =-- 0 
ist»  jederzeit  auch 

fi  (aa)=0,  /ä(«3)=0,  fi(a^=0.  /i(a»)=0,  .../•»_i(a„)  =  0 


l 


ist.    Dann  ist  aber  nach  dem  obigen  allgemeinen  für  die  Function 
fQc)  gefundenen  Ausdrucke 

f[x)  =  A  (a— fli)  (ä— 02)  (a?— 03)  (a:— «4) ....  (0^—0,1), 

und  iKir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz,  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function /"(a:)  des  wten  Grades,  deren  hüchstes  Glied 
den  Coellicienten  A  hat,  jederzeit  verschwindet, 
vrenn  man  für  a;  nach  und  nach  die  n  sämmtlich  unter 
einander  ungleichen  Grössen 

Wi  ,  tf2  '  ^3  >  Ö4  >  •  • . .  fl« 
setzt,  so  dass 

/(a,)  =  0,  A%)=0,  A«3)-^0.  /(r/4)=0,  .../•(cin)-rü 
ist;  so  ist 

f{a:)  =  -4  (ar-Oi)  (ar-tf«)  (or-Os)  (o:— «4) . . .  (j:— ««). 

24  * 


■«t» 
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§.  4,       ' 

Konnte  es  ausser  deu  sämmtlich  von  einander  versehiedenen 
Grossen 

^19    0^9    ^3  9    ^4»    ...uCfii 

filr  welche 

/•(ai)=0,  /•(öa)=0,  /(fla)=0,  fia^^O,  ...f(an)=0 

ist,  noch  eine  von  diesen  Grössen  verschiedene  Gn'isse  a  geben, 
für  welche 

fk = 0 

wäre,    so  müsste,  weil  nach   dem  vorhergehenden  Paragraphen 
-unter  der  gemachten  Voraussetzung 

f(x)=A  (:r— Ol)  (x-^a^  (^— Os)  (^—«4)  •  •  •  («— «lO 
ist, 

A  (a — Ol)  (a— 02)  («"— ös)  (« — «4)  •  •  •  («t^)  ^^^ 

sein,  welches  ungereimt  ist,  da,  weil  nach  der  Voraussetzang  tc 
keiner  unter  den  Grössen 

^'l  >   ^Ä>   ^2  9  ^4»    •••fl« 

gleich  ist,  also  keiner  der  Factoren  * 

a — tti  •  a— Oa ,  a—  «3 ,  «— a^, ....  er— On 

verschwindet,  und  natürlich  auch  der  Coeflficient  A  des  höchsten 
Gliedes  der  Function  f(x)  nicht  verschwinden  kann ,  weil  dieselbe 
sonst,  wie  doch  angenommen  wurde,  nicht  von  dem  nten  Grade 
sein  könnte.  Dies  rührt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be- 
kannten Fundamentalsatze  der  Algebra: 

Lehrsatz.  Die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Werthe  der  Grösse  x,  für  welche  eine  von  dies  er 
Grösse  abhängende  ganze  rationale  algebraische^ 
Function  verschwindet,  kann  nie  grösser  sein  als  der 
Grad  dieser  Function. 


§5. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  alle  im  Oliigen  gebrancktOD      ] 
Symbole  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  dass  die  n  Grössen 

^1,   (I2,  «3  9    «4»   •...ßft 

in  Bezug  auf  eine  gewisse  Primzahl  p  als  Modulus  sSmmtfich  unter 
einander  nicht  congment  seien. 
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Ist  dann  /(oi)  durch  p  theilbar,  d.  h 
»  /(a,)=0(Mod.  p), 

iüt»  weil  nach  §.  S. 

ts  wenn  auch  /^(o«)  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(aa)  =  0  (Mod.  p) 
,  offenbar  auch  (o^ — c^)  /^  (02)  durch  p  theilbar,  d.  h. 


\\ 


(«t-ai)/i  (^«)  =  0  (Mod.p). 


Teil  aber  a«  und  o«  n^ch  der  Voraussetzung  in  Bezug^  auf  die 
'  Dsahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind ,  so  geht  p  in  a^ — Oi 
it  auf»  4ind  iHuss  also  nach   einein  belcannten  Satze  von  den 
den  10  /i  (112)  aufgehen ,  d.  h.  es  niuss 

/i(a«)=0(i\lod.p) 

in.     Flach  §.  2.  ist  femer 

+  («3— ai)/iKa2) 

+  (03— «i)  («3—0»)  /a  («s) » 

wenn  also  jetzt  auch  fXa^)  durch  /^  theilbar,  d.  h. 

fM=0{Mod.p) 
'imtf  00  niuss  offenbar  auch 

^  *  (03— «i)  (03—02)  /a  (03) 

"^äurch  11  theilbar,  d.  h. 

(<«3— öl)  (03— Oa)/2(a8)  =  0  (Mod.  /i) 

mIo«  Weil  aber  ai,  o«,  a^  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug  aut- 
Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht  p  in 
■r  der  Differenzen   a^ — cti ,    tu^a^  auf,  und  n 


idfaMT 


muss  also  nach 


^  ^dflsnselben  Satze  von  den  Primzahlen  wie  vorher  in  f^(a^)  auf- 
gehen, d.  h.  es  muss 

/i(a,)=0(Mod.p) 
0ein.    Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  in  $.  2.  bewiesenen  Satze 
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I 

+  («4-«i)A  (fla) 

+  (Ö4~fll)  («4^02)  /a(«3) 

+  («4—01)  («4— «2)  («^-^)/3  («4)  y 

und  wenn  also  jetzt  auch  fiflj^  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/•(a4)=0(Mod.p) 
ist  9  60  muss  offenbar  auch 

durch  />  theilbar  4  d.  h. 

(«4— «i)  («4— «2)  («4— «3) /'s  (04)  =  0  (Mod.  ;>) 

sein.    Weil  aber  au  a^,  a^,  a^  nach  der  Voraussetzui^  in 
auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,   so 

in  keiner  der  Differenzen  a^ — Oi ,  a^ — a^»  o* — «3   auf,   ud , 

also  nach  dem  vorher  schon  mehrmals  angewandten  Satze  tob 
Primzahlen  in  /aCa^)  aufgehen^  d.  h.  es  muss  ..  ^.^ 

f^(ad=0(Mod.p)  '*' 

sein.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  jetit 
keinem  Zweifel  mehr,  und  man  übersieht  aus  dem  VorhergeneiideD 
auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die  n  Grössen  1 

»  fli  ,  «2  ,   03  ,   CI4  ,    . .  . .  flu 

in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  unter  einander  nicht 
congruent,  und  die  Grössen 

fM,  f{a^) ,  /•(cfg) ,  / (04) >  •  •  •  /*(«») 
sämmtlich  durch  p  theilbar  sind,  d.  h. 

/•(eil)  =  0  (Mod.  p), 
f(a^^  =  0  (Mod.  p) , 
/'(a3)  =  0(Mod.p), 
f{a^  =  0  (Mod.  p), 

u.  s.  w. 
f(an)  =  0  (Mod.  p) 

ist:  dann  jederzeit  auch  die  Grössen 

A(«2)>  f2((h)y  h(od>  Ui<iy  .../»-i  W 
durch  p  theilbar  sind,  d.  h. 


St. 
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fiia^  =  0  (Mod.p), 
/i(as)=0(Mod.p), 

U.   8.   W. 

/n^i(an)  =  0(Mod.p) 
Dann  ist  aber  nach  {.  2«  offenbar  auch  die  Differeni 


durch  p  theilbar»  d.  h. 

f(x)  ^  A  (*•— Ol)  (:r— Oa)  (ar—Oj)  (a— «4) . .  •  (ar— -o«)  (Mod.  p), 

I 

und  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze : 

^^' '  Idehr$aiZm  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
jPlliiGtion /(or)  des  nten  Grades,  deren  höchstes  Glied 
^    tf    Coefricienten  A  hat,  jederzeit   einen  durch  die 

'iinzahl  p  theilbaren  Werth  erhält,   wenn  man  für  x 

nach  und  nach  die  n  in  Bezug  auf  den  Modutus  p  sämmt- 
llch  unter  einander  nicht  congruenten  Grössen 


a^f  a^y  03 ,  a^,  . . .  Oa 


^  ^tat,  sodass  also 


fioi)  ^0  (Mod.  p), 
/'(fli)=0(Mod.p), 
Afl3)  =  0(Mod./i), 
f(a^)  =  0  (Mod.  p) , 


u.  s.  w. 


fia„)  =  0  (Mod.  p) 
ist,  8  0  ist  jederzeit  für  jedes  x 

f(x)  ^  A  (x — tt] )  (i— «a)  (a:*— Os)  (x — o«) . . .  (x — afi)(Mod .  p). 


§.   6. 

Könnte  es  ausser  den  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Mo- 
dulus  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruenten  n  Grössen 


«l»    O^y   ^19   ^^4» 


an 


fiit'  welche 
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f{a{)  =  0  (Mod.  p) , 
f(a^  =0(Mod.p), 
/(a,)  =  0  (Mod.p). 
/•(04)  =  0  (Mod.  p) , 

/(fl,)  =  0  (Mod.p) 


ist»  noch  eine  diesen  Grossen  in  Bezug  auf  denModulns  p  nicht 
congraente  Grosse  a  geben,  für  welche  f(a)  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(c)  =0.(]Mod.p) 

ivSre,   so  müsste,    weil  nach    dem  Torhergehenden   Paragraphen 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen 


f(x)  =  A  (or— ai)  (x—a^ix-^a^)  (or— 04) . . .  (o:— o«)  (Mod.p) 
ist,  offenbar 

A  (a— ai)  (o— n^  («—«,)  (cif-iij . . .  (a— a«)  =  0  (Mod.  p)    ' ' 


sein,  welches,  wenn  die  Primzahl  p  in  A  nicht  auf£:eht,  nach 
dem  oben  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von  den  Primzahlen 
ungereimt  ist,  da  p  unter  den  geroachten  Voraussetzungen  auch 
in  keinem  der  Factoren 

a — Ol ,  a — 02  >  ^ — Ö3 »  ^ — <'4>  •  •  •  ^ — ^ 

aufgehen  kann.  Dies  führt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be- 
kannten Fundamentalsatze  der  Zahienlehre: 


b 
P 

di....    . --   ^».^„.,    „-...„ .„. 

als  n  in  Bezug  aufdenModulusp  unter  einander  nicht 
congruente  \Verthe  von  x  gehen,  für  weiche 

fix)  =0  (Mod.  p) 

ist. 

Andere  Beweise  dieses  Satzes  haben  Gauss  (Disquisi- 
tiones  arithmeticac.  p.  40.)»  Lagrange  (Mem.  de  FAcad. 
dessc.  deBerlin.  1767.  p.  192.),  Legendre  (Hist.  deFAcad. 
des  sc.  de  Paris.  1785.)  und  Euler  (Nov.  Comm.  Acad.  sc. 
Petrop.  T.  XVIIl.  pag.  93.),  letzterer  jedoch  nur  für  einen  be- 
sonderen Fall,  ge&^eben.  Auch  s.  m.  das  Mathematische  Wör- 
terbuch. Art.  Zahl.  Nr.  19.  und  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik.    Tbl.  IL  S.  5. 
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Die  oben  im  Weseotlicfaen  nach  Poinsot  geehrten  Be- 
.  i/reise  der  beiden  Sätze  in  §.  4.  und  dem  vorliegenden  Paragraphen 
I Meten,  wie  es  uns  scheint,    vorzQ^lich  deshalb  ein  besonderes 
^  Interesse  dar ,  weil  durch  dieselben  die  beiden  genannten  Theoreme, 
^  welche  als  die  Fundamentalsätze  der  Algebra  und  der  Zahlenlchre 
betrachtet  werden  können,  auf  eine  gemeinschaftliche  Quelle  zu- 
rfickgeRihrt  werden ,  welches  auch  der  wichtigste  Grund  ist,  welcher 
^  uns  veranlasst  hat,  dieselben  hier  mitzuth'eilen.    Ausserdem  ver- 
dienen  dieselben    wegen    ihrer  Deutlichkeit   und  Strenge  ge\viss 
l  ff^rhaupt  recht  sehr,  bei  dem  Unterrichte  in  der  Algebra  und  in 
t  dm  Zahleniehre  benutzt  zu  werden. 


§.  7. 
Wir  wollen  jetzt 

\9  und  annehmen,   dass  es  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 

[■li  Modolus  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruente  Werthc 

von  JC  gebe,  für  welche 

A«i)  =  0(Mod.p), 
f(a^)  =  0(Mod.p), 
/(fl3)=0(Mod,p), 
f(a^)  =  0  (Mod.p), 

u.  s*  w. 
f(an)  =  0  (Rlod.  p) 

ist.    Dann  ist  nach  §.  5.  für  jedes  w 

f(x)  =  A  (x-  Ol )  (x—a^  (.T-  ffa)  (a>— (I4) .  • .  (or-  Un)  (Mod .  p) . 

Bezeichnen  wir  aber  überhaupt  die  Ä:te  Klasse  der  Combina- 
tionen  ohne  Wiederholungen  für  die  Elemente 

^l>   ^29  fhy   Ö4 ö« 

darcfa 

(dl  ,   £12  '  03  >  •  •  •  fln) 

ffo  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 
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(x—Oi)  (x—a^)  (x—Oi)  {x—a^ . . .  (ar— «») 
(«1  >  ^« »  a^, ...  On) 

(«1,   aj,  «3,  ...  On) 

u.  s.  w. 
h  (-t)»-i  .  K„_,  .  o: 

% 
I 

+  (-!)«        .  An' 

(fll,  O2,  O3,  ...On) 

und  folglich  nach  dem  Obigen  für  jedes  a: : 

^  Ax^'~-  -4  .  Äi  .  a:»~* 

(«1 »  «2  ,   O3  ,  . . .  On) 

+  ^  .  Äa  .  ^-^ 

(oi ,  a^,  03 ,  . . .  o») 

—  ^  .  A3  .  ;r»-3 

(Ol,  Oa,  O3,  ...On) 

u.  s.  w. 

+  (—1)*-»  .  A  .  Kn-i  .  a: 

(oj,  Oa»  03,  ...Oft) 

+  (-1)"      .  A  .  Sn  (Mod.  p). 

(Oj  ,  Oa  ,  03 , . . .  On) 
Also  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
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/1(j:)  =  Ml  +  A  .  Äi 

(«1  >  «a>  II3,  ...ttn) 

(«1,  Ha,  03,  ...an) 
u.  8.  w. 

(«1  •  «a  >  «3  >  •  •  •  Wn) 

+  An     --  (—1)«      .  ^  .  »n 

(ff  1 »  «a  >  «3  , . . .  On) 


a;« 


— 1 


O^n 


1— a 


a« 


-3 


or 


•etzen,  für  jedes  x 


fi  (x)  =  0  (Mod.  p). 


n  o 


Folglich  Ist 


A  («1) 
A(a4) 


0  (Mod.  p) , 
0  (Mod. ;?) , 
0  (Mod.  p)  y 
0  (Mod.  p) , 


u.  s.  w. 


/i  (a„)  =  0  (Mod.  p). 

Dies  konnte,  da  n  die  AnzaU  der  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
als  Moduius  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruenten  GrOssen 

ff  1  >  ffa  >  ^z  *  ^^>  •  •  •  ''»5 

der  Grad  der  Function  fx  {so)  aber  nur  n— 1  ist»  nach  dem  in  6.  6. 
bewiesenen  Lehrsatze  nicht  der  Fall  sein,  wenn  die  Primzahl  p 
In  dem  CoelRcienten 

Ai  •{-  A  ,  Äi  , 

(ffl  >  ff«  >   «8  >  •  •  •  ^) 

nicht  aufginge,  d.  h.  wenn  nicht 

A^  \  Mi  .  Äi  =0  (Mod./i) 

(«1 ,   «a  j   «3  >  •  •  •  ^n) 


wäre.    Also  ist 


X 
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Ai  +  A  .  »1  =0  (Mod.  p), 

und  folglich  nach  der  Lehre  von  den  Congruenzen  für  jedes  x  auch 
{A^+A.  Ä,  I  :r»-i  =  (Mod.  p). 

Aus  dieser  Congruenz  und  der  Congrueuz 

fi  (x)  =  0  (Mod.  p) 

folgt  nach  der  Lehre  von  deo  Congrueozen^  wenn  wir  der  Kürze 
wegeu 

f^(x)  =  Ma  —  il  •  Äa  \  x't-^ 

(fli,  02»  03,...  an)    J 

+  {A,+A.  Ä,  1^3 

(fll,   fl2>  «3>-»»an)      ' 
U.  8.   W. 

(«1  >   «2  >   Ö3  ,  •  . .  On) 

+    ii„     —  (—1)«  .   A  .  K„ 

(ßj  9   ^2  >   ^3  »  •  •  •  ^) 

«etzeu ,  für  jedes  x : 

/i(^)  =  0  (Mod./i); 
also  : 

/i(ai)  =0  (Mod.p), 

f.Aa2)  =  0  (Mod.;?), 

/a  (ag)  =  0  (Mod.  p) , 

.  u.  s,  w.) 
/a(an)  =0  (Mod.;?); 

welches  aus  ganz  ähnlichen  Gründen  wie  vorher  nach  §.6.  wieder 
nicht  möglich  ist»  wenn  nicht 

A2  —"  A   .  ^^2 

(«1,  cfa>  «8> •••««) 

durch  die  Primzahl  p  theilbar»  oder  nicht 

At^A.  Äa  =  0^(Mod./>) 
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iat.     Also  ist 


A^  —  A  .  Xs  ^0  (Mod.  p), 

(«1»  «2»   O3'*  •••«») 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  ffefaen  kann,    ist  nun  schon 
Uar>  und  wir  werden  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze  geführt: 

Lehrsatz*    Wenn 

fix)  =  Aa^  +  AiX«^^-{^A2X^^+...+An^a+A» 

und  für  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Moduius 
onter  einander  nicht  congruente  Grössen  Oi,  a^,  a^fO^ 
•  ••da  als  Werthe  von  x 

Aai)  =  0(Mod.p), 
f(a^)  =  0  (Mod.  p) , 
f(a^)  =  0  (Mod.p), 
A«*)  ^  Q  (Mod.  p) , 

u.  s.  w. 
/•(On)  =  0  (Mod.  p) 

ist,  so  ist  jederzeit 
>  Ai  +  A  .  Äi  =0  (Mod.p), 

-4a  -  ^  .  sÄa  =  0  (Mod.  p) , 

A:,  +  A  .  Ä8  ^0  (Mod.p), 

(«1  >  «a  >  «8  I  •  •  •  ön) 
U.   S.   W. 

-rl»^i  -  (—1)«-^ .  A  .  Ä«-i  =  0  (Mod.  p) , 

(Oi ,  02  f   0^9  '••  On) 

An    —  (—1)»   .A.  Ä,  =0  (Mod.  p). 


§.   8. 


Es  seien  jetzt 


alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  die  beliebige  Zahl  p  und  zu  der 
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selben  relatiTe  Primzahlen  sind,  und  x  sei  eine  ganz  beliebige 
Zahl,  welche  mit  p  relative  Primzahl  ist.  Dann  sind  auch  me 
Producte 

mk  p  relative  Primzahlen «  weil»  wenn  dies  nicht  der  Fall  wltt» 
und  also  eine  die  Elnhi^it  übersteigende  Primzahl  z.  B.  in  ose  nod 
p  aufginge ,  nach  einem  bekannten  Satze  diese  Primzabl  entwedff 
m  a  oder  in  x  aufgehen  müsste,  so  dass  also  entweder  a  o«ler  x 
mit  p  nicht  relative  Primzahl  sein  wfirde,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung streitet-    Setzen  wir  jetzt 

ux  ^=z  ap  '\-  Ol , 

bx  =  ßp  +  bi, 
ca:  =  yp  +  Ci^ 
dx  =^  dp  -\-  dl, 
ex  =  ep  -{-  ei, 
u.  s«  w, 

wo 

Oif  Ol,  Cj,  dl,  Bi,  ,.,• 

sämmtlich  kleiner  als  ^  sind,  so  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass' 
diese  Grossen  sSmmthch  zu  p  relative  Primzahlen  und  sämmtlich 
unter  einander  ungleich  sina.    Wäre  nämlich  z.  B.   «r^  nicht  mit 
p  relative  Primzahl,  und  ginge  folglich  eine  die  Einheit  überstei- 
gende Primzahl  in  «x  und  p  auf,  so  würde  wegen  der  Gleichung 

ax  =  <xp  •{■  Ol 

diese  Primzahl  auch  in  ax,  folglich  nach  dem  schon  vorher  ange- 
wandten Satze  ent^veder  in  a  oder  in  x  aufgehen,  und  es  würde 
also  entweder  a  oder  x  nicht  mit  p  relative  Primzahl  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  streitet.  \¥äre  ferner  z.  B«  a|  =  <(| ,  so 
wäre  wegen  der  beiden  Gleichungen 


offenbar 


und  folglich 


/i.r:=ap  +  ai,  dx=^8p  +  di 


nx — ap^=:dx — öp. 


(a — €[)x  =  (a — ö)p. 


Also  ginge  p,  welches  mit  x  relative  Primzahl  ist,  in  (o — d)x 
auf,  und  müsste  folfi^lich  nach  einem  bekannten  Satze  in  a — d 
aufgehen,  was  ungerein^t  ist,,  da  nach  der  Voraussetzung  der  ab- 
solute Werth  von  a — d  offenbar  kleiner  als  p  ist.  Weil  nun  hier- 
nach die  Zahlen 
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deren  Aozabl  der  Anzahl  der  Zahlen 


Kieich  ist,  sämmtlich  kleiner  als  p,  unter  einander  ungleich  und 
te  p  relative  P/unzahlen  sind,  so  Ist  klar,  dass  ohne  Kücksicht 
anTdie  Ordnung  die  Zahlen 


C»  9     O  9     C7  y   O  9     ^  9   •  •  •  • 

und 

von  einander  nicht  verschieden  sind,  und  dass  also  jederzeit 

abcde .  • . .  =  Oi  A|  C|  </|  Pi  •  • .  • 

,    ist 

Bezeichnen  wir  aber  die  Anzahl  der  Zahlen 

(•  ,     V  9     C  j     C»9     ^  9   •  •  •  •    9 


welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relative  Primzahlen  sind,  durch  n, 

Glei  ■ 


'  eo  folgt  aus  den  Gleichungen 

fc|  a^  =  «P  +  ax, 

!P    -I  Äa;  =  /?|»  +  Äi, 

ex  =z  Yp  +  C£ , 

rfo:  =  Sp  +  c^  9 

«;r  =  ep  -f  ^1 9 

u.  s.  w. 

durch  Multiplication  auf  der  Steile,  dass  die  Differenz  der  Producte 

or"*  abcde .  •  •  und  Oi  6i  c^  fll|  e^  .^  • , 
d.  h«  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  der  Producte 

a^  abcde . . .  und  abcde . . . 
durch  p  theilbar,  oder  dass 

{pt^—i)  abcde . .  • .  ^  0  (Mod,  p) 
ist.    Weil  nun  aber 

a,  6,  c,  dy  0, .. .. 

mit  p  sftmmtlich  relative  Primzahlen  sind ,   so  muss  nach  einem 
bekannten  Satze  p  in  a^^^X  aufgehen,  d.  h.  es  rouss 
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=  0  (Mod«p) 

«ein ,  wobei  nach  dem  Obigen  Toraof^e^etzt  wird ,  dass  x  and  jf 
relative  Primzahlen  «ind ,  und  n  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeicbs^^ 
welche  kleiner  aJ«  p  nnd  za  p  relative  Primzahlen  sind. 

Int  p  eine  Primzahl^  ho  sind 

If  2,  3,  4^  5»..«,  P~~^ 

die  afiromtlicheD  Zahlen  >  welche  kleiner  als  p  nnd  za  p  relative 
Primzahlen  wod.  Wenn  also  nur  die  Primzahl  p  in  ;r  nidit  anf* 
geht,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  jederzeit 

aif^i— 1  =  0  (Mod.p), 

d.  h.  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  a^p-"^ — 1  immer 
durch  p  theilbar»  welches  bekanntlich  der  Fermat'sche  Satz  ist 


§.   9. 

Wenn  wir  nun  unter  der  Voraussetzung,  dassp  eine  Primzahl 
lst>  ffir  jedes  x 

f{x)  =  a:P-*— 1 

setzen  9    so  ist  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphep  bewie* 
senen  Fermafschen  Satze 

/(l)  =  0(Mod.p), 
/(2)  =  0  (Mod.jp), 
/  (3)  ^  0  <Mod.  p) , 
/^(4)  =  0(Mod.p), 
u.  s.  w. 
/^(p-l)  =  0(Mod.p); 

und  folglich  nach  dem  in  §.  5.  bewiesenen  Lehrsatze  für  jedes  x : 

f{x)  =  XV-  i—l  =  (ar-1)  (o?— 2)  (a:-3)  • . .  (or— (p-1))  (Mod.  p). 

Für  x=zQ  ist  also 

-1  =  Hl)  (-2)  (-3). ..(-(^^1))  (Mod.  p), 

d.  h.,  weil  p— 1  offenbar  eine  gerade  Zahl  ist^ 

—1  ~  1.2.3.4..,(p— l)(Mod.p), 
folglich 

l  +  1.2.344..»(p— l)sO(Mod.p). 
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Wenn  also/i  eine  Primzahl  ist,  80  ist  die  Grusse 

'  1.  2.3.4...  (/^-1)  +  1 

jederzeit   durch  p  theilbar,    weiches  bekanntlich  der 
iVilson'sche  Satz  ist. 

Alan  sieht  hieraus ,  wie  leicht  sich  auf  diese  Weise  mit  Hülfe 

der  oben  bewiesenen  alii^oDieincn    Slitze   aus  dem    Fermafschen 

;'   Satze  der  Wilson'sche    ^ixtz   herleiten  lliast,    welche   Hcrieitung 

^Ton    Poinsot  a.  a.  O.  wenigstens  in  der  obigen  Art  nicht  gege- 

.    beo  worden  ist,  so  wie  denn  liberhaupt  die  Darstellung  in  diesem 

Aufsatze  niehreres  uns  Klgonthünilicho  enthSlt,   wie  man'  bei  der 

Vergleichung  beider  Arbeiten  finden  wird. 

§.  10. 

Uebrigens  ist  endlich  noch  zu  bemerken ,  dass  das  \Vilson*sche 
Theorem  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  §.  7.  bewie- 
seoen  Satzes  ist. 

Wenn  wir  nändich  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
jetzt  wieder 

f(a:)  =  .rP-i— 1 

ij4Mtzen,  so  ist  in  §.  7.  der  Exponent  n=p — 1,  und 

A  =  l,  ^1=0,  A2'~0,,..Ap-^=0,  ^p_^^— 1: 

faner 

Ui=i,  a.i^'^y  «3  =  3,  . . . ffp_i  ~  j) — 1. 

Also   hat  man  nach  dem  in    §.  7.   bewiesenen  Satze  offenbar  die 
folgenden  Congruenzcn : 

Kl  =:  0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3,...,  p-i) 

^2  ~  0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3,...,/^-!) 

K3  .^  0  (Mod.  p), 

(1,  2,  3,...,;>-l) 

u.  s.  w. 

Äi>-2  =  0  (Mod.  p)y 

(1,  2,  3,...,p-l) 

l.|.(— l)P^i  .  :Bip^i  ^  0  (Mod.;>). 

(1,  2,  3 /i— 1) 

Thcil  \1I.  *2r, 


1M6 

Aber 

<l,  2,  3,  ...  ,p — ^1) 

dod  folglkb 

1  +  J. 2.3.4. ..rp-I).r—l;^-»  =  0(Mod.p). 

litt  nan  die  Primzahl  p  eru9»>er  ab  2,   so   Lst  p — i  eise  wende 
Zahl,  ako 

1  +  1.2.3.4. ..(p—1)  =  0  {\lod.p)r 

Krib«i  a}ier  Koeleicb  in  die  Ausen  rnllt,  da»«  diese  Coognienz  ancb 
für  p-  '2  gilt,  und  daher  aHgcfnieifi  Lst. 

Alle  vorher  au.H  dem  in  §.  7.  beuiesenen  Satze  hergeleileteii 
Cfffif^teuzen  nind  ulirif^eri«  an  «ich  nichtig  und  iBteressaot. 


Applications  des  theoremes  relatifs  a 
la  Uieorie  des  flractions  partielles. 

Par 

Monsienr  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groninf^iie. 


Pour  qn'on  puiflHC  Miivre  avec  plus  de  commodit^  les  appli' 
ratioiiH  MiivjiiitftH,  iiouh  reproduiroiis  dabord  le  thäor^me  III.  da 
Nro.  XXW.  T.  VII.  de  ce  Journal. 

Theor^iuio.  Soit  fx  uiie  fonction  rationnelle  et  entiere  de  o;  da 
degro  p, 

Soit  Fx  uno  fonction  rationnelle  et  entiere  de  x  du  degrö  q, 
ropreHcnti^o  par  1  e(|uution 

Fa  =  (a;— ro)"«-»  (^— rx)»i  (o:— ra)«» . . .  (o?— rm)"». 
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X>lo — <0»  "i»  '(•••••Im  stallt  de»  nombrcs  entiers  et  positifs,  et 
[Tq*  Tx  9  r%9  «..rM  les  racines  inegales  de  Tequation 


en- 
iine 


[rteolae   par  rapport  a  o:,  dont  r^  soit  toujours  ^galc  k  zero, 
^•orte   quc  Mq — 5=0^  lorsquc   requation  Jrx=0  u'aura  pas 
^facine  ^gale  k  zäro. 

Soit  q)s  UDO  foiiction  auxiliaire ,  iiee  a  Fx  par  l'i^quation 

P«  tftant   aa  nombro   entier  et  positif,   pris  de  maniöre  k  satisfaire 
\h  la  cooditioD 

Soit  enfiiiy  pour  abreger. 


Tk  =  uk 


vi  fr. 


\h  et  Jfc  etaot  des  nombrcs  entiers  et  positifs.    On  aura 


kl) 


/•  fc=m|  1  A— •    fi.-l 


1**         jfe=o       A=o 


IX  '■•  li^. + -l^l  ■ 


Ajoutons  encorc  que  9"  i\)x  designe  la  d^riv^e,  et  8J**  H>x  Tin- 
'tteale  de  l*ordre  n  ])ar  rapport  a  x  d'uuo  fonction  qiielconque  if/x, 
cnmrte  que 


<2) 


Cela  pos^,  on  voit  que  ])ar  la  formule  (1)  toute  fonction  r<ition- 
jielle  et  fractionuaire  de  a:  scra  reduite  aux  exprcssions  de  la  forme 


a:—^ 


a;i 


h  ^tant  un  nombre  entier  et  positif.    II  suflit  donc  de  savoirappli- 
quer  vne  Operation  relative  ä  x  aux  expressions 


1 


X — r 


nf>h 


pour   Qu'on  puisse   appliauer  cette  op^^ration  a  toute 
tioDnelie  et  iractioonaire  ae  x.    On  sait,  par  exciuple. 


fonction  ra- 


Ox-TL -  = 


X — r      (x — r)"+* ' 


et 


25 


an      h 


388 
hl 

(h-^n) ! 


X 


A— 71 


en    designant   le  produit    1.2...n  par  n\.     Donc  la  formule  (i) ^ 
doDDera 


PareiUement  oii  a 


X — T      yii — J)!      / 


1- 


1     I 


2  w-li 

+  Co +  Ci  »r +  . . . +  cn— 1  :i 


et 


To,  Ci,...Cn— i    etaiit  des  constantes  d'integration.    Dodc  od  fiie 
de  la  ibrinule  (1) 


(■») 


=-»+»*=•  .''.-l',^      («-»)!    I-  ^  2  n^\\ 


2 


\\    Z  Z   drpTk 


\ 


h\      a:H« 


Ce  iiost  j)as  tollt.  La  lettre  j-  etanf  generale  i)eut  etre  remplac^ 
par  une  caracteristiaue ,  et  la  ibniiule  (1)  f()urnit  le  moyen  de 
trouver  l'operation  iiiaiquee  par  une  l'onction  rationnelle  et  fraction- 
naire  de  cette  caracteristique.  Entrons  ä  ce  sujet  dan.s  qneiques 
detail«. 

§.  11. 

Substitiions  d'abord  la  caracteristique  dx  h  x  dans  la  fonnule 
(1),  alors,  en  designant  par  q>x  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable X  a  laquelle  se  rapporte  le  signe  dx  ,  on  aura 


ß 


(1) 


Cx 


F; 


k=:m  \  1  h—n      "/t~l  i       1  ^x     \ 

c^^         k=o       h=o      *  iox—rk      rk      } 


et  ia  reeherche  de  Texpression 


A 


*>. 


9»* 


•  * 
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rtfduite  k  la  recherche  des  expressions 

gj^:^  (PX  9      0X(PX* 


^Mais  /x  ^tant  une  fonction  rationnelle  et  entiere  de  x,  on  trouvera 
directement  fd^  q>X'    Nous  faisons  donc  poar  plus  de  simplicitö 

/x  =  l, 

,de  Sorte  ouon  peut  prendre  s=0  et  nQ  =  0.    Dans  ce  cas  la  for- 
JBUile  (1)  §.  1.  se  reduira  h 


(2) 


1      '^"•+^»,-1  Rk 


k^ 


et  r^quatron  (1)  §.  II.  deviendra 


1  k-m^l    ^  _^  1 


M£k  et  Fx  etant  detcrmines  par  les  equations 


[4) 


Rk 


n» 


F,  = 


(a?— ri)"*  (a:— r2)"* . . .  (a: — riu)"*". 


(ons  maintenant 


^on  aura 


rv 


!f=d^lf" 


(9x— rjfc)  y:=z(ps  , 


8xy— ny  =  9x, 
^quation  differeDtielle  ä  laquellc  od  satisfait  en  prenant 

y  =  e^^'  I  e~^^'  q>x  dx  , 
et  substituant  cette  valeur  de  y  dans  i'äquatioD  (6)  on  trouvera 


^— j:^  9"  =  «'V  «  '*'  9"  <^- 


DoDC  l'equation  (3)  se  changera  en 


'1 
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(7)  ^-9,=*^*   ^^rpRke^Ce-'^q^sdx. 


et  la  recherche  de  TexpressioD 

1 


Fr 


q>, 


dopend ra  d*operationH  connues. 

f  je8  cormtantes  d*irites ratio n  «ont  comprises  implieitement  danA 
le  Hecond  menibre  de  lequation  (7).  Ponr  les  aroir  explicites, 
IJOU.S  rappeloris  la  formule 

Ti^  I  lifx  dx=  I     Xx  lifx' da:'  +  xr  C , 

X  et'iiit  une  valeur  particuliere  de  ar,  et  C  d^signant  une  quantltä 
indepcndante  de  x,  inais  du  rcste  arhitraire  et  fonetioD  de  toutes 
leH  variableH  aiitres  que  a:  qui  soient  contenues  daos  ia  foDction 
ij/x»    Dapt-eK  ceJa  la  formule  (7)  sera  mise  sous  la  forme 


(8) 


dan»  laquelloxon  a  po.se,  pour  ahreger^ 

C  dtarit  fonction  arbitraiie  de  r  et  ^^  mais  independaiite  de  x, 
D'ailleurs  on  a  suivant  une  formule  connue 

ou 

*  Ä:=^0  * 

h 

h  etaiit  un  nombre  entier^  et  {nk — 1)  etaiit  determine  par  röquation 

A  ..      (7?fc— 1) Q/ifc— 2) . . . imc—h) 
(WA--1)  =         172.3.4...     h ' 

h 

Or,  puiHque  (nk — 1)  et  Rk  sont  independants  de  a:,  et  que  C  re- 
]»resente  une  quantito  arbitraire  mais  iudependante  de  Xy  od  sub- 
Htituera  simplemeut  C  ä 

{nk^l)  SrV'^  CRk , 
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'- :  (lonc  on  aura 

A=0 


ll!l(      II 


k    1         A=o 


i)  1(1  ii] neos    (lans  le  second  membre  de    cette 

i\r<   a   /.-  et   //.     D^apres  ce  qui  a  ^t^  dit^  Ja 

'■  -^iiiii-  ('<'ns<»e  fonetion  de  k  et  h,  etpour  exprimer 


;is   rciiipla<;ons  C  par  6V,ä.    Ävec  cette  di- 
MoDs  la  valeur  de  K  de  i'^quatioD  (10)  dans 

^  iiMidra 


rornnile  connue,    on    d^veloppera  encore  la 


'  .-.r,  a';jf'  RkJ^/^^'^'^  q>s'  dar'. 


:iif 


V'  QH,h  f  {x-x')"  c'*^'"''>  9>*'  «fcC  , 
■  jihrri^er, 


*  .n..-l-& 


Qu,h  =  (wt-1)  ar*        "  /?*  , 
lUMfion  (4) 9 


<h.h  =  (WA-l)w*ör*  ,n.    -^      • 

(!']),  joiDte  ä  requation  (t2),  transformera  la  for- 
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Qk,h  I     (x—x')  e  *^         g)x'  dx'  \     .5 

+  /**  a:    C]t,Ä 

Les  formnles  (11)   et  (15)  sont  ^enärales  et  subsistent  ponr 
tonte  fonction   rationnelle  et  entiere  Fr  et  pour  toute  fonction  g^r«   | 
Blies  se  simplifieront  en  attribuant  ä  Fx  une  forme  particuliere.      « 

1.    Lorsque  i'equation  ,  ^ 

Fx  =  0, 

r^solue  par  rapport  ä  x,  n'a  pas  de  racines  egales,   c'est-a-dire 
qu'oD  a 

la  formule  (11)  se  räduit  ä  . 


(16)     :^9>*'=^^'  i^^y^''^'*^''"'''^  ^''  '^'^'  +  ^'''  ^*  i ' 


2.    Lorau'oD  fait  m=l  et  qu'on  substitue  simpIemeDt  n  et.r 
a  Wx  et  ri,  la  formule  (11)  donnera 

(17)         'ev-9'x  =  Cr        ßi  /       C  g?x'  fWP   +  2.    e     Ä     Qk  . 


^ 


Or,  pour  ce  cas  Täquation  (5)  se  reduit  ä  , 

(18)  Fx  =  {x^r  > 

d'oü  il  suit  ^ 

et 

doDC  OD  aura,  eu  egard  a  Tequation  (4), 

puls 

''         ^/x     ^  ^*' ^   "^  (72^1)]  /  X      ''         ^  ^>x'dx' 
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^w 


tfquation  jointe  k  l'^quation  (18)  change  la  fonnule  (17)  en 


3.    En  prenant  r=0  dans  la  präc^ente,  on  obtient 

I- 

r  fomiule  par  laquellc  une    integrale  multiple   Hera  ramenee  h  tiiie 

^    Integrale  simple. 

I  II  est  bon  d*observcr  qu  en  resolvant  par  rapport  a  u  Täquation 

i    diffäreDtielle 


on  aura 


i 


u  = 


^'e. 


fpx 


^ 


ja) 


que  par  suitc  la  valeur  de  u  sera  eiqirimee  par  le  second  membre 
la   tormule   (11)   oii  (15).     On  voit  que  cette  valeur  de  u  com- 
»od  des  quantites  arbitraires  dont  le  iiombre  est  egal  ä 

^gal  au  dcgre  de  la  foDctioD  Fx  par  rapport  ä  x. 


§.  111. 

Soit  ^x  un  signe  d'op<^ration  däterminä  par  Täquatioii 

"jr  Fx  —  I  • 

'  S 


L'Sabstituons  ^x  h  ^  dans  la  formule  (2)   §.  II,,   et  appliquons  les 
>.   Operations  a  une  fonction  q>x  •     On  aura 

.    Or,  en  posant 


y  =Äi=r.^' 


il  suit 


A 


xf/'-Tk  y=g>x 
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equation  aux  difförences  finies,  qni  sera  verifi^  en  prenant 


■V. 

tu 


9  =  iq:^  (l+«n)«  2  (1+cnr  •  9>s , 


ou 

X  ^tant  une  valeur  particuliere  de  x ,  le  signe  2  se  rapportaDl 
ä  la  variable  x\  dont  raccroissement  est  represent^  par  t,  et 
IIx  ^tant  une  fonetion  qui  ne  change  pas,  si  Ton  attribue  kx 
raccroissement  s,  mais  du  reste  arbitraire  et  fonetion  de  r  et  k 
On  aura  par  suite 

4  p  X'=S  X — X'  X 

ee  qui  change  la  formule  (2)  cd  ,  ^  t 

fc=IlH-l     _        I     cRl    x'=x  X—X* 

daos  laquelie  od  a  fait^  pour  abreger, 

K  =  £       Sr*     (i+Brk)TRk  Hx . 
Suivant  une  formule  connue  od  deduit  de  celle-ci 

k=m4-l  h=nt,         h  j,  ^    n      t    h 

K=  Z        2"  *  (Mi-l)  8?.  (l+?  n)  T  a"*"      Rk  JI, 
et  commc  on  a 


f<V 


8?^  (l+frit)T  =  X  {x--e)  (^—26) . . .  {cs-h—i  e)  (l+m)7      , 

11  viendra 

h 

h 

Or,  -pr^ — Ä-  et   72*  etant  independants  de  a;,   et  Ux  repr^ 

sentant  une  fonetion  arbitraire  des  variables  autres  que  a:,  od  sab 
stituera  simplement  JXr  ä 


(1+ert)*  "'* 
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qoi  fait  dtfpendre  iZ«  de  A:  donc  on  aura 
K=  E        2?*a?(a:— «)(a:-2«)...(:ir— Ä=ie)(I+er*)TJnrx. 


^,  Cest  cette  valeur  de  K  qu*il  faut  snbatituer  dans  la  formiile 

(3),    et  pour  mettre  en  evideDce   que  IIx  depend  de  k  ei  h,  on 
pourra  äcrire  nx,k,h  au  iieu  de  JZr.  Avec  cette  distinction  ii  viendra 

,  ;•     (^..r  9"  =^  »r iT^  ,^,  (1+-*)-^  ^" 

■  f  +  £         2  \r(j:— e)(a?— 2£)...(:r— A— l^)(I+£rt)7Z7x,M• 

Remarquons  qii'on  |)eiit  faire  subir  ä  la  forniule  (4)  des  trann- 
formations  et  des  simplilicntions  semblabies  a  Celles  que  Ton  a  fait' 
subir  k  la  forniule  (11)  §.  II.    Observons  de  plus,  quen  resolvant 

I'  par  rapport  a  u  Tequation  aux  difforences  fioies 

le  signe  ^x  etant  toujours  däterniin<^  par  I'^quation  (1),  on  aura 


— 1 


DoDc  la  valeur  de  u  sera  exprimee  par  le  second  menibre  de 
[dquation  (4),  et  Ton  voit  quelle  coiitiendra  des  fonctions  perio- 
^Iques  dont  le  nombre  est  ägal  a 

Wl  + W2  +  .«.+Wm> 

oa  ^gal  au  degre  de  la  fonetion  Fx  par  rapport  h  x.  Ajoutons  au*en 
Vertu  de  Teciuation  (I)  le  signe  ^x  se  reduira  au  signe  dx  »  lors- 
qu'on  fait 

et  que  par  consequent  la  formule  (4)  räproduirala  formule  (11)  §.  II. 


§.  IV. 

En  adoptant  les  meines  notations  que  dans  les  paragraphes 
pr^c^dents,  et  rempla^ant  x  par  le  signe  -^  dans  la  iorniulc  (2) 
§.  IL,  il  vient 


ranr^-«'«^- 
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Soit  tpx,^  nne  f onctioD  des  variables  Xy  y,  aaxqnelles  se  nip^ 
porteDt  les  signcs  dx,  Sy.    Od  deduit  de  requation  präcedente 


et,  en  vertu  des  principes  ^tablis  dans  ie  §.II.9  cette  formulesera 
mise  sous  la  forme 

(1)  A  V         "^^  ^' 

D'ailleurs  on  a  genäralement 

(2)  e^^y 'tlfv  = 'tpp^a , 
et 

(3)  ,  .3j+o  t/'y+a  =  85  if'v+o , 

ce  qui  change  la  pr^c^dente  en 

(^^x\      (pxyy  =   -S        8rF~    Rh  I      Sy  (fx'yy-^^rAx-x')  fit' 

*=1  Ä=o  '^  y 


formule  qui  fait  voir  comment  I'operation 

—1 


rö" 


peut  ^tre  appliquäe  a  une  fonction  quelconque  de  x  et  y.    Posons 
maintenant 

(5)  q>x,y  =  3y  '^  fx,y  5 

p  ätaot  Ie  degre  de  Fx  par  rapport  k  x.    On  aura 

Q  rj— (p— l)    - 

Oyq>x',y  =  Oy  /x',5f, 

et,  en  vertu  de  la  formule  (20)  §.  IL, 

y  etant  une  valeur  particuliere  de  y ,  et  Bu  designant  une  quantit^ 
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indäpendante  de  y,  mais  du  reste  arbitralre  et  fonction  de  h  cto:. 
De  plus  on  tire  ae  la  prec^dente,  eu  ^gard  a  la  formule  (3) , 

[■• 

I-  En  substitnant  les  valeurä  de  q>x,y   et  dy  9'fSyfr|^(x-x')  tirees 

"f.-    des  äquations  (5)  et  (6)  dans  la  formale  (4),  il  viendra 

la  valeur  de  //  etant  fournie  par  Täquation 

fc=l  «/  '^     A— o 


Pais  on  a 


n=0 


n  etant  un  nombre  enticr :  donc 


.       «       1  O^  A=n--1  n— A+l    n      -^„    _ 

^=2       ^rf   Rk  I      E        Z      (A)ijrk(x-.r')»Bhtla-', 


i 

^quation  qu*on  peut  mettre  sous  la  forme 

/'^x  Ä=p— 1  n=A+l    n 
2?        2"       (Ä)  jBa  /-«  (x^x'Y  Nilx' , 
X     A=o       n=^ 

ayant  fait^  pour  abreger, 

ou  biet!  9  suivant  l'equation  (4)  §•  IL, 


ih=m+l 


n 


N=  £       itk  S;* 


n.-i      rt 


*      ^'tFr, 


Mais*  ^9  -rtfrm  in  iiBMiea»  ^.  &  3r  XXXV.  T.  VIL  de  ob 

liumai.    *n  i 

:»fliur  QQt  'loiDure  -Hiner  ^c:<o8inf  t  zumc^ir  .la  degre  de  la  fooctioD 
Fr  -^muiue  «ie  i  uaiie.     Od  jon  xu  .'onsiftnient 

T  =  ). 

lorsMiutf  7  «ient  m  -ytunim  '»ntier  ec  i»«»*inr  inierienr  ä  p — ^1.  Or, 
n  es»i  !)uu  ^liieuitftu  :u  ~:uiiiun*  efirier.  niaii»  L'eqaatioD  (8)  fait 
Viiic  jut*  *i  'eprtf^i^iuiera  an  lies^  noiiiurvs  ().  1.  2....Ay  et  h  od 
iec»  iiumöree^  Ü,  1.  -,  ...  :t — 2.  ie  :M>rte  iine  n  sera  toajonrs  io- 
:eci«UA'  d  /y — 1.     Üouc  -iu  aum 

T  =  0. 

Ä  =  Ü: 

ce  qui  iiioufre  t]ue  lec^  tbuctioiw  arbitTaift^s  Bk  comprises  daDS  H 
^li^^roitruiit  Je  la  tonuule  (7),  laquelie  sera  eo  oonsequeoce 

Ut*uiat«iuuijet  que  lorsque  I'equation  anx  dirivees  partielles 


(\ 


tlaiifii  lm|uelle  i>,  '*  f^)    ropreseiite  une  foDction  homogene  du  degre 


X 


l>  iMi  ia|i(ii>ii  aux  i-aructeristiques  dx,  dyy  sera  räsolue  par  rapport 


" "  CD 


Cy      fx^y  3 


i 


l'uä  tl  isuit   quo    lu  valcur  de  ti  sera  exprim^e  par  le   secoDd 
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membre  de  la  fonnnle  (9).    Äjontons  que  cette  valeur  de  n  com- 
]  prend  des  fonctions  arbitraires,  dont  le  nombre  e^^t  egal  ä 

[^  ou  «$gal  ao  degr^  de  la  fonction  Fx  par  rapport  ä  ar. 


§.  V. 

Lia  formule  (1)  §•  IV.  n'est  qu'un  cas  particulicr  de  la  formale 
plns  generale 


^  ^tant  une  fonction  des  signes  dy,  Sz,.„y  et  tpxyy,%,...  nne  fonction 
.  les  variables  x,  y,  *»'•,  auxquelles  se  rapportent  les  sk^nes 
[  9'>  ^y^  ^si  ••  •  ^'^tte '  fomiule  se  deduit  de  la  formule  (2)  §.  if.  en 
k  BQDstituant  le  signe  dx  ä  o:  et  appllquant  les  Operations  ä  la 


[es    variableso:,   y,   z ,..,  auxquelles   se  rapportent   les^  sk^nes 

"  1.    IL   CD 

fonction 

V 
9M,y,»,.,*    D'aprös  ce  qui  a  4t6  dit  dans  le  §.  II.  on  en  dädnit 


+  T*'  'F*  x'  i^  c. 


C  tftant  ind^pendiint  de  Jc,  mais  du  reste  arbitraire  et  fonction  de 
t»  h,  y,  s,..  .    Cette  formule  fera  däpendre  Topäration 


i    d'nne  Operation  de  la  forme 

(3)  e'^fs,.,..  . 

Lorsque  le  signe  y  repr^sente  une  fonction  du  promier  dcgr^ 
par  rapport  aux  caractöristiques  Sy,  dx,,.,  soit 

OD  aura 

r 

e     Ay,«=fe    »^»      /sf,Ä,..=W«,«+/?,..  • 

Mais  le  signe  y  passant  le  premier  degrö,  il  ne  scra  plus 
possible  d*exprimer  Fexpression  (j)  en  forme  iinie.  Toutefois ,  en 
rMuisant  en  serie^  on  a  geueralement 


I 
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e"' 


tj  etant  un  Dombre  entier,  et  s  un  nombre  entier  et  positif  qa*OD    ; 
peut  faire  accroitre  jusqu'ä  rinfini:  d'oü  il  suit 

daDS  laqueile 

^='''-rTä;?-'"/;..,..^v. 

On  De  saura  donc  detcrminer  g^neralemeDt  ia  valeur  de  Top^ratioD 
e^^  fy,z,..  yovLX   toute  fonction  fy^z,.,.   et  uour  toutes  les   valeim 
quoD  attribue  aux  variables  yy  z,,.  Mais  la  fonction  fy^z,.,,    ötant    .i 
rationnclle  et  enticre  par  rapport  a  ?/^  z,...,  ou  du  moins  dävelop-    | 
pable  en  sörie  convergente  pour  toute  valeur  des  variables  y^z,..,    \ 
on  aura 

loisqu'on  attribue  k  s  une  valeur  iDfiniment  grande,  ce  qui  change 
Täquation  (4)  en 

formule  qui ,  jointe  k  la  formule  (2) ,  fera  connaitre  la  valenr  de 
l'expression 

Dans  quelques  cas  od  parvient  meme  a  determiner  l'expression 
(3)  ä  Taide  d'integrales  definies.    En  effet,  partant  derequation 

1  =-7=  /       c       du, 

et  rempla^ant  u  par  f-^-ft,  on  en  conclut 

„2         1      /■*    _r^    2x11    ,. 
^    =  77:=^  /      e       e       dt* 

en  supposant  que  ft  ne  soit  pas  infini,  ou  bien,  en  supposaDt  que 
le  produit 

e      e 
soit  Dul  pour  ^=4:^-     ^uis  on  a  parei  llement 

c     ~  -p^  I        e       e       du , 
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et  par  suite 


«^'*'''  =  Ifl  fl  •'"''*+"*'«•"•  e""'  dt  du, 
wt  ainsi  de  8uite.    Ed  posant,  pour  fibcer  les  id^s, 

•t  aiipUqaaiit  les  Operations  k  une  fonction  de  y  et  s,  on  tire  de 
,    la  präcädente 


6 


Ajontons  toutefois  que>  d'aprös  ce  qu'on  vient  de  dire,  cette 
Ibimule  subsistera  seulement,  lorsqne  rexpresaicn 


I 

[     a*tfvaDoaira  pour  f=:db^  «t  nsdb^« 


Thell  VU.  86 
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Kfn  paar  einfache  Anwendnnf^en  der 

^eometrischeii  IKirstellmi^  ima^inär^r 

Zahlen,  insbesondere  auf  cnhische 

Ctleichun^en. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

za  Uaiinover. 


Die  durch  Gauss  begirfiodete  Theorie  der  corapfexen  Zahlen 
würde  nach  upserer  Ueberzeugung  gewiss  eine  Tiei  schnellere  An- 
erkennung und  Verbreitung  gefunden   haben,    wenn   es  dem   be- 
rühmten  Geometer  gefallen   hätte,   zugleich   recht  zahlreiche  Ad* 
Wendungen  jener  Theorie  zu  geben,  und  wir  glauben  selbst,  dass 
es  jetzt  nocn  nicht  zu  spät  sei,  solche  Anwendungen,  so  viel  sieb 
ihrer  darbieten  wollen  und  so  einfach  sie  auch  an  sich  sein  niogeD, 
aufzusuchen  und  bekannt  zu  machen.    Am  nächsten  liegen  die  Ad^ 
Wendungen  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  ^   wozu 
wir  bereits  Tbl.  VI.  8.  225.  des  Archivs  einen  Beitrag  zu  geben 
▼ersucht   haben;   ein  paar  der  einfachsten  wollen   wir  hier  Doch 
folgen  lassen,    indem  wir  die  Voraussetzung  mathen,    dass  die 
Einfachheit  der   Gegenstände  in   dem   angegebenen   Grunde    ihre 
Rechtfertigung   finden  werde.     Vielleicht  dürften  sie  Lehrern  amr 
Benutzung  beim  Unterricht  willkommen  sein. 

1. 

Es  sei  die  Gleichung 

a;»  —  a  =  0  (l) 

fegeben,    wo   a  eine  positive,  negative  oder  imaginäre  Zahl  be« 
euten  mag,    so  ist  die  vollständige  Auflösung  derselben  in  der 
Gleichung 
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enthalten.  Denn  man  construire  die  Zahl  a  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen^  und  nie  nehme  daselbst  die  Gestalt  an 
o  (cos  y  -|-asin  y),  wo  q>  einen  zwischen  0  inel.  und  ^it  enthaltenen 
Winkel  darstellt;  so  wird  der  Gleichuns  (1)  jeder  complexe  Werth 
fSr  ae  genügen,  dessen  Modulus,  zur  Potenz  n  erhoben ,  =q  und 
dessen  Winkel,  7i  mal  gesetzt,  entweder  tp  selbst  oder  einen  um 
ein  Vielfaches  von  27c  davon  verschiedenen  Werth  liefert,  d.  h. 
man  wird  haben 


Xr=Qn  (cos  ' 1- 1  Sm )  > 


n  n 


wo  fär  k  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder 
Null  gesetzt  werden  darf.  Dass  dieser  Ausdruck  übrigens  nur  n 
von  einander  verschiedene  Werthe  darstellt,  die  in  der  £bene  der 
complexen  Zahlen  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Peripherie  eines 

Kreises  vom  Halbmesser  gn  liegen,  ergibt  sich  aus  der  Con- 
«tmction  des  Ausdrucks  unmittelbar. 

So  entsprechen  z.  B.  der  Gleichung 

a;3— 1  =  0, 
^o  ^=1  und  9  =  0  zu  setzen  ist,  die  drei  Wurzeln: 

.*.  y  =  cosO  +  isinO=  1, 

a/'=  cos-g-  +  i8m-g-=— 2-  +  2-T— 3  *), 

«,  in         ,   in         1      1  ^ — 5 

ar'=  co8"ö'+*s*D~3"== — 5''"2  ' 

weiche  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  Taf.yi.Fig.4.,  VfoAX 
jUe  positive  reelle  und  A  Y  die  positive  imaginäre  Einheit  bezeichnet, 
dnrch  die  Punkte  X,  B,  C  dargestellt  werden.  Diese  Werthe 
worden  erhalten,  indem  man  A:  =  0,  1,2  setzte;  wollte  man 
A  =  3  etc.  annehmen ,'  so  würde  man  nur  wieder  zu  den  nämlichen 
Punkten  der  Ebene  gelangen. 

Oder  der  Gleichung 

a:3+l  =  0, 
fvo  ^  =  1  und  97  =  7C  zu  setzen  ist ,  entsprechen  die  drei  Wurzeln : 


*)    Wir  vorstehen,    nach  Cauchy,   immer  die  positive  Wunel, 
wemi  vir  ein  einfaches  Wurzelzeichen  setzen. 


26* 


, 
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f  Ä    ,     •    .     ^         ^     1    ^    4/ 5 

X    =  cosiy +  isinö-  =  ö+  2      — ^' 
ac^'  z=z  cos  ^  + 1  siö  «  =  —  1 , 

f«  57t         .    6;r      1       1  ^ — 5 

ar''  =  cos-g-  +  ißiH  g-rrg— o  ^—3  ; 

in  Taf.  VI.  Fig.  5.  B,  C,  D. 

Ebenso  entsprechen  der  Gleicfaiing  * 

wo.^  =  1  und  <p=;^  ist 9  die  drei  Wurzeln  : 

o 

x'  =  eos  J  +  »•  gm  J  =  0,9397  +  i. 0,3420, 
x"  =  cos^  +  f  sin^  =—0,7660+  £.0,6428, 
o:«»  =  cos  ?t|f  +  i  siD?|^=-  0,1736  - 1'.  0,9848  j 

y  y 

in  Taf.  IV.  Fig.  6.  B,  C,  D.  In  allen  diesen  Fällen  fuhrt  leder  der 
Bugen  XB,  XC,  XDy  wenn  man  ihn  von  X  aus  drdmal  auf  ehr 
Kreisperipherie  abträgt  ^  genau  wieder  zu  demjenigen  Punkte  der*  i 
selben^  der  dem  Winkel  tp  der  gegebenen  Zahl  a  entspricht,  dSiih  '1 
lieh  in  Taf.  VI.  Fig.  4.  zu  X,  in  Taf.  VI.  Fig.  5.  zu  C,  in 
Taf.  VI.  Fig.  6.  zu  ilf ;  die  Punkte  B,  C,  D  selbst  aber  liegen 
um  je  120  Grade  aus  einander. 

Wenn  der  Modulus  ^^von  a  rerschieden  von  Eins  ist,  so  gehf    I 

die  vorstehende  Operation  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  ^^ 
yoii  sich,  worüber  es  keines  Zusatzes  weiter  bedarf.  Ebenso  be» 
darf  es  kaum  der  Erinnerung,  dass,  wenn  die  complete  Zahl  « 
in  der  Form  a-\-iß  gegeben  ist,  man  q  und  g)  durch  die  Gleichangen 

ZU  bestimmmen  hat.  Man  vergleiche  übrigens  den  schon  aDse- 
führten  Artikel  Tbl.  VI.  S.  225.  des  Archivs,  besonders  §.3.  u.$;i. 


2. 

Es  sei  ferner  die  Gleichung 

a:^+qj:  +  r  =  0  (2) 

gegeben ,  so  werden  bekanntlich  ihre  Worzels  nach  der  Cardani- 
sehen  Regel  durch  die  Gleichung 
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gegeben«  wo  y  und  z  an  die  Bedingungen  gebunden  sind: 


f 


»•=-5+VG)W--=-J-V©Xl)"- 


q 


▼OD  welchen   drei  Bedingungsgleichungen  die  letzte  nur  aussagt, 
dass   das  Product  der  zusammengehörigen  Werthe  von  y  und  z 
[«  reell  sein  müsse,  wenn  nämlich,  wie  wir  hier  annehmen  wollen, 
die  CoefBcienten  der  Gleichung  (2)  gleichfalls  reell  sind. 

Die  Werthe  von  y^  und  z'  werden  reell  oder  imaginär,   je 
nachdem 

(l)"^-©'  '^-  (l)'<-(0'' 

die  beiden  ersten  von  jenen  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich 
demnach  im  ersten  Falle  auf  die  Formen 

m 

Im  xweiten  Falle  auf  die  Formen 

ft  beiden  Fällen  lässt  sich  demnach^  die  Aufsuchung  der  drei 
Werthe ,  deren  sowohl  y  als  z  föhig  ist,  immer  nach  der  vorhin 
«wesebenen  Behandlung  der  Gleichune  (1)  leisten ,  und  es  tritt 
wthin  der  sogenannte  Casus  irreducibiiis  hier  nicht  in  den  Rang 
eines  Ausnahmefalls,  'sondern  es  wird  ihm  im  Geiste  der  Th^rie 
d«r  eomplexen  Zahlen  genau  die  nämliche  Behandlung  zu  Theil, 
wie  jedem  andern  in  der  Cardanischen  Formel  enthaltenen  Falle. 

Statt  die  bekannten  allgemeinen  Formeln  zu  entwickeln»  die 
uns  keine  bestimmten  Constructionen  gestatten  würden ,  ziehen  wir 
es  vor,  die  Sache  an  numerischen  Beispielen  zu  erläutern. 

Es  sei  1)  gegeben : 

ar»  — 18ar  +  12==0, 
eo  hat  man 


t 


y8=— e+t"— 180,    23=-6— i^— 180, 
=  —6  +  1.13,416,      =—6-1.13,416; 

welche  beiden  eomplexen  Werthe  inTaf.VI.  Fig.  7.  construirtsind,  wo 
AX  die  Richtung  der  positiven  reellen  und  A  Y  die  Richtung  der 

Seitiven  imaginären  Zahlen  bezeichnet;  ^iB=—- 6,  i?C=t.lo,416, 
/)  =  —  t,  lo,416.    Um  von  hieraus  zu  den  Formen 
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y^  =  Q  (cos  (p  +  tsin  9») ,    *»  =  ^'  (cos  (p'+  i  sin  tp  ) 
überzugehen,  bat  man  , 


q  =  q'  =  4^6* +13,416»  =  14,696; 

-«"=-14!%'«'"^=  m '"='''" ''*''"' 

-«"'=-1»'  -,'=-|^„'=245-'54'18«'; 

weiche  Grössen  gleichfalls  in   der  Figur  sichtbar  sind«    nämlich 
AC=Qy  XÄC^tp,  AD=q',  XAD=<p'. 

Die  Werthe  von  y  und  z  selbst  finden  sich  nun  nach  Anlei- 
tung  der  oben  gegebenen  Auflösung  der  Gleichung  (1).  Man  coo- 
struirt  ans  dem.  Punkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  flaibmesser 
AE=Qi=2fAA^  einen  Kreis  und  schneidet  auf  dessen  Peripherie 
von  E  aus  sowohl  i^on  EF  ein  Drittel  =EL,  als  auch  von  EG 
ein  Drittel  =EL'  ab;  ajsdann  geben  die  Punkte  L  und  L'  tesp, 
zwei  Werthe  ^  und  2'  von  y  und  z ;  und  geht  man  von  diieMB 
Punkten  um  je  120^  und  240®  weiter ,  so  erhält  man  die  beiden 
andern  Werthe  von  y  so  wie  von  z,  nämlich  y"  und  y  in  JH  wai 
N,  und  z"  und  z"'  in  M*  und  JS'.  Diese  sechs  Punkte  iie^en^ 
wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  symmetrisch  zu  beidei 
Seiten  der  Achse  AX;  nämlich  es  entsprechen  einander  X  und  2V, 
Mund  M\  N  und  V.  1 

Um  endlich  a:  zu^  finden ,   bat  man  diejenigen  Werthe  von  jp 
und  z  zusammen   zu  suchen,  deren  Product  reell  ist.     Aber  2w«^ 
imaginäre  Zahlen  geben   nur   dann   ein  reelles  Product,  wenn  dl.« 
Summe  ihrer    Winkelzahlen  Null   oder  ein   beliebiges  Vielfacheres 
von   n  ausmacht  *) ;  folglich   lehrt   ein  Blick  auf  iie  Figur ,  Ai 
man  x  zusammenzusetzen  habe 

entweder  aus  h  und  iV' ,  a/  =i  2^'  +  z"' ; 
oder  aus  Jlf  und  üf' ,  x"  =  y"  \  z"\ 
oder  aus  N  und  L' ,    xf"  =  y"'  +  z. 

Folglich  hat  man  unmittelbar  in  Betracht  der  symmetrischen 
jener  Punkte 


**)  Man  kann  dies  analytisch  heM'eiscn ,  indem  das  Prodact 


Q  (  cos  fp  -|- 1  sin  (p) .  (>'  (cos  9'  -}-  £  sin  9')  =  gg'  (cos  q>-{-q>'  -\-  i  sin  9+9') 


nur  danh  reell  wird ,  wenn  sin  9-|~9'  =  ^  i^^-  Aher  auch  auf  geonietri- 
schein  Wege  ergibt  es  sich  leicht,  indem  die  mit  dem  einen  Factor 
nach  Vorschrift  des  andern  Factors  Torzunehmende  Drehung  genaa  hl 
die  Achse  der  reellen  Zahlen  überführen  muss. 


4«! 


«'  =  a^l cos  I   =  2 . 2,449 .cos  38 ' i' 54'=  3,8587 , 

J<  =  2^1  cos2:^=2. 2,449.  cos  158"l'54"=-4,5433. 

o 

af  =  a^J  cos  2± -=2 . 2,449 .  cos  278»  1'  54"  =     0,6845. 

o 

Es  sei  2)  gegeben 

x^^  18a; +12  =  0, 
«n  hat  man 


=  9^4  =  —  21,874; 

'welche  beiden  reellen  Werthe  durch  die  Punkte  B  und  C  Taf.  VI. 
Fig.  8.,  der  Achse  der  reellen  Zahlen  dargestellt  werden  mugejD, 
indenr^fi  =  9,874  und  ^C  =  — 21,874.  Will  man  dieselben 
nnttrden  Formen 

y'  =  ^(cosgp-ftsing?),    %^  =  9^  (cos  9' -|-f  sin  9') 

darstellen,  «o  hat  man  zu  setzen 

^r=  9,874,    9^=21,874; 

Die  Werthe  von  y  finden  sich  nun  nach  dem  Obigen,  indem 
man  aus  Ä  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  JZ>=pi= 2,1453 
einen  Kreis  construirt  und  diesen  von  D  aus  in  drei  gleiche  Tbeile 
tbelit;  die  Theilpunkte  Dy  E,  F  entsprechen  alsdann  den  drei 
Wertnen  y',  y",  y"'  von  y. 

Ebenso  finden  sich  die  Werthe  von  2,  wenn  man  gleichfalls 
a^us  A  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  il6r=  o'i=  2,7967  con- 
«truirt  und  diesen  von  //  aus  in  drei  gleiche  Tneile  theilt;  hier 
entsprechen  die  Theilpunkte  /,  II,  K  den  drei  Werthen  2',  %",  2"' 

von  z. 

Die  zusammengehörigen  Werthe  vony  und  z,  deren  Summe 
w  ausmacht,  i^ind  hier  wieder  durch  die  Bedingung  charakterisirt, 
dass  ihr  Product  reell  sein  soll.  Mit  Rucksicht  dard,uf,  dass  nach 
dem  Obigen  in  diesem  Falle  die  Summe  der  Winkelzahlen  von  y 
und  z  Mull  oder  ein  Vielfaches  von  n  betragen  muss,  ist  also  a: 
zusammenzusetzen 

entweder  aus  Z>  und  H,  x'  =  y  +>*'; 
oder  aus  E  und  /,  ,v"  =  y"  -f-  2'  ; 
oder  aus  F  und  K,  x'"  =  y'"  +  2'" ; 

folglich  erhSlt  man  unmittelbar  aus  der  Figur 
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a^  szdi+lf'i  cos  ff  =—0,6514, 

ar  =  9>co8-^+  e  *  cosj  +  He*  Bin-y +  ?♦  «in  j) 

=  0,3257  +  1.4,2799, 

i 

I 

ar=  p»  ^^®  "3-+  ^*  cos-^  +  t(^isin-j  +  p'*  8in  — ) 

=  03257— t.  4,2799. 

Welche   AbkfirzaDgeo    sich   bei   dieser  Rechoong    aobriogeD 
UsseD ,  und  wie  sich  daran  eine  allgemeine  Behaudluns  der  Gai- 
daoischeD  Regel  kofipfen  lässt,  das  ist  ebne  Mühe  klar.  Bemerken 
wollen  wir  nur  noch,  dass,  so  wie  in  der  symmetrischen  Lage  der 
Werthe  von  y  gegen  die  von  2  in  Taf.  VI.  riy.  7.  der  Gmnd  zu  er- 
kennen ist,  wesshalb  bei  der  Addition  die  rem  imaginären  Theile 
verschwanden  und  alle  drei  Werthe  von  x  reell  wurden ,  ebenso  io 
der  Verletzung  dieser  Symmetrie  in  Taf.  VI.  Fig.  8.  der  Grund  gesocht 
werden  muss,  wesshalu  hier  die  imaginären  Theile  in  zwei  F&lleD 
stehen  bleiben  und  nur  Ein  reeller  \^erth  von  a:  erscheint.    Wenn 
die  beiden  Kreise  in  Taf.  VI.  Fig.  8.  einander  decken,  während  alles  . 
übriee  ungeändert  bleibt,  d.h.  wenn  y^=- — z^  so  tritt  eine  synime-  -ä 
triscne  Lage  jener  Werthe  gegen  die  Achse  AY  ein,  und  es  ver-  i 
schwinden  mitnin    aus  den  Werthen  von  x  die  reellen  Theile; 
doch  ist  dieser  Fall  der  stillschweigenden  Voraussetzung  en^e- 

geo,  dass  r^O  sein  soll. 


3. 

Man   hat  eine  Formel,   vermittelst  deren  man  die    Quadrat- 
worzel  aus    einer   complexen  Zahl  a+ib  auf  algebraische«  . 
Wege  findet,  nämlich 

Diese  Formel  finden  wir  durch  geometrische  Betrachtung  wie  folgfe:^ 

Wir   übertragen   die    complexe    Zahl  |  a  -f  £&    auf   die  Foi 
(f  (coB  q}'i-i  sin  <p),  indem  wir  setzen 

^  =  V«»+6«,  c«s9,=.:j^~,,  8-m9,=  :j^=p; 

so  werden  nach  Vorschrift  der  Gleichung  (1)  die  beiden  Werth. 
von  V"((a+t6))  dargestellt  durch 


Q^  (cos  %  +  i  sin  ^  und  q^  (cos  2+« + 1  sin  2  ^)  ^ 
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welche  in  den  einen  Ansdnick 

t  (ia+ib))  =  ±  p*(cos  I  +t-«in|) 

zusammeogefasst  werden  können.  Hierin  sind  nur  fiir  cos  ^  und 
sin  2"  die  bekannten  Ausdrücke  durch  cos  g)  an  die  Steile  zu  setzen, 
um  zu  der  Gleichung  (3)  zu  gelangen.    Man  hat 


2cosß:)  =-l  +  cos9  =  _-^=^. 


4^aa+6« 


.9  «      ta^+^a  +  a 


2  sin  (^)  =  1  —  cosoDsr  —    '  , 

^«»(g) 2~~"' 


^.i.|=V(^^?=^); 


tuod  durch  Substitution  dieser  beiden  Werthe  för  gi  cos  ^  und 
^  sin  ^  entsteht  unmittelbar  die    obige  Formel.     Man   überzeugt 

irich  auch  leicht ,  dass  trotz  der  mehrfachen  doppelten  Zeichen, 
welche  durch  die  Rechnung  hineingekommen  sind,  die  Formel  (3) 
dennoch  nur  zwei  Werthe  enthält ;  denn  die  beiden  Theiie  auf  der 
nchten  Seite  der  Gleichung  (3)  müssen  einerlei  oder  verschiedene 
Zeichen  besitzen,  je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist. 

Wollte  man  eine  ähnliche  algebraische  Formel  für  Cubikwurzel- 
»Ziehung  haben,  so  würde  man  setzen 


V"((a+i6))  =  Qj  (cos?  +  i  sin  ?) , 

j           i  /       0)4-2«  ,   .   .    g>+2;rv 
und  =  Qj  (cos  ^ h  t  sin  ^^ — ) , 

und  :=  Q^  (cos  ^'[r^+i  sin  2i— ?); 

■ 

und  hier  würde  es  nothwendig  werden ,  für  cos  ^  und  sin  %  Aus- 
drücke durch  cos  q>   und  sin  q>  an   die  Stelle  zu  setzen.     Aber 
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solche  Ausdrücke    existiren    nicht;    dean  ilte  Aufloautig  der  be- 
kannten Gleichungen 


liefert  nach  der  Cardanischen  Regel 

COS  j==  2  V'((cosg)  +  isiny))  +  g-  V" ((cos 9 -Aising?)), 
sin  ^  =:  ^.  V  ((cos  9  4- f  sing?))  —  5-.  ^  ((cos  9 — £  sin  go)) ; 

und  diese  Ausdrücke  fordern  genau  wieder  die  Auflösung  desjeni- 
gen Problems^  von  dessen  Lösung  wir  ausgegangen  sind,  so  dass 
wir  uns  im  Cirkel  bewegt  haben. 

Aber  man  erkennt  leicht,  dass  diese  Schwierigkeit  mit  Jener 
andern  zusammenhängt,  dass  man  nicht  im  Stande  ist,  durch  die 
Hülfsmittel  der  Elementar -Geometrie  einen  Winkel  in  drei  gleiche 
Theile  zu  theilen;  »—  denn  wäre  eine  Construction  zu  üiesem 
Zwecke  vorhanden ,  so  brauchte  man  ihr  nur  mit  der  Rechnung  zu 
folgen,  um  auch  für  jenen  Fali^die  gesuchte  Formel  zu  erhatten; 
—  und  es  zeigt  sich  somit,  wie  die  Unauflösbarkeit  des  berühmten 
Problems  von  der  Trisectio  anguli  unmittelbar  die  Unausführbar- 
keit  der  als^ebraischen  Cubikwurzelausziehung  aus  complexen 
Zahlen  zur  Folge  hat ,  Ja  mit  ihr  bei  unserer  geometrischen  Auf- 
fassung der  complexen  Zahlen  eines  und  dasselbe  ist. 
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XJLVI. 

elber  die  greometrische   Harstellans 
complexer  Functionen« 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

KU  HannoTer. 


1. 

Wenn  man  sich  von  dem  Laufe  einer  Function  ?y  =  /'(^),  wo 
md  X  nur  reeller  Werthe  fiihi^  sind,  ein  anschauliches  Bild 
Nverfen  will,  so  pflegt  man  in  einer  Ebene  die  AVerthe  von  x 
I  ^  als  rechtwinklige  Abscissen  und  Ordinaten  zu  construiren 
1  die  Endpunkte  dieser  letzteren  durch  einen  Zug  zu  verbinden^ 

sodann  die  geometrische  Darstellung  jener  Function  abgiebt. 
^8e  Veranschaulichung  hurt  aber  auf  anwendbar  zu  sein»  sobald 

X  und  y  auch  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen, 
.  so  pflegt  man  z.  B.  überall,  wo  für  gewisse  reelle  Werthe  von 
Üe  Werthe   von  ;y  ins   Imaginäre  fallen,  die  betreffende  Curve 

geschlossen  anzusehen  und  darüber  hinaus  von  einer  geome- 
•chen  Darstellung  der  gegebenen  Function  nicht  weiter  zu 
«n.  So  schätzbar  nun  aber  —  und  zwar  nicht  für  Lernende 
^in  —  selbst  zur  Losung  rein  analytischer  Fragen  jenes  geome- 
bche  Uülfsmittel  ist,  eben  so  wichtig  wird  die  Frage,  ob  und 
^  dasselbe  auch  auf  imaginäre  Functionen  Ausdehnung  ßnden 
nne:  eine  Frage,  welche  in  der  von  Gauss  gegebenen M«lglich- 
Lt,  imaginären  Zahlen  eine  geometrische  Bedeutung  abzuge* 
Kinen,  eine  befriedigende  Antwort  zu  versprechen  scheint.  Wir 
MIen  nachstehend  einige  Untersuchungen  darüber  anstelfen,  wie 
Kit  man  hiorin  gelangen  kann ,  und  welche  Anwendungen  sich 
Taus  sowohl  für  die  analytische  Geometrie,  als  auch  rückwärts 
r  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  ziehen  lassen. 

2. 

Wollte  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  sowohl  für  x  als 
ueh  für  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen ,  allgemein 
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Jie  AnTsabe    stellen,    die  Function  y^f^x)   nach   Analogie  d< 
reellen  Functionen  geometrisch  su  coiistruiren .  so  ist  nicht  st" 
zu  übersehen,  dass  dieser  Aufgabe  in  ihrem  vollen  Umfange 
Genüge  geleistet  werden    bann       Denn    offenbar    würde    man  all 
AnalogoD  der  Abscl^sen -Achse  in  der  Ebene,  hier  die  Ebene 
coniidexen  Zahlen    —  gleicbsura  eine  Ahscissen-Ebene  — 
zuselien  haben,    als  Analogon  der  Ordinaten- Achse  aber  eine 

J'ener  rechtwinklig  verbundene  mveite  Ebene  der  complexen  2 
en,  — eine  Ordinaten-Ebene, —  zu  welcher  aodunn  durch 
Endpunkt  einer  jeden  Abscisse  eine  Parallele  gelegt  werden  kiJn 
die  zu  dem  festzulegenden  Punkte  hinführte.  Welche  Lage  maif" 
nun  auch  der  Ordinaten-Ebene  geben  wollte,  so  würde  dennoch 
immer  zwar  zu  jedem  complexeii  Coordinateupaar  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes,  aber  nicht  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  des 
Raumes  ein  bestimmteH  Paarj  sondern  eine  unendliche  Menge  poB; 
Paaren  complexer  Coordinaten  gehüreti;  und  damit  ist  die  (Jni 
länglichkeit  dieser  geometrischen  Versinnlichung  hinreichend  di 
gethan.     Wenn  man  nun  die  Ueberlegung  macht ,   dass  zw  ^ 

plexe  Coordinaten  jederzeit  vier  von  einander  unabhängige  reelle 
Grössen  enthalten,  während  deren  drei  schon  zur  Festlegung 
eines  Punktes  im  Räume  hinreichen,  so  liegt  der  Scbluss  nahe, 
dass  erst  in  einem  Räume  von  vier  Uimen sinnen  ausführbar 
sein  würde,  was  uns  dei  thatsächlich  vorhandene  Raum 
Dimensionen  versagt. 

Aber  die  genannte  ünausfübrbarkelt  zieht  noch  eine  andei^ 
Folge  nach  sich.  INlmmt  man  nämlich  für  den  Augenblick  einä 
Raum  von  vier  Dimensionen  als  zulässig  an ,  so  kann  man  in  denf 
selben  ebenso,  uie  in  der  Ebene  die  beiden  reellen  Coordinatei^ 
X  und  y  durch  die  einzige  complexe  Zahl 

dargestellt  werden,  auch  die  beiden  complexen  Coordinatei 
x=.af  ■\-ix"  und  y=y'  +  iy''  in  die  eine  —  wir  möchten  sageq 
hypercompleze  Zahl  zusammenfassen 

wo  ;'*  =  i*= — 1    sein  muss,    indem  j  eine  neue  imaginSre  Einheit" 
bezeichnet,   die  den  rechtwinkligen  üebergang  aus  der  coraples«) 
Abscisse  in  die  complexe  Ordinate  zu  vermitteln  hat.    Dieses  findet 
eine    merkwürdiee    Bestätigung    durch     eine    Untersuchung     von 
Hamilton*).     Derselbe  stellt  nämlich,    um    aus  der  Ebene  def  ] 
complexen  Zahlen    in    den  Raum   überzugeben,   hypothetisch  (' 
dreithellige  Form  auf 

a  +  iö+jc, 

als  deren  Modulus  die  positive  Quadrativurzel  aus  a'-t-Ä^-f-c*! 
anzusehen   ist,    und   gelangt  durch  arithmetische   Operationen  i 


')   S.  d.  Ablinndlung:   ,.Oii  Quaternions , 
ginarie»  in  Algebra.    6y  Sir  W.  K.  Hamilton" 


n  H  new  System  of  Ima-I 
„  „  ,  am  PliiloEophical  IUaEa~f 

Eins  für  1844  and  1815,  wo  diesellie  bi«  jetstt  noeh  nicht  geichlotten  »bfl 
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ü  Form,  uDd  mit Feslbaltung  des  Gesetzes,  tiass  der  Modolus 
i  Producta  gleich  dem  Produkte  der  Moduli  der  Factoren  sein 

jllfisse,    zu  dem   Resultate,    ilixss  jedea   Product   sich    uoter   der 

ti«rtheiligeu  Form 

«  +  '6  +jc  +  Ad 

-Jarstelle,  wo  mau  i_;=r — /t^Ä'  und  Ä'= — 1  zu  setzen  ond  die 
positive  Quadrativurzel  aus  u*+Ä*  +  r'+(P  als  Modulus  derselben 
ailzufielien  habe.  Dos  Rechnen  mit  diesen  viertheiligeu  Furmeo 
(Quaternione)  liefert  aber  wieder  aur  viertbeilige  Formen,  deren 
Kiit"  ii'kelung  den  Gegenstand  'der  angeführten  Abbandlung  au9- 
macbt,    und   damit  scheint  in  der  Tbat  uosereoben   aufgestellte 


form  einer  bypercorap lesen  Zahl ,  als  nächster  Fortschritt 
«omplexen  Zahl  aus,  so  pie  die  Forderung  eines  Kaumee 


._ zur  Ausführung  der  Operationen  an   diesen  Zahlen, 

Ülcommeo  gerechtfertigt  zu  sein. 


fnplexen  £ 
ilcommeo 
Aus  dei 


Aus  dem   Vorstehenden   lässl  sich   ohne    Alühe   der  Scfahiss 
liehen,   dass  der  Kaum  von  drei  Dimensionen  in  allen  denjenigen 
Fallen    zur  geometrischen  Oonstruction  der  Function  j/^f(x)  hin- 
reichend   sein   muss,    wo  entweder   nur    x,   oder  nur  y  imaginäre 
'erthe  annehmen   kann ,  nährend  die  andere  Veränderliche  reell 
übt 

Es  sei   erstens  nur  x  imaginürer  Werthe    Hihig,  so  wird 

die  Ebene  der  comptexen   Zahlen' als  Ebene  der  ^x,   und 

1  Nullpunkte  derselben  errichtete  unbegränzte  Nonnate  als 

\  äei  y  anzusehen    haben.     Jedem   complexen  Werthe  von 

^hOrt  sodann   vermöge  der  Gleichung  y=f(x)  ein  bestimmter 

''  des  Raumes  zu,   und  umgekehrt,  und   das  Continuum  aller 

Punkte    Ton   a:=— co    bis  Ä=:-fco  bildet  eine    Fläche, 

felchc    mithin    das    geometrische    Bild    der    gegebenen  Function 

^stellt. 

Es  sei  zweitens    nur  y  imaginärer  Werthe  Oihig,  so  wird 

ä  beliebige  im  Räume  gezogene  Gerade  die  Achse  der  .t,  und 

1    im  Nullpunkte    derselben    normal   damit    verbundene  Ebene 

r  complexeu   Zahlen   die  Ebene  der  ;/  abgeben.    Hier  gehört 

lem  reellen   Werthe  von  x  ein  bestimmter  Punkt  des  Raumes 

,  und  umgekehrt,  und  das  Continuum  aller  der  Function  w=/i(J^) 

Ktsprechendeu   Punkte  von   j:  =^  —  oo    bis  a:  =  +0D    bilifet   eine 

*]nie,  welche  ab  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 

(zusehen  sein  wird. 

Setzt  man  im  ersten  Falle  w = x' 4- ix" ,  so  dass  mithin  die 
als  Achse  der  reellen  Zahlen  und  die  Achse  der  s/" 
i  Achse  der  imaginären  Zahlen  in  der  Ebene  der  a-  betrachtet 
fti,  so  bat  man 
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oder,  M^ie  mao  im  Geiste  der  analytischen  Geometrie  schreiben 
wfirde, 

y  =  F(x',  x") 

als  Gleichung  der  resultirenden  Fläche 

Setzt  man  ebenso  im  zweiten  Falle  y'=y'\-iy"  und  zerfallt 
f{x)  in  die  beiden  Theile  tp(x)^ii\f{x)y  so  sind  gleichfalls  im 
Geiste  der  analytischen  Geometrie 

die  beiden  Gl^chungen  der  entstehenden  Linie. 

4. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  beiden  angegebenen  Con 
structionsmethoden  auch  dann  noch  anwendbar  bleiben',  wenn  ffii 
beide  veränderliche  x  und  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  wer 
den,  aber  zugleich  eines  von  den  vier  Bestimmungsstücken  diese 
beiden  complexen  Werthe  in  der  Construction  unoeachtet  bleibe) 
darf.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  sind  wir  im  Stande,  die  Mehr 
zahl  der  bis  jezt  gegebenen  Beweise  des  Satzes: 

dass  jedeir  algebraischen  Gleichung  mItEiner  Uim< 
bekainnten  durch  einen  complexen  Werth  dieses 
Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann^ 

un  >dem  Faden  der  genannten  Constructionsmethoden  systematiscb 
zu  reproduciren. 

Es  sei  die  Functto»  y=zf.(x)  Ton  der  Form 

und  man  erhalte  duvch  «die  Substitution 

X  =  p-\'iq:=:  r (cos <-f  i sin t) 

das  Resultat 

y  =  P+iQ  =  R(cos  r+isin  T), 

80  ist  zu  '.beweisen^   dass  man  durch  schickliche  Wahl  von  x  xa. 
dem  Resultate  y='0,  d,  h.  :entweder 

i2  =  0, 

wobei  7  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  oder  gleichzeitig 

jp=o,  e  =  o 

gelangen  könne. 
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Beweis  von  Cauchy*). 

<Ain   oächsteD  dürite  es  liecen,    da  in  dem  geforderten  End- 
resultate der  Werth  von  T  gleictigültig  ist,  die  Grösse 

als  Function  von  x  zu  con«itruiren ,  wobei  nach  der  ersten  der 
obiffen  Constructionsmethoden  zu  verfahren  sein  ivfirde.  Die  ent- 
stehende Fläche  liegt,  da  K  nur  positiv  ist,  vollstc'indig  auf  Einer 
Seite  der  Ebene  der  x;  ferner,  wenn  x  über  eine  gewisse  Grosse 
liinaus  wächst,  so  entfernt  sie  sich  immer  iveiter  von  der  Ebene 
der  x;  folglich  muss  sie  in  der  Nähe  des  Nullpunkts  dieser  Ebene 
nothwendig  wenigstens  Ein  Minimum  besitzen. 

Dass  nun   dieses   Minimum  nicht  von    Null  verschieden    sei, 
wird  von  Cauchy  auf  rein  analytischem  Wege  gezeigt.     Wie  man 
,    xtl  demselben  Resultate  auch  durch  eine  geometrische  Betrachtung 
I    S^lan^en  könne,  bei  welcher  der  bis  dahin  vernachlässigte  Werth 
\    Von   T  wieder  in  die  Construction  hineingezogen  wird ,  nahen  wir 
^    einem    friiheron   Artikel   zu  zeigen  gesucht;   doch  gehört  diese 
Betrachtung  im  Grunde  nicht  hielier,  weil  sie  das  bisherige  geo- 
metrische ßild  verlässt,  und  findet  besser  weiter  unten  ihren  Platz. 


Dritter  Beweis  von   (Jauss**). 
Nicht  80  unmittelber  «cbeint  es  sich  darzubieten ,  die  Grösse 

^  =  »c^((«)) 

^^  Function  von  x  nach  der  ersten  Methode  zu  construiren,  welche 
j^^^ase  nämlich  für  den  in  Frage  stehenden  Fall  durch  die  Bedin- 
^^■^  charakterisirt  wird,  dass  sie  eines  jeden  beliebigen  (reellen) 
^7^«rtbe8  muss  ßihig  sein.  Im  Allgemeinen  ist  T  eine  vielfüirimge 
f^^aoction  von  .r,  der  fiir  jeden  Werth  des  x  unendlich  viele  um 
n  von  einander  verschiedene  Werthe  zukommen ;  folglich  ent- 
reeben  im  Allgemeinen  jeder  complexen  Abscisse  unenfflicb  viele 
1  je  TT  von  einander  verschiedene  Ordinaten ,  und  die  resultirende 
^  ^Sche  besteht  demnach  aus  einem  Systeme  (iber  einander  liegen- 
^^fer  Schichten ,  die  um  einen  Abstand  von  je  tt,  diesen  im  Sinne 
•*^5r  Ordinaten  gemessen,  von  einander  entfernt  sind.  Nur  für 
^Jfcfcihe  Werthe  von  .r,  weiche  /'(j')  =  0  machen,  muss  nach  dem 
^  B  Gesagten  die  ganze  Ordinate  in  die  Fläche  hineinfallen; 
welcher  cigenthiTmlichen  Beschaffenheit  der  Fläche  man  sich 
,^~''a  dadurch  ein  Bild  machen  kann,  dass  man  sie  mit  einer 
^^cbraubenfläche  vergleicht ,  welche  sich  um  jene  Ordinate  wie  um 
^^'~  Spindel  herumwindet;  oder  auch  so,  dass  jede  einzelne  Schicht 


*)    Anaiyio  nlgöbriqiie.   Chap.  \. 
**)    Commentationci  loc.  reg.  Gottuig.  reeentiores.  Tom,  HI. 


f1«r  FlSche  an  dieser  Stelle  das  Ansehen  eines  Wasaenvirbels  odtt 
Wasserstrudels  erhalt.  Die  Existenz  solcher  Stellen  der  Fll  ' 
wären  also  nach: 


Zum   Behufe  dieser  Nachweisung   führt  Gauss  die  genuinb 
Eigentbümlichkeit   auf  die  analytische  Thatsache  zurück,  daw 
den  betreffenden  Stellen  die  Grüsse 


unendlich  gross  wird ,  und  beweist  nun,  doss,  wenn  man  für  r  ein 
hinlänglich  grossen  Werth  r^  an  die  Stelle  setzt,  die  Gleichuu| 

aufhört  richtig  zu  bleiben ,  dass  mithin  V  innerhalb  der  GrSu] 
der  Inte^ation  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  mti 
welche  sodann  unmittelbar  die  verlangte  Felge  nach  sich  ziehti 


Erster  Beweis  von  Gauss  *). 

Zieht  man  statt  R  und  T,  welche  in  den  beiden  vorhereeh« 
den  Befieisen  betrachtet  wurden,  die  beiden  Grössen  P  und  Q 
Betracht,  und  construirt  dieselben  als  Functionen  von  ^  gleichf 
nach  der  ersten  der  in  §.  3.  angegebenen  Constructionsmethoi 
so  erhalt  man  zwei  Flächen ,  von  denen  leicht  nachgewiesen  wer 
kann,  dass  sie  beide  die  Ebene  der  x  schneiden. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Durchschnitts  cur  ven  sind 

P=0,   Q  =  Q, 

und  es  kommt  mithin  jetzt  noch  darauf  an  zu  zeigen ,  dass  be 
Curven  auch  einander  schneiden  müssen,  damit  man  gleichzei 
habe  P=0  und  Q=0.  Dazu  führt  aber  eine  specielle  Betni 
tung  der  beiden  Curven  selbst,  wie  sie  Gauss  a.  a.  O.  auste 


Beweis   voii  Deahiia**), 

Um  die  comtilexe  Zahl  w  nach  der  zweiten  Constractit 
methodo  des  §.  3.  in  einer  Ebene  l'ür  sieb  dargestellt  zu  erhall 
dürfte  der  einzige  brauchbare  Weg  darin  bestehen,  dass  man 
Achse  der  j.  als  Achse  derr  ansielit  und  zugleich  für  jeden  Wei 
von  r  den  Winkel  t  (der  in  der  Construclion  nicht  sichtbar  wIf 
alle  Werthe  von  0  bis  2x  durchlaufen  lässt.  Alsdann  erhfilt  mi 
als  geometrisches  Bild   der  gegebenen  Function  nicht  eine  Lint 


*)    Demonstratio  nova  Thcnrcmatia  etc.     Helmsladü.  ITM, 
**)    Crclle'a  JouroaL    20.  Band.   S,  33r. 


wi«  in  9.  3.,  sunilcrn  jedem  eitizelnen  Weflho  von  r  enlMprictit 
Mdiitn  in  iltft  zugebilri^ei)  Or(iiiiaten-l''.l)eiie  eine  cesclilDSsenu  Curve, 
d«r»n  i{iidius  vector  =  R  iinit  lilonKiition  =  T  Ut.  nixl  (Ins  Con- 
ttnuiiiu  «Her  dieser  ('iirven  vonr^^O  bisrt=taci  bildet  eiiiekruiuine 
FlAcbe,  die  eine  Art  vmi  ■«•»el Sinnigem  Itnuiti  uniecliliesst.  Dieser 
Kium  ist  in)  Sinne  der  m  achtenden  r  offen .  und  läuft  mit  rt=0  in 
einen  l'unkt  uns,  dciisen  Lage  auf  der  Eliene  der  w  durch  das 
Uute  Glied  «,  der  (Jleichung  /{.v)=0  festgestellt  wird. 

Der  in  Frafc«  stehende  Beweis  verlangt  nun  die  Nachneisung, 
dasK  die  entstandene  Flüche  nothvvendi^  Einen  Punkt  mit  der 
^Hcfase  der  r  gemein  hoben  inuss,  und  dieses  wird  nachgewiesen 
,  sobald  «ich  zwei  zur  Achse  der  r  normale  Schnitt*  jener 
Ificbe  angeben  lassen,  von  denen  der  eine  ganz  ausserhalb  der 
Jtee  liegt,  der  andere  aber  diese  Achse  uniachüesst.  Als  den 
«0  Schnitt  kann  man  aber  die  Spitae  der  kegelförmigen  FISche 
'  r=Ü  antiehen,  welche  niemals  mit  der  Achse  Kusaoimen fallen 
;  und  den  andern  iveist  Deahna  dadurch  nach,  dass  für  ein 
tklXngtich  grusses  r  der  Werth  von  -kt-  stets  positiv 


'  bleibt,  mit- 


hin   T  zugleich  mit  (  wächst,   und   folglich,  während  (  von  0  bis 
'^K    sich  .Indert,    7"  gleichfalls  das  nümliche  Intervall  durchlaufen 

Der  hier  angegebenen  Form  des  Beweises  können  wir  sogleich 
'0<:!i  eine  andere  Fassung  desselben  zur  Seite  stellen,  durch  welche 


tr  wieder  auf  den  Beweis  .„ 
^m  tiHmlich  zu  zeigen,  dass  die 
"«inkt  mit  der  Achse  der  r  gei 
wiirllt'h  einen  ausser  der  Achs< 
«n  ;  und  kSnnen  wir  nun  nachiv 


Cauchv  zurückgeführt  werden, 
genannte  FlSche  noth wendig  Einen 
leiu  haben  niuss,  nehmen  wir  will- 
liegendea  Punkt  in  jener  Flfiche 
'isen,  dass,  wie  auch  dieser  Punkt 


gowiihlt  sein  mag,  man  Immer  einen  zweiten  Punkt  jener  Fläche 
aneoben  kann,  der  der  Achse  niiber  liegt,  so  ist  gleicbfalb  der 
^n  "Rede  stehende  Satz  bewiesen.  Diese  Nachweisnng  haben  wir 
•-Iwr  auf  geometrischem  Weije  Th.  VI.  Nr.  XXXV,   des  Archivs 

f;«liefert,  indem  unsere  dortige  Ebene  der  comniexen  Zahlen  als 
dentlKch  mit  der  jetzigen  Ebene  der  i/  amcesehen  werden  kann, 
nachdem  auf  diese  die  beiden  betrachteten  Punkte  der  krummen 
^'liicbe  projicirt  worden  sind. 

Die  Reihe  dieser  Beweise  scheint  uns ,  so  weit  die  geometri- 
^<!lie  Darstellung  der  Sache  in  Betracht  gezogen  wird,  ein  voll- 
ständig in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  zu  bilden,  wovon  wir  na- 
mentlich das  a.h  Beweis  anführen  muchten,  dass  wir  in  der  That 
Beweis  von  Deahna  auf  dem  ol)en  angegebenen  Wege  selbst- 
idlg  gefunden  und  erst  hinterher  uns  überzeugt  haben,  dass 
ler  Bew 


Beweis  im  Wesentlichen  nicht  i 


analytische  Geometrie  beschäftigt  sich  in  ihrem  planime- 

Thede  mit  Linien  in  der  Etiene,  und  in  ihrem  stereome- 

,._..  Theilo  mit  Linien  im  Räume  und  mit  Flüchen:  sie  drückt 

^de   Linie    >u    der  Ebene    durch    eine  Gleichung  zwischen    zwei 
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Veränderlichen  aus,  jede  Linie  im  Räume  durch  zwei  Gieichnn^eD 
zwischen  drei  Veränderlichen  ^  jede  Fläche  endlich  durch  eine 
Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen.  Gestützt  auf  die  in  §.  3. 
entwickelten  Constructionsmethoden  sind  wir  aber  jetzt  im  Stand«, 
in  jenen  drei  Fällen  die  betreffende  Linie  oder  Fläche  immer  durch 
Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen 

y  =  n^) 

darzustellen  9  und  zwar  bedeutet  diese  Gleichung  entweder  eine 
Linie  in  der  £bene,  oder  eine  Linie  im  Räume,  oder  eine 
Fläche,  jenachdem  x  und  y  reell  sjnd,  oder  nur  x,  oder  nur  y 
reell  ist. 

Was  zunächst  die  analytische  Möglichkeit  der  beiden  letzten 
Fälle  betrifft,  so  wird  die  Linie  im  Räume  offenbar  nur  da- 
durch zu  Stande  kommen  können,  dass  die  Function /(o*)  entweder 
complexe  Constanten-  in  sich  schliesst,  oder  Operationen  angezeigt 
enthält,  deren  Resultate  gleichfalls  complexe  Zahlen  sina.  So 
ist  z.  ß. 

y=aX'\rb, 


wenn  a  und  h  complexe  Zahlen  sind,  aber  x  nur  reeller  Werthe 
fähig  sein  soll,  die  allgemeine  Gleichung  einer  geraden  Linie  im 
Räume;  und  ebenso  ist 


3,  =  V  ((aa;*)), 

WO  a  reell  sein  mag  oder  nicht,  die  Gleichung  eines  Systems  von 
drei  congruenten  enenen  Curven ,  deren  Ebenen  einander  in  der 
Achse  der  x  unter  Winkeln  von  120^*  schneiden. 

Eine  F 1  ä  ch  e  dagegen  würde  dadurch  entstehen  müssen,  dass 
die  Function  f(x)  mit  der  complexen  Veränderlichen  x  nur  soiehe 
Operationen  vorzunehmen  forderte,  welche  stets  ein  reelles  Re- 
sultat geben.  Dies  lässt  sich  aber  durch  keine  der  bekannten 
Operationen  allgemein  leisten ,  weil  jede  Operation  an  einer  com- 
plexen Zahl  im  Allgemeinen  wieder  eine  complexe  Zahl  liefert ;'  es 
wird  jederzeit  nur  eine  gewisse  Gruppe  complexer  Werthe 
für  X  angeofoben  werden  können ,  für  welcne  f{x)  reell  wird ;  und 
da  diese  Werthe  von  x  in  der  Ebene  der  x  im  Allgemeinen  eine 
Linie  bilden  werden,  so  stellt  in  dieser  Beschränkung  die  Gleichung 
yz=:zf{x)  auch  nur  eine  Linie  im  Räume  dar.  Man  durfte  in  der 
That  kein  anderes  Ergebniss  erwarten,  da  diese  AuiTassung  der 
Linie  im  Räume  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet» 
dass  die  Coordinaten  vertauscht  sind. 

Es  sei  z.  B. 

//  z=i  ax-{-b 
=  (a'  +  i<t")  <.r'  +  ix")  +  h'  +  ibr , 

so  hat  man,  damit  y  reell  werde,  die  ßedingunsgfeichung 
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und  sodann 


a'a/'  +  tt''x'  +//  =  0 


y      a'  üc'  —  «"y'  +  //, 


welche  beiden  Cleichurigon  zwischen  den  drei  reellen  Veränder- 
lichen J^ ,  .1^' ,  ;/  eine  gerade  Linie  im  Haunie  darstellen.  Wollte 
man  aber  die  gegebene  (üleichnng  fiir  .r  auflüsen,  so  würde  man 
haben 


ac  r= 


a 


.?: 


e 

n 


folglich,  indem  man  j:  =  y-f-u-"  setzt, 

_  (j/^b')a!--a!'b" 

mls  die  beiden  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume,  welche, 
irie  sieh  leicht  nachweisen  Vdsst ,  mit  den  beiden  zuerst  gefundenen 
Gleichungen  zwiscben  a;',  uc-',  y  identisch  sind. 

"Wir  können  hieraus  allgemein  den  Schluss  ziehen,  dass  jed 
Oleichung  zwischen  einer  reellen  undeiner  complexe 
Veränderlichen 

•  tets  eine  Linie  im   Räume  bedeutet,   und  zwar  stets 
die   nämliche  Linie,  man  mag  v  als  Function  von*a;  an- 
sehen  oder  umgekehrt;    sobalof  nur  bestimmt  angegeben  ist, 
^velche  der  beiden  Veränderlichen  reell  und  welche  imaginär  sein 
soll.    Eine  Vertauschung   in^  dieser  letzteren  Beziehung   wird  im 
Allgemeinen  eine    andere  Linie  hervorbringen.     Am    bequemsten 
«Iwr  bleibt  es  in  allen  Fällen,  die  imaginäre  Veränderliche  als 
Function  der  reellen  aufzufassen  und  zu  construiren,  wie  wir  es 
an&ngs  gethan  haben,    weil  man  alsdann  in  einer  einzigen  Glei- 
chang  ausgesprochen  erhält,    wozu  man  sonst  deren  zwei  nüthig 
haben  würde. 

Was  nun  aber  die  bis  hierher  noch  unerledigte  Frage  nach  der 
Crleichung  einer  Fläche  betrifft,  welche  für  jeden  coniplexen 
IVerth,  den  jnan  dem  x  beilegen  mag,  stets  nur  einen  reellen 
Werth  für  ^  =  /(.r)  hervortreten  lassen  soll,  so  gelangt  man  eu 
derselben  nur  durch  Einnibrung  einer  neuen  Art  von  FunctioB, 
welche  eben  durch  die  hier  geforderte  Eigenschaft  charakterisirt 

27* 
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frifd.    Die  GnmdrorniM  dlemr    FancHoocfi  mdcI  sAmm  n  f .  4 
bei  den  dort  coiiKlniirten  Flächen  in  Amreodoi^  geki 
iiind  feigende  vier: 

^  =  Mod.  jf , 

y  =  Are.  X, 

fß  =  Co^ff.  real,  x, 

y  =  Co§fl  imag.  ar  *) ; 

frelehe  dadorch  eomplicirter  werden  können,  daas  man  statt      

beliebige  compleze  Tmction  von  x  and  statt  5  «ne  beliebte 
reelle  Fnnction  Ton  y  an  die  Stelle  setzt.  So  ivürde  au  B.  2r 
allgemeine  Gleichung  der  Ebene  durch 

y  ^rz  Co^ff.  real.  {ax-\-b) 

dargestellt  werden  können,  wo  a  nnd  b  allgemein  compleze  Zahl— 
bezeichnen ;  denn  diese  Gleichung  lost  sich  auf  in 

y  =  Co«ff.  real.  |(a'+tVO(^'+«^  +  Ä'+i&^j 

%?elches  die  gewöhnliche  Form  dieser  Gleichung  ist. 

Hiernach  können  wir  also  allgemein  sagen >  dass,  obgleich 
eine  Gleichung  zwischen  zwei  complexen  Verftnder« 
liehen 

an  und  für  sieh  einer  geometrischen  Deutung  nicht 
fähig  ist,  dennoch,  wenn  man  sie  ffir  eine  der  VeräiH 
derlichen  auflost,  und  statt  dieser  comprlexeir  Verän' 
derlichen  nur  einen  ihrer  reellen  Bestandtheile  inBe- 
tracht  nimmt,  die  Gleichung  stets  eineFiäche  bedeute: 
jedoch  im  Allgelneinen  eine  verschiedene  Fläche,  jenachdem  man 
die  eine  oder  di^e  andere  Veränderliche  als  abhängige  Verändei^ 
liehe  ansieht. 


6. 

Gestützt  auf  die  hier  entwickelten  Grundgesetze  ergiebt  sidlr 
nun  eine  neue  und  hOchst  eigenthümliche  Behandlui^  der  Objede 
der  analytischen  Geometrie,  welche  nicht  nur  der  hisherigep  ana* 
lytischen  Geometrie  vollkommen  parallel  läuft,  sondern  auch  in 
mehr  als  einer  Hinsicht  durch  Einfachheit  und  Eleganz  Ihrer  Eot- 


-  •)  £■  lei  ÄJ  =  x'  +  «x"  =  (»(cöt^  +  £  «ins»),  lo  iit  Mod.  x=^, 
Aro.  x=:9>,  Co^ff.  r^l.  ft;=:x',  Codff.  itnai^.  oozzzx",  Whr  haben  diMe 
Beieichnnngen  Ihrer  leichten  Verständlichkeit  wegen  gewählt ,  obgleich 
■lo  lieh  wenig  dorch  £in&chheit  aiuseichnen. 


rickeluQaen  solche  Vorzfl^e  hesitzt,  itaas  wir  hoffen  dürren,  nie 
lald  in  den  Unterricht  und  <Ue  betreffenden  Lehrbü'chei'  uul'ge- 
lomnien  zu  lichen. 

Untersuchen  ivir,  um  an  einem  einfachen  Beispiele  den  Geist 
lieser  neuen  Behandlung  anschaulich  zu  machen,  die  Bedeutung 
lioer  Gleichung  vom  ersten  i)lrade  zfvischen  zwei  Veränderlichen 

^S  +  ifj^+C^O, 

ielle  Werthe   der  Coefficienten  A,  B,  6"  auch 


1" 


infachsten  Falle  nur  reeller  Werthe 


5  sein,  und  die   Gleichung  stellt  in  diesem  Falle  eine  gerad< 
e  in  der  Ebene  xy  dar,  wie  bekannt. 

Werden  dagegen  2)  für  A ,  B,  C  auch  com|)Iexe  Werthe  zu- 
gelassen, so  kann  die  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  von  den  bei- 
den Veränderlichen  x  und  //  mindeütens  die  eine  gleichfalls  com- 
Werthe  annehmeu  darf.  Es  sei  y  diese  Veränderliche,  so 
bdet  man  durch  Auflösung  für  y 

B  V. 

l'ofür  man  zur  Abkürzung  schreiben  Lai 

ro  a  und  6  im  Allcemelnen  wieder  complexe  Zahlen  sind.  Zur 
/onstraction  dieser  Gleichung  legeu  wir  nun  eine  Achse  der  x 
ind  eine  Ü^hene  der  y  zum  Grunde;  dass  die  Gleichung  alsdann 
iber  eine  gerade  Linie  im  Kaume  darstellt,  lässt  sich  genau  eben 
»  zeigen,  wie  man  es  in  der  Ebene  zu  thun  pflegt. 


'—b 


Es  ist  nämlich  der  Quotient  -^ 
bezeichnet 

,-6  =  a 


also    constant ;    folg- 


»o  für  den  Augenblick  y — b  als  Ordinate  angesehen  »Verden  mag, 
eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gehende  gerade 
liinie,  die  in  einer  durch  die  x  Achse' gelegten  Ebene  zu  Stande 
ommt,  welche  gegen  die  Ebene  x^f  eine  Neigung  =  Are.  «  be- 
itzt;  die  Neigung  dieser  Linie  gegen  die  x  Achse  seihst  wird 
[urch  einen  Winkel  bestimmt,  dessen  trigonometrische  Tangente 
=  Mod.  a  ist.     Dieser  letzte  Winkel  kann,  da  IVIod.  a  stets  po- 


ist,  nur  zwis 

sein;  doch  lie 
jeden  Werthes  zw 


n  0  und  TT-  nder  3 


mthal- 


!t  darin  keine   Beschränkung,  da  Are 
sehen  0  und  2t  fähig  ist. 


«wOiflt  üteHt  mm  eiw  Parallel»  int  jcacr  rpfiJM  dbr,  wvlebt 
rinreh  «inen  Pimkt  «ier  Eben»  lier  ^  tfifat.  liiiniM  caHi|dBn  Goov> 
'iiimt«  =  6  iiir. 

Ji'hvuml  aum  B=0,  .40  liefiat  <fi«  Qwir.fciuig. 

,=4 


«in«  xnr  :r  AnfaAe    pazalleie  Gcrad«.    imd  Ist  aiiäw«ciiic.B  C  =  0, 
mithin 

jM>  fallt  te  Gerade  mit  der  ;r  Arkse  msaaiBeB. 
iflt  aber  ^-1=0,  90  kann  £e  Gleiclnma: 

mit  der  hier  se^snievfeta  BesdiränknnCr  daa»  ;r  n^  iccUer  Wctttr 

"        C  . 

^ijt  ätein  »oll.  nnr  noch  bestehen,  wenn  -^  reett  ist:  «e  bezeig 

Det  aber   nnter    dieser  Voraasi»efeiizn^    nicht   mehr   «ne    Gend«» 
«ondem  eine    znr  Achse  der  x  normale   Ebene^    wdelie  diene 

Achse  in  dem  Punkte  x  =  —  -=^  schneidet :  mithin  die  Ebene  dnr 

LnMsstf  wenn  C=0  nnd  folglich  jr=0  ist.  Dieser  AnsnafaBM* 
I  eehort  indessen  streng  eenonmcn  nicht  hieher,  da  hier  die 
Ton  Vom  herein  Toransgesetzte  M«lglichkeit .  y  als  abhSngige 
Veränderliche  anzosehen,  anfgehoben  ist.  '   • 

■ 

Werden  für  die  Coefficienten  A,  B,  C  reelle  oder  complexe 
Wert  he  gesetzt^  so  kann 

3)  die  Gleichung 

Ay+Bx^C  =  ^ 

als  solche  auch  noch  bestehen,  wenn  für  beide  VeräDderllehe  x 
und  ^  complexe  Werthe  zugelassen  werden ;  soll  aber  die  Gieichuog 
in  diesem  Falle  einer  geometrischen  Deutung  fähig  sein,  so  mitss 
man  sie  für  eine  der  Veränderlichen  auflösen  und  von  dieser  Ver- 
änderlichen sodann  nur  einen  ihrer  reellen  ßestandtheiJe  in  Setracht 
ziehen.  Es  sei  y  diese  Veränderliche,  so  kann  man  als  eiofilcbste 
Formen  der  resultirenden  Function  —  insofern  nämlich  die  Ab« 
hängigkeit  zwischen  y  und  x  noch  durch  eine  lineare  ^'rrrhwil 
dargestellt  werden  soll  «^  ansehen 

y  =  Coäff.  real.  (aj:+6) 

und 

y  =  Coöff.  iroag.  (iLzr-f  6), 

B  C 

wo'  a  =  —  -j    und  6  =  —  -j    im   Allgemeinen    noch    ecnnpleze 

Zahlen  sein  werden.    Beide  Gleichungen  construiren  wir  Rir  eine 
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ebene  der  j;  und  eine  Achse  der  ^;  dass  die  durch  diene 
beiden  Gleichungen  dargestellten  Flächen  aber  Ebenen  sind,  be- 
weisen wir  wie  folgt. 

Betrachtet  man  zunächst  die  erste  Gleichung 

t/  =  Coöff.  real,  (ax  +  b) , 

so  zieht  man  au»  der  Natur  dieser  Gleichung  unmittelbar  den 
iSchluss,  dass  die  (irösse  C^o^ff.  iniag.  (nx-^-ö)  jeden  beliebigen 
reellen  Werth  muss  annahmen  können,  während  x  alle  complexen 
i  IVerthe  in  der  Ebene  der  .r  durchläuft;  setzt  man  aber,  inaem  w 
eine  willkärliche  reelle  Constante  bedeutet , 

Coi^ff.  imag.  (ax  +  b)  =  w, 

•o  wird  durch  die  Beschränkung ,  welche  man  hiemit  den  Werthen 
von  X  auferlegt,    der   Umfang   der  obigen  Gleichung  aufgehoben, 
i..|iiid  durch  die  Vereinigung  beider  Gleichungen  entsteht 

y  +  IM?  ==  ar  +  6 , 

welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  die  mithin  mit 
allen  ihren  Punkten  in  der  obigen  Fläche  liegt.  Bringt  man  diese 
Gleichung  auf  die  früher  betrachtete  Form,  wo  die  com pl exe 
Cooidinate  als  Function  der  reellen  aufgefasst  wurde «  so  hat  man 

,.  1      ,  »10  — 6 

und  hier  erkennt  man  aus  dem  Coefficienten  —  die  Lage  der  ge- 

a  o  o 

raden  J^inic  und  aus  dem  CoeflTicientcn  — ^^^  ihren  Durchschnitts- 

a 

punkt  mit  der  Ebene  der  x. 

Lässt  man  nun  w  sich  ändern,  so  nimmt  diese  gerade  Linie 
eaccessiv  andere,  der  ursprünglichen  parallele  Lagen  an,  indem 
nur  die  Lage  ihres  Durchschnittspunkts  mit  der  Ebene  der  x  sich 
Sndert;  und  bezeichnet  man  mit  Xq  alle  der  Annahme  y=0  ent- 
sprechenden Werthe  von  x ,  so  hat  man 


^0  = 


a 


als  Gleichung  der  Linie  der  Durchschnittspunkte  jener  Geraden 
mit  der  Ebene  der  x.  Diese  GIcichuns  <iber  ist,  wegen  der  Will- 
kürlichkeit  von  w,  identisph  mit  der  folgenden : 

Coeff.  real,  (axo  +  b)  =  0, 

und  bezeichnet  demnach  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene  der  jr, 
deren    Coordinaten    der   reelle  Coefficient  x'    und   der    imaginäre 
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Coefficient  af^  der  complexen  Zahl  x^=-af  -^iaf  sind*).    BlaoIouiB 
mithin  io  der  darch  die  Gleichung  \ 

y  =  Coöff.  real,  (a  a?  +  ä) 

dargestellten  Fläche  unzählig  viele  jgerade  Linien  angehen,    die   \ 
einander  parallel  sind  und  deren  Dorchschnittspunkte  mit  der  Ebene 
der  X  wieder  eine  gerade  Linie  bilden;  jene  Fläche  ist  folglich 
eine  Ebene. 

Dass  man  ebenso  die  Bedeutung  der  zweiten  Gleichung 

y  =  CoSff.  imag.  {flx^b) 

nachweisen  kann ,  liegt  auf  der  Hand ;  diese  Gleichung  stellt  also 
gleichfalls  eine  Ebene  dar. 

Setzt  man  ^=0,  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Formen  an 

y  =  CoSff.  real,  b,  y  =  Coeff.  imag.  6  , 

und  jede  stellt  in  diesem  Falle  eine  zur  Ebene  ^  der  x  parallele 
Ebene  dar;  und  ist  ausserdem  C=0,  folglich 

so  hat  man  die  Ebene  der  x  selbst.  Dies  ist  genau  derselbe  Fall, 
der  oben  bei  der  Discussion  der  geraden  Linie  unter  der  Annahme 
A--=^0  eintrat;  denn  dort  hatten  ^ie  Buchstaben  x  und  y  die  um- 
gekehrte Bedeutung  von  ihrer  jetzigen. 

Nehmen  wir  aber  hier  A=:0,  so  zerfallt  die  Gleichung 

Bx+ C=0 

sofort  in  die  beiden 

Coeff.  real.  {Bx+  C)=:0, 
Coeff.  imag.  (Bx  -\-  C)  =  0; 

von  denen  jede  eine  durch  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  darstellt. 


7. 

Der  Gang  unserer  Untersuchung  hat   uns   von    vorn    hei^n 

f leichsam  von  selbst  darauf  geführt,  bei  der  Betrachtung  der 
linie  stets  von  einer  Achse  der  o:  und  einer  Ebene  der  y; 
dagegen  bei  der  Betrachtung  der  Fläche  von  einer  Ebene  der 
X  und  einer  Achse   der  jf  zu  sprechen.     Obgleich  diese  Ver- 


*)  Beiläufig  erhalten  wir  hier  noch  ein  neues  Mittel,  um  die  Glel* 
chung  einer  Linie  in  der  Ebene  darzustellen,  worauf  wir  jedoch  gegen- 
wärtig nicht  weiter  eingehen  wollen. 
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tmudmng  der  Coordinaten  allerdiogs  eiDifces  Unbequeme  hat ,  na- 
mentlich sobald  man  Betrachtungen  der  einen  Art  in  solche  der 
andern  Art  hineinziehen  will ,  ho  wollen  wir  ihr  dennoch  fOr  unseni 
gegenwärtigen  Zweck  bis  zu  Ende  treu  bleiben. 

Untersuchen  wir  nun»  um  von  unsern  zuletzt  gewonnenen  Ue- 
snltaten  einige  Anwendung  zu  machen,  zunSchst  die  Lage  zweier 
geraden  Linien  gegen  einander»  deren  Gleichungen  seien 

y=zcx+d; 

S6  wird  die  Existenz  eines  Durchschnittspunktes  beider 
Linien  an  die  Bedingung  gebunden  sein,  dass  die  gleichzeitige 
Gültigkeit  beider  Gleichungen  nothwendig  für  die  Veräuderlicno 
X  ein,en  reellen  Werth  zu  liefern  habe.  Da  nun  die  Gleichsetzung 
[g=g  liefert 


il-b 


so  ist 


Coöir.  Imag.  (^)  =  0 


die   gesuchte  Bedingungsgleichung;    und  wenn  diese    erffillt  ist, 
so  sind 

a--^         '^       a — c 

£e  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes. 

Jene  Bedingungsgleichung  wird  z.  B.  erfüllt,  wenn  alle  Con- 
stanten reell  sind,  wie  bekannt;  femer  wenn  man  hat  drrziß,  denn 
alsdann  schneiden  sich  beide  Gerade  in  der  Ebene  der  y;  sie 
wird  auch  erfüllt,  falls  man  die  Sache  so  ansehen  will,  wenn  man 
hat  11=  c,  denn  alsdann  sind  beide  Gerade  einander  parallel.  Ist 
gleichzeitig  d=b  und  a=c,  so  decken  die  Linien  einander. 

Um  den  Winkel  iL  zu  finden,  den  jene  beiden  geraden  Linien 
mit  einander  einschliessen ,  denken  wir  uns  zu  beiden  durch  den 
Mullpunkt  des  Systems  Parallelen  gelegt;  ausserdem  werde  aus 
diesem  Punkte  ais  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  •=  1  eine  Ku- 
ffelfläche  construirt,  auf  welcher  sowohl  die  DurchschnittHiiunkte 
jener  beiden  Parallelen  als  auch  der  Durchschnittspunkt  «fer  po- 
sitiven Seite  der  Achse  der  or  vorkommen.  Alndann  ist  der  ge- 
irachte  Winkel  l  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks;  und  setzt  man 

a  =  p(cos9-f  tsinqo), 
r  =  ^' (cos  9' -|- fsin  9^) ; 

so  wird 
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I 

COS  il::=co8(arc^9)-<^'>'^^  ^') +fi^n(ai^  tg^)  siii(«rctg^')  008(9—?  0 


)  I 


oder 

Sollen  beide  Linien  aufeinander  rechtwinkl  ig  stehen,  so 
hat  man  cos  ^  =  0,  folglich 

Q Q  cos (g) —  <p)  =  —  1  j 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

ac+a"c"==:-l, 

« 

wenn  0  =  0+10"  und  c  =  c-{-ic"  gesetzt  wird. 

Um  hievon  eine  Anwenduns^  zu  machen »  wollen  wir  die  Auf- 
gabe losen:  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  normal 
zu  der  Geraden 

eine  Ebene  zu  legen. 
Bezeichnet  man  mit 

y  =  ex 
=  (c+ic")x 

eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gelegte  Gerade,  so  wird 
diese  in  der  gesuchten  Ebene  enthalten  sein,  wenn  man  gleidi- 
zeitig  hat 

ac+a"c"  =  — 1. 

Eliminirt  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  eine  de^  beiden 
Unbestimmten  c'  und  c'^,  z.  B.  diq  erste,  so  erhält  man 

a'y+a:  =  iac"  x , 

und  da  hier  c^'  noch  jedes  beliebigen  reellen  Werthes  kann  föhig 
sein,  insofern  die  Gerade  ^=:ea:  eine  beliebige  Lage  Innerhalb  der 
gesuchten  Ebene  haben  darf,  so  umfasst  die  Gleichung 

Coöflf.  real.  5L1±^  =  0 

ax 

alle   Lagen  der  Geraden  y  =cx,    welche,  dieselbe  nonnal  zu  der^ 
Geraden  y  =  ax+b  annehmen  kann,  und  ist  folglich  die  Gleichua 
der  gesuchten    Ebene.      Man    kann   dieselbe,    um   die    reell 
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Coordiöate'  x  ala  solche  gctronnt  fiervortreien  zu  iaaseiiy  anefo  auf 
die  Form  bringe«  ^  ' 

Co^ff.  real.  (^^  =  —  o; .  Co«ff.  real.  Q-\ 

Hätte  man  oben  c''  statt  e'  eliminirt,  so  würde  man  als  Gleichimg 
der  Ebene  schliesslich  erhalten  haben 

Co^ff.  imag.  ( — ^  j  ==  x  Coßflf.  imag.  (  —  )• 

Beide  Gleichun£;eQ  aber  sind  identisch,  denn  sie  las£»on  sidi  auf 
die  Form 

±  —  —  (a'*+  a*^  .  Coöff.  real.  0L\ 

zurüekführeii. 

Man  kann  hierauf  einen  Scbluss  aiehen  9  weicher  der  Discussion 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene 

^  =  Coeff.  reaL  {aa:+6) 

in  §•  6.  (wo  die  Coordinaten  die  umgekehrte  Bedeutung  haben 
wie  vorhin)  zur  Ergänzung  dienen  kann.  Fällt  man  nämlich  auf 
diese  Ebene  aus  dem  Nullpunkte  des  Systems  ein  Perpendikel^  so 
bezeichnet  Mod.  a  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels, 
Weichen  dieses  l^erpi^ndikeT  mit  der  Achse  der  ,^  einschliesst;  und 
Ä— Are.  «den  Neigungswinkel,  Welchen  eine  durch  dieses  Perpen- 
dikel und  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  afy 
bildet.  Folglich  ist  ungleich  Mod.  et  die  trigonometrische  Tangente 
deö  Neigungswinkeln  dei*  Ebene 

y  =2:  Coeff.  real.  (00?  + 6) 

71/ 

mit  der  Ebene  der  or;  und  —  —  Are.  a  derjenige  Winkel,  welchen 

die  Schnittlinie  jener  Ebene  mit  der  Ebene  der  x  in  dieser  Ebene 
mit  der  reellen  Achse  der  x'  einschliesst.  Die  Gleichung  jenes 
Perpendikels  selbst  aber  wird 

a 
wo  y  seine  reelle  and  x  seine  cbmplexe  Coordinate  bezeichnet* 


♦)    Durch    Anwenduijg    der    Gleichungen    Coeff.  real.  (-^  +  ^)    = 
Coeff.  real.  A  4-  Coeff.  real.  B;  Coeff.  real.  —  =  -  Coeff.  real,  J^   wenn 

TL  Tt 

n  reell  ist,  etc.    Diese  und  ähnliche   Gleichungen  lassen  sich  leicht  aus, 
der  Natur  der  hier  eingeführten  Function  nachweisen. 


WIM  M»  ndb  iem  taer  md^tMBBbtm 


mUerMBclMB,  «o  tiind  Mao  nieder  x«  iteiacheide«  haW«,  eb 
«oaMiäofpi^e  Verioderiicfce,  z.  B.  jr,  nv  die  Reike  der  reelles 
Zahlen^  oder  cd»  nie  die  Ebene  der  coa^lexen  Zaklea  la 
dareUndett  ak  fÜ^  aayehe»  wetdeo  9M,  !■  ciatf  FaBe 
werdeo  die  reelleo  oder  conplexeo  Wertfce  der  aHbiagig  Teriader 
fjchen  jr  eine  Linie  der  zweitto  Ordonog,  —  im  zweitea 
Falle  6sä^<t%en  wird  «owohl  der  feeOe,  als  der  isapiiiare  Coefficieat 
der  abbiogU[  Verioderlichen  jf ,  jeder  Inr  sich,  eiae  Flicke  der 
zweiteo  Ofdooog  fe«flegeo.  Die  Coeffideateo  der  olrieeo 
Gfeidniog,  ^9  ^,  C  etc.,  dMea  dabei  enbreder  reelle  oder  m&sI 
eomplexe  Zableo  «ein. 

Wir  hafen  dieneB  G^enstaad  bei  ttaer  aadeca  Celegeakeit 
weiter  aiMZufahfeOy  und  beben  bier  aar  folgenden  einzelnen  Fall 
beraiM«  Wenn  näsnlicb  alle  Coefictenten  der  gegebenen  Gleichang 
reelle  Zableo  Mod  nod  die  uDabbäagig  Verandcnicbe  j:  gleicklaMs 
nur  die  Iteihe  der  reellen  Zablen  doreblanfen  darf,  80  können 
dennoch,  da  die  Gleichung  Tom  zweiten  Grade  ist»  fSr  y  schon 
eomplexe  Werthe  eintreten «  und  die  Cnnre  bleibt  mithin  nicht  in 
Einer  Ebene. 

Nehmen  wir  z«  B.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  ihrer  einladi- 
«teo  Geiffalt: 

wo  a  und  b  die  beiden  Halbachsen   der  Ellipse  bezeichnen ,  und 
betrachten  y  als  Function  von  x ;  so  haben  wir 

ü 

und  hier  bleibt  v  reell«  so  lapge  ^^<a^  ist,  und  wird  dag^en 
imaginär ,  nämlicn  von  der  Form 


.sobald  j:^'>a*  wird.  Nehmen  wir  ulso,  wie  Iriifaer,  zii  Her  A eli « p 
X  «ine  Ebene  der  ^.  und  bezeichnen  in  letzterer  mit  jr'  die 
Achse  der  reellen  und  mit  y"  die  Achse  der  iniaoinären  Zuhlen, 
■  i*o  erhalten  wir  verniüge  jener  Gleichung  eine  Cwrve,  die  \od 
)«=— a  bis  x=a  gaDz  iii  der  Ebene  Tg'  üeet,  in  den  Punicten 
r;=-J:fl  die  Achse  der  x  durchschneidet,  uiiil  von  hier  an,  nSm- 
ilich  von  a:=:a  biu  a;— oo  und  von  .r=  — n  bis  jr=— t»,  panK  in 
j  Ebene  :ry"  hineiDrüllt.  Jenen  ersten  Theil  der  Curve  nennt 
...jn  Ellipse,  diesen  letzton  Hynerbel,  und  es  zeigt  sich  mit- 

Kin,  das8  Ton  nnserm  hier  entnickellen  Standpunkte  ausEllipee 
ndHyperbelnurTheileeineraudder  nämlichen  Cur»e 
-=nd,  welche  man  vollständig  erhält,  wenn  man  alle 
'erthevon^für  .i:^—<a  bis  2=-|-aci  in  Betracht  zieht. 
Zugleich  ist  hieraus  auf  der  Stelle  klar,  mit  welchem  Rechte  man 
die  Hierbei  eine  Ellipse  mit  imaginfirer  Ncbenacbee,  oder  auch 
Ellipse  eine  Hyperltcl  mit  imaginärer  Nebenachse  nennen 
ne  ;  denn  die  letztere  Benenming  ist  dadurch  gerecht  Ter lict, 
dass  die  vorstehende  Betrachtung  auch  von  der  Gleichung  der 
Hyperbel  hätte  ihren  Auslaut  nehmen  künnen. 

Dem    Kreise  gehilrf  hiernach   eine  gleichseitige  Hj-perbel  mit 

Bleicher  Hauptachse  als  nuthwendige  Ergänzung  zu,  welche  mit 
hm  die  Achse  der  x  gemeinschaftlich  besitzt,  aber  in  einer  zu 
der  Ebene  des  Kreises  normalen  Ebene  liegt. 

Die  Gleichung  der  Parabel 


rfert,  wenn  »  als  imsiliv  vorausgesetzt  wird,    reelle  Werlhe  für 
isitive  a;  und  Imaginäre  Werthe  von  der  Form 

tÜT  negative  x.  Sic  erstreckt  sich  mithin  gleichfalls  von  j-=— oo 
Sis  z  =  -f  °°>  ""■!  zwar  besteht  sie  aus  zwei  congruenten  Theileo, 
ren  denen  der  eine  von  ^^0  bis  :c  =  -f-ao  ganz  in  die  Ebene  x^', 
ler  andere  aber  von  x  ;=0  bis  j-= — ai  ganz  in  die  Ebene  xg" 
I  föllt.  Von  diesen  beiden  Tbeilen  wird  gewöhnlich  schon 
jeder  für  sich  eine  Parabel  »enannt,  nährend  gle  hier  erst  zu- 
sammengenommen die  vollständige  Curve  ausmachen. 

Allgemein  kann  man  hieran  die  Bemerkung  knüpfen,  daus,  wenn 

«ine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  :r 
und  g  bezeichnet ,  die  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Curve  stets 
«ich  von  ar=  — CO  bis  .r^^-J-oo  erstrecken  muss;  denn  es  ist  be- 
triesen  (vergl.  §.  4.),  dass  fdr  jeden  Wertb  von  x  sich  stets  ein 
lexer  Wertb  von  y  muss  angeben  lassen,  welcher  der  Be- 
liogung  der  Gleichung  F(a:,  y)  =  0  genügt.  Es  kann  mithin 
ei  unserer  Auffassung  der  Sache  keine  im  Sinne  der  x  ge- 
iBchlosseue  algebraische  Cutve  geben. 
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Dieselbe  BenerkaDg  lässt  sich  aneh  auf  diejengcB  FlSi^eii 
Qbertnm^D,  welche  ia  eioer  al^»ebrai4ciiea  GMeiwii^  zwi^^eo 
Ewei  Veränderlichen  entlialten  flind.  Beide  Bemcrimiigea  zusanunen 
fcenomnien  aber  konneD  als  der  geometrische  AmsdrmA  des  in 
9*  4.  behandelten  algebraiscbea  Fandamental- Theorems  angesehen 
irerden. 


Zur  Kntwiekelanir  in  ReilieH  und 
Suiniiiiniiifir  4er  Rellieii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule 

zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


§.  1. 

Der  Bruch 


giebt,  wenn  man  theilt,  die  Reihe 

und  wir  wollen        r^  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  nennen, 
so  dass  die  Reihe  dargestellt  werden  kann  durch 

«     a:"     ,  ^r^+i       1     1 

2  — rt  T  — r?  • —  — — _  ^ 

o   o"+*       0*»+^    a— a:       a — x 

Das    Ergänzungsglied    erzeugt    durch    fortgesetzte   Division    die 
wcnterenCrlieder  der  Reihe.  soll  der   erzeugende   Bruch   fiir 

die  Reihe >  deren  aligemeines  GTied  — jn[  ist»    beissen.    Eben  so 


wird 


jpf» 
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der  erzeugende  Bruch  seiu  fiir  die  Reihe,  deren 


aUffemeines  Glied  - — r—rr*    Man  hat  offenbar 


1  l    j^  ^-L^ 

.»"**  -3"t"  •••"»*  ««+1  ■  a«+i(a-i) 


"^ -- +  "TS  +  T5  +    •••+    „«_Li  + 


rt — .r     a      d* 


a* 


und 


ar"+i 


^„     ^« 


Ist  f^^ J    <  l ,  so  ist  offenbar 


==1: 


J?" 


a— .r        o  «•+^' 


Hat  man  alisemein  den  Bruch 


8o  entsteht  dnrch  Division  eine  Reihe  von  folgender  Fomi 

Aq  -\-Ai  X  -\-A^x^-\-. . . .  +  Anx^^. . . , 

leren    aligemeines  Glied  An  od^   ist.      Hat   man  bei  dem  Gliede 
Am  sd^  den  Rest  liny  so  ist  das  Ergänzungsglied 


«0  +  «l^  + +  «nA'"  ' 


und  es  ist  genau 
1 


=  A(^\AiX\.»,\AnX^\ 


R 


^ 


1 


Hier  ist 


'ÜQ-i-ttiX  -{.,.  -\-anX 


-der  erzeugend« Bruch  derReibe^  deren 


Rn 


allcemeines  Glied  An  x^  ist ;  desgleichen  aber  ist  — r- 

dtfr  erzeugende  Bruch  der  Reihe ,  deren  allgemeines  Glied 
An^T-ii  ^""^'+^  ist,  wenn  hier  n  unveränderlich,  r  veränderlich 
(p,i,*Iy.)  ist.  Heisst  also  K  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe, 
aereo  allffeineipes  Glied  An^f  J^'  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe, 
decen  al%emeines  Glied  ^h-Hi  ^'^^''^^  ist,  so  ist  genau 

K^K=z£AnX^. 

0 

Yerschwftnde  das  Ergänzungsglied  fUr  ein  unendlich  g^rosses  n. 
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■ 

oder,  wsm  das  Nämliche  ist,  wäre  die  Reihe,, defeli  aUgemehw    ^ 
Glied  Auof*  ist»  konvergent ,  so  hätte  man  gans  gedau  \ 

K  =  1  Auaf^* 

0 

Hat  man  also  eine  Reihe,  von  der  man  weiss,  dass  sie  durch 
Division  entstanden  ist. 

Ao  +  AiX+A2a:^+ , 

und  man  verlangt  die  Sunmie  der  r-f-1  ersten  Glieder,  odeir 

r 

2   AnX^, 
0 

so  suche  man  den  erzeugenden  Bruch  Tür  die  Reihe,  deren  allge-  * 
meines   Glied  An^t^,    und  den   für  die  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  ^n-f-r-fi  ^"+''+^  ist;  sind  K  und  K'  diese  beiden  Bruche,  so 
ist  genau 

K'-K'  =  2  Anx^y  (1) 

0 

welche  Formel  eine  merkwürdige,  ^höchst  einfache  Summirunga- 
methode  in  sich  schiiesst. 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  zu  zeigen  suchen,  auf  welche: 
Weise  man  den  erzeugenden  Bruch  bestimmen  kann,  und  AJadanp 
die  gefundenen  Formeln  zur  Reihensummirung  anwenden. 


§.2. 

Vor  Allem  wollen  wir  die  Gestalt  der  Reihe  untersuchen,  die 
aus  dem  Bruche 


entsteht. 

Nach  dem,  was  man  in  §.  1.  gesehen,  hat  sie  die  Form 

AQ-\-AiX+A^a:'^  +  A^a:^-\- +AnX''+ 

Soll  diese  Reihe  wirklich  durch  Division  aus  dem  Bruche 
—  entstanden  sein,  so  muss  sie  die  Eigenschaft  haben,  daaa« 

wenn  sie  beliebig  weit  fortgeführt  und  mit  (a«— :r)«*  multiplizirt  mrd, 
alle  Glieder  des  Produktes,  die  Potenzen  von  a:  enthalten,  yer- 
schwinden ,  und  das  x  nicht  enthaltende  Glied  =  1  sei. 

Wird  die  Reihe  nur  bis  zum  Gliede  An  x^  fortgeführt,  ao 
werden  im  Produkte  diejenigen  Potenzen  von  x^  deren  Exponent 
>n,  nicht  verschwinden,  alle  andern  aber  werden  verschwinden,  nmag 
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Iran  sein,  was  es  will.  Nun  Iftsst  sich  leicht  eiDsehen»  dass  es 
eine  einzige  Reihe  giebt»  die  diese  Eigenschaft  hat.  Denn  gäbe 
es  eine  anaere 

und  man  multiplizirte  sie  mit  (a-^a:)^,  setzte  alsdann  die  Gleichun- 
gen an 9  die  sich  aus  den  angeführten  Bedingungen  ergeben,'  so 
würde  man  eine  Reihe  Gleichungen  des  ersten  Grades  erhalten, 
aus  denen  A'q,  A\,  A'*^,  ....  A'n*».  bestimmt  werden  konnten,  und 
man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Werthe  mit  A^y,  Ai,  ,• ,  ,-An,  -•» 
zusammenfallen. 

Nun  behaupte  ich  aber,  die  Reihe 

l    ,  j?     _^m  m-j-i     x^     ,  m  wt+1    m+2    __£*    , 

>  . . .  (I) 
.  wi(m-|-l)...(m4-n — 1)      .t» 

"  1.2....n  '"i^nl 

■ 

habe  diese  Eigenschaft,  sei  also  die  Reihe,    welche  durch  die 
verlangte  Division  entstanden. 
Denn  es  ist  allgemein 

(a—x)^  =  a^  — »la^-^o?  +  ^^{^7^^  aP*-^x^-. . . .(— 1)»»ä». 

JMultiplizirt  man  nun  die  Reihe  (1)  mit   (a— j?)*",  so  ist  das 
r  Glied  des  Produktes,  das  die  Potenz  x^  enthält: 

J^  ( m  (m-{-i)..,(7n+n — 1) m(m-|-l)...(m-fn--2) 

ä^l  1.2. ..n  '"'       1.2...[H^ij 


,    m(jn—i)    m(m-{-i),..(7n-{-n—S)  i 

"*■  ~lT2 1.2.. .(«-2)  


(«-2) 
Ist  n  '^m^  so  ist  das  letzte  Glied  dieser  Reihe : 

(— l)n  Z'l.C^r-^)  -  - '  (y/t— n+1)  . 

1 .2...n 

Dir  n^=sm  ist  es: 

und  für  n  >  TU : 

/    |x».  m(m+l)...(m+n-y/i-l)  _  .    ..„  m(m+l)...(n— 1) 
^      ^  1.2. ..(w—w)  ""^      ^      1.2...(w-.m)    • 

Nun   folgt   aus  Archiv.  ThI.  I.  Nr.  X.    S.  72.   (12)  für  k=i, 
pzssn,  m^sim,  n= — m,  dass  im  ersten  Falle  die  Reihe 

mCm+i)...(m+7i^i)  _^  ,  m(m+l)...(m-hn-^2)  ^_,„^ (^^^)„^o, 
1.2.. .n  1.2...(n— 1) 

TkeilVlI.  28 
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Dasselbe  gilt  auch  für  den  zweiten  und  dritten  Fall.     Es  ist 
nämlich  allgemein : 

11111  1  11  1 

(TO--w)n==0=m«+OT,^-i(— ^i)j+mn_a(-jn)3+.,.+jn,(— m)«^i+(— m       , 

Im  ersten  Falle  ist  diese  Reihe  vollgliederig,  im  zweiten  eben- 
falls^ im  dritten  aber  ist^  da 

1.  _  (-m)(-<m+l)(-w+2)...(-m+r)  : 

{-m)r ^ j-^-^^ . 

für  r';rmy  ( — m)r=Oi  was  auf  unsern  Satz  zurückkommt.    Das 

allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche- -~r—  entstehenden  Reihe 

ist  also 

ni(m+l)...(m-|-yi— 1)     jr"     i      a?"  i 

1 . 2  ...  71  *  a"»+»  ~"^"a""+«' 

und  man  erhält  die  Reihe^  wenn  man  n  =  0^  1,  2^...  setzte  dabei 

aber  tn^l  annimmt  (M.  s.  die  vorher  angeführte  Abbandlong  im 
'ersten  Theile.). 

Das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

A 


(a— Aar)»" 
entstehenden  Reihe  ist  folglich 

1.2...W  a"^^^ 

und  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

_A_ 

a — hx 

entstehenden  Reihe: 

A         ^  n 

Umgekehrt  auch  wird  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

.    7n(m4-l)...(m|-?g— 1)       h^     ^„ 

1.2...  71  «"»+" 

ist,  zum  erzengenden  Bruch  haben: 

A 
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«.  3. 

Ist  ein  Bruch  zusammeDgesetzt  aus  der  (algebraischen)  Summe 
einer  Reihe  von  BriieheD»  welche  die  Gestalt 


(a — Aar)»» 


haben,  so  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  ihm  hervorgehenden 
Reihe  offenbar  gleich  der  (algebraischen)  Summe  der  allgemeinen 
Glieder  der  Reihen ,  die  durch  Division  aus  den  einzelnen  Brüchen 
erzeugt  werden.  Und  umgekehrt,  ist  das  allgemeine  Glied  ein  In- 
begriff einer  Reihe  Formen  der  Gestalt 

j   w(7n+l)...(wi+w— 1)       6»     ^^ 
i.2...n  ««+»       ' 

HO  ist  der  erzeugende  Bruch  auch  ein  Inbegriff  einer  Reihe  von 
Brüchen  der  Gestalt 


(a— 6j;)"» 


§.    4. 

Das  in  §.  2.  AufgefQhrte  gilt  offenbar  auch  ffir  den  Fall ,  dass 
A  und  a  imaginSr  sind. 

Sei  also  A=:  R(co8T+i6inl^,  a==r(cos^-f-tsinQ,  so  ist 
r    das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

R(cosT+i8iDT) 
[r  (cos  ^  + 1  sin  t) — bx]^ 

entstehenden  Reihe: 


mrnnT I  f ninT^  m(m+l).,.(m-hn-l)     6"       

ÄCcos  /  +1  sin  i  ;.  12...H  '  i^^  •(cos(m+n)^^isin(m+n)0 

_Ä6»£«   m  (m+l)...(yn4^n— 1)  cosT+isinr         _ 

•*^    Ymr\-n  '  1.2...n  'cos(/n-|-n)<-f{sln(m-f-n)^ 

Äg|-    m(«H^±«=ril  [cos  ((m+„)  t-^Tj-isi^  ((m+n)t-T)]. 

Dessgleichen  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

R  (cos  T--i  sin  T) 


[r  (cos  t — /  sin  t)  —  bw]"^ 
entstehenden  Reihe : 


28  * 


Nqd  ist  ab« 

Rieo^T+iamT)       ,        EjamT^immT) 
[r  (cos  t-\-isiBt) — 6arJ»      [r(coftf — imnf) — ÄötJ* 

ein  reeller  Bruch,  denen  Nenner: 

und  dessen  ZäUer: 

ie(coft7-ht8uiT)  rr(cesl— isinO— to?" 
+  R(cosT—isinT)[ri€est+imDf)—bapf»y 

welche  Grösse  reell  ist 

I>n&  allgemeine  Glied  der  ans  diesem  Bruche   entstehenden 
Keihe  ist  somit : 

3*^    m(m4t)».(*-l— 1)  ^^  ((„+„),_d. 

r^^"  A  •   ari  •  •  •  ff 

Und  umtf^ehrt  aehört  an  ein«n  solchen  allgemeinen  Gliede 
eiu  eraeugender  Bruch: 


m] 


\      Ä(co»r+tsiDr)[r{cos* — isinf) — bx 

l-f  ie(casr~isiny)  [r(cost-^isinf)'-ba: 
[r*  — 26ricost+6aa:a]m.  ' 

Vüt  Nt-t  ist  das  allgemeine  Glied: 

y^|.j     cos  ((m+I)  i—T), 

uad  der  erzeugende  Bruch : 

Q  »  r  cos  ( T — t)  -^  hx  cos  J 
r«— 26ra:cos<+62j;a  • 

Diese  Andeutungen  mögen  genügen.  Wir  wenden  uns  nun  zu 
Summirungen,  wie  sie  durch  die  entwickelten  Formeln  möglich 
wenden,  und  deren  Prinzip  in  §.  1.  erläutert  wurde.  Es  werden 
also  hier  eine  Reihe  Beispiele  folgen. 


§.   5. 

1)  Es  sei  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  (2.4"-f  3);r**^  und 
man  verlange  die  Summe 

-S  (2.4»  +  3)ar». 
o 


'1 


i  «7 

l 

Das  allgemeine  Glied  zerföllt  m2A^af^  und  3.^:**.   Betrachtet 
man  den  ersten  Thell,  so  ist  in  §.  2.  A='2,  b:=i,  a=i,  m=l, 

also  der  erzeugende  Bruch    ^^.    ;  dessgleichen  ist  der  erzeugende 

Bruch  von  3.jc*  hier   ~ ;    also  ist 

1 — X 

Für  K'  Ist  das  allgemeine  Glied:  S-^w+H-i  a:"-H+i+3ar«+'^^  1, 
alfiio  der  erzeugende  Bruch  v 

Mithin  ist 

Diese  Grösse  wird  für  x=i:  -r^,;    ihr   wahrer    Werth    ist 

Null 

alsdann : 

-14— (r-ht)  (2  A»'+H-3)  +  (r+2)  (2.4'-+  4-12) 

3  —  • 

0  1 

Dessgleichen  wird  sie  ^  fflr  a?=j  oder  4.r=I  ;  ihr  wahrer 

^erth  ist  alsdann: 

-14-(r+l)(2.4H-i+3).i  +  (H-2)(2.4H-H-12).  jj-, 

;  —5  +  2 

_  14.4'-f  ^  +  (r+1)  (2.AH-t+3).4-:-(r+2)  (2.4H-1+12) 
3  .  4rf  1  ' 

wie  man  findet  >  wenn  man  Zähler  und  Nenner  nach  x  differenzirt 

opd  dann  o?  =  7-  setzt. 

4 

I 

2)  Man  soll  die  Summe 

o  1«^  * 

angeben.    Für  diesen  Fall  ist  ip  §.  2.:  A  =  l,  b  =  h  a=^l,  m=3, 
alsoi 


[r(co8  t-f  JsiD  t)  —bx]"      {rieasi — iä 
«in  reeller  Bmch,  dessen  Nenoer: 

uDd  dessen  Zähler: 

B{tiOBT-\-iAaT)  [r(cost— tsinO- 
-I-  R[coBT—iAnT)[T{co&t-\-isiaf)- 
welche  Grösse  reell  ist. 


"jRif'af»    m(m+l)...(»i+n-l)  ^^^ ., 

Und  umsekebrt  gehOrt  zu  einem  solchen 
ein  erzeugender  Bruch: 

l      «(cosT+rnnT^trCcos*— isinC 

j+it(co87'-f8lny)[r(cosH''s'Pg 

[r*— 26r:j:cos( + k^  a^aj" . 

Fflr  tR  =  l  ist  das  allgemeine  Glied: 

H^o„((,,+i)<-r> 

und  der  erzeugende  Bruch : 

an    rC08(r — f)—  /<J  CO 

Diese  Andeutungen  mOgen  genügen. 
Summiningen,   wie    sie    durch  die  entivii 
werdeD,    und  deren  Prinzip   in   §.  t.  erl^' 
also  hier  rine  Reihe  Beispiele  folgen. 


1)  Es  sei  das  allgemeine  Glied  eil' 
n)an  verlange  die  Summe 


,"*'-. 


Kost 


'*t 


♦»  +  I-2(fi+l)-.K, 


«•4, 


»f 


II 


Vf 


M 


•^^r 


*'.2»jrn+12.(n+l)jnn_i2 


••■r 


'    . 


^  , 


'  '*/ 


*   f 


'•«> 
"*<., 


12 


12 


•  *. 


*;- 


'«'. 


^ 


*^-+i  (§.  1.)  Ist  hier  : 
12(«+r+l)x»+r+i, 


';  +  4  +  IB«-  12p](  ±c)n ,  (2„);, 


x'l  'I  _ 


l'.> 


(l-r) 


»+ 


12r 


— a' 


I 


Daa  «llgemeioe,  Glied  der  dcroh  uK'  entstehenden  Reihe  ist 

■  '  ■  -  ■    .      ■ 

•  •  • 

.::         («-h--f2)(«-H-+3)^^^    ,   .. 

1.2 
_  rn»+  (2r+5)  «  +  (r+2)  (r+3n  \^^^r    - 

^  r(«+l)(«+2)  +  (2r-t^-^)(«+l)  t-ra+3H^-l  ^,+,+t 


M       • 


folglieb  der  eizeygende  Bruch 

. »      ■ . »  .     • 


,,,...      ,.        (l-;r)?  .  ■  ,  :,  (l-j;)». 

Mithin 

t,(«+l)(«+2)^:_.'  =  . 
0  ^"^ 

(1— a;)3 

r' 

-   3)  Es  soll  ilie  Summe  S,  x^  cosn^  aDgegeben  werden. 

0 

Nach  §.  4.  ist  hier  Ä=l,  6=1,  r  =  l,  T=.ty  also 

y_.     I — arcosf 
~~  1 — 2a;  cos  t  \x*^ ' 

Für  a:»+^+^cos(«+r+l)f  als  allgemeines  Qlied  ist 
!r==— (rO,  mithin 


1—24:  cos  it+a;^ 


folglich 


r  '  1— a?  cosf^af^^  cos  (r + 1)  f + :if^^  cos  r£     ' 

Saf^  co8nt=z 5 — ci .  ,     4i- • 

o  1 — ^xcont-t-ar 

Für  x=l  ist 


439 

1  +  C08 1  +  C08  2t  +  COS  3<  + . . . .  +  CO«  ri 

=  ^^cos  f  +  co8r<--co8  (r+l)f 1_   ,  1     cosr< — cos  (r +1)1 

'2— 2oo8f  ^^2^^ 1— cosf 

—  o  '■    o 


2        .  1. 


wie  bekaiiut. 
4)    Es  «ei 


i[2C3/i«-l)2»  +  12n]j:» 


auzugebeii. 
Es  ist 


2  (an«— 1)2" +  12/1 

also 

12(3m«— l)2»  +  12n]a:» 

_  12  ^^±|i^?^.2«x»--ia(«+l)2«a*+4,2»a:«+12.(^ 


r 


folglich 


y  _  12  _  18  1^1  ^^  _  1'^ 

""  (l-2a:)3       "(i— 2ar)«  "^  1— 2a:  "*"  (l-or)«      IHJ  * 
Das  allgemeine  Glied  ^n+r>i  0;'»+''+*  (§.  1.)  ist  liier : 
[6(n  fr  f  1)«  — 2](2a:)«+Hi  +  12(n+r+l)a:»+'^  1, 
oder  wenn  man  r4-l=/'  setzt: 

[12 .  (2±l)(«+2)  _,.  (i.2;,_l8) („+1)  +  4  +  p«-  12ri( ±r)» .  ('2a)P 

+  (12(«+1)  — 12)ÄrPa-»+ 12/».a:Par»; 
also 

^_l3.(2£)r    .  (12/;-18)(2a:)P      4+pa~l2;.    ,.  .^ 
~"  (1— 2a:)3  ^         (l-.2;r)«        ^       1-2.1:       *  ^^  ^ 

+  (1— ar)a      "T-o:  ^    l^j:     "^ 
.^  NrxiP     l'-i       .    l'>-6   .  r^--lO/— 7"!  ,    ,j,|'     12      ,    12r  I 
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Die  verlangte  Summe  ist  nuD  K—K. 

Weitere  Beispiele  zu  geben ,  halten  wir  fttr  unnutbig.  Wk 
haben  nur  auf  diese  Summiningsweise  aufmerksam  machen  wollen, 
da  ihr  Gang  ein  einfacher  und  klarer  ist.  £s  Hessen  sich  noch 
mancherlei  Formeln  daraus  ableiten ,  auf  welche  wir  vielleicht 
später  zurückkommen  werden. 


Beitrüi^e  zu  den  Elementen  der 

OeomelTie. 

Voa 

Herrn  Rudolf  Wolf, 

Docenten  der  Mathematik  und  Archivar   der  Schweizerischen    nttturfor- 

sehenden  Gesellschaft  zu  Bern. 


I. 

Wenn  ich  mich  längst  zu  der  sich  immer  mehr  Bahn  brechen- 
den Ansicht  bekenne ,  dass  die  künstlichen  Schranken  zwischen 
einzelnen  Theilen  der  Geometrie  zusammenbrechen  müssen ,  inso- 
fern  diese  Wissenschaft  in  ihrer  Innern  Gliederung  fortschreiten 
soll,  —  so  halte  ich  namentlich  dafür,  dass  die  eliene  Geometrie 
der  Raumgeometrie  durch  eine  gleichmässigere  Behandlung  beider 
näher  zu  bringen  ist,  und  ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dem 
mathematischen  Publikum  binnen  Kurzem  einen  betreffenden  Ver- 
such vorlegen  zu  können.     Folgendes  möge  zur  Probe  dienen. 

Wie  der  Flächenberechnung  in  der  Ebene  der  Satz:  Drei« 
ecke  von  gleicher  Grundlinie  und  Hohe  sind  gleich 
gross  oder  haben  gleichen  Flächeninhalt,  zu  Grunde  liegte 
so  gründet  sich  die  Körperberechnung  auf  den  Satz:  Tetraeder 
von  gleicher  Grundiläche  und  Höhe  sind  gleich  gross 
oder  haben  gleichen  Rauminhalt.  Für ersteren  Satz wüsste 
ich  keinen  klareren  Beweis  zu  geben,  als  den  von  Grcrwien,  wie  er 


JCrrlirr.'TH.TV.  S.d37.  nnffpHputotwnrde;  An  er  sich  aber  niiJituiif 
de»  Kaum  utiKdeiiimi  iJUst.  xu  iiiiiätt  Ich  ihn  dennorh  vfmorrnri. 
EttrnriiiM'oniK  kjinn  'n:h  den  von  ICiiklid  wler  Lc}t«iidrti  heib*hJiUt*ii, 
0:v  i(*l>  t'n  l'ilr  utjfvls'>(>ii.'>(')mrtli(*h  liulte,  die  HereihoiiMi;  von  Preiock 
und  1'<'lrii<-dcr  aiil'  <\'\«  \\i-Ti'ihit»wj(  von  l*nrullplugrniuni  und  l'nral- 
l>-l^|M]>vilLitii  KV  griiri<li'ri.  Iih  hiilx-  nun  ffir  da»  Dreieck  rnl^endf-n 
hritfis  n<li>ptirt.  Ich  \nsiiif  ein  l>reierk  d«r  Flüche  nairh  entste- 
hen .  Indem  sieh  eine  (Jentd«  iiiirallel  zu  einer  sein«  Seiten  fort- 
iMtwe^l,  wHhrend  ihre  vcHinderhchen  GroriRtiiinkte  in  den  beiden 
»dem  Seiten  bleiben ,  —  zeige  dann  (mit  Hülfe  der  bei  meinem 
geoTiielriKchen  Svsteme  unroittetbar  au»  den  Coni;rnenzsfitKen  her- 

virii^l den  Ae^nÜchkeitsfiätze) ,   dass  för   Dreiecke  von  eleicher 

(iniiidliuii'  und  Hiihe  die  Erzeugende  In  gleichen  Abständen  von 
•\rii  N|<it/.i-n  gleich  lan^  ist,  und  Bchliexse  au«  der  fortwilhrenden 
n-it  der  Erzeutienden  auf  die  Gleichheit  des  Erzeugten.  — 
Filr  die    füllenden  Fliirhensätze  die  geivühnlichen  Beweise  heihe- 

I  haltend,  bin  ich  sn  in  den  Stnnd  geKet/t,  die  entsprechenden  Kaum- 

I  «Stxe  auf  ganz  anulo|;e  Weise  zu  erledigen. 

a)  Tetrueder  vnn  cleidier  Grundfläche  und  Htlh« 
«ind  gleich.  —  Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  «.)  afic=/M  und  «/<.||(«. 
»o  ist  T.  abeil^'f.  hiko.  Denn  ist  rio||(u,  so  hat  man.  da  |iii- 
P  rallrle  Srhnille  eines  Tetraeder»  ähnlich  sind,  vfyr<iahc  und 
tmnC^hik  ,  folelich  auch  ,  wenn  Tfi,  cp ,  k^  und  n»  senkrecht  zu 
den  DreiecksHeiteii  gezneen  sind,  rtifcsipcb  und  irimcvt9>£-  Aus 
«liegen  ähnlichen  Dreiecke»  folgen  die  Proportionen: 

1)  gr-.cjj—fif-.cb^tfiab      2)  tniti]i  =  n?n:ii=lm:hi. 

I  l>a    ferner    piirullele    Ebenen    (larallele    Kanten    bilden,    aW 

II  is6  und  linl[/ii  sein  musu,  so  verhalten  sich 


3)  cf:ab=ed:ad 

Endlich  schneiden  parallele 
*i   auch 


4)  lm:/n^to:/to. 
Ebenen  proportional,   ah*o  verhüll 


5)    r,/ :  ntl ^  h  :  Im. 
bie  Verbindung  dieser  fünf  Proportionen  gibt  die 


f.  yieven  Multiplication 
f.griab .cp^ltn  .xii:  ki.  kq  oder  ^efg :  ^abc^=  ^Imn:  ^ktk 


.  Nun  ist  nach  der  Vi 

„  =A''"«seln.    Eb 

HTdndurcb  erzeugen. 

t  fortbewegt,  wahr 

idem  Seiten  flächt 

T  Grundfläche  un 

1  der  Spitze  nacli  de 

laen  auch  die  erzeugt 


issetzung  Aa&c=  ^hik,  also  muss  auch 
sich  aber  der  Ranminhalt  eines  Tetrue- 
dasH  sich  eine  Ebene  parallel  einer  Selten- 
en d  ihre  veränderlichen  Grenzlinien  in  den 
n  bleiben.  Ua  nun  fär  zwei  Tetraeder  von 
I  Hrihe  die  Erzeugende  in  gleichen  Distanzen 
n  Bewiesenen  immer  gleiche  Grttssc  bot,  so 
sn  Tetraeder  gleicheGrösse  haben,  w.  r.  b.  w. 


die  Baeen.  —  Wood  ilh  [[  ik  (Taf.M.  Fiti-IQ.)  ui»lu/>r:efg=ar. 
so  verbliJt  dk-li  auch  T.  atM^d:  T.  iff/h—m:n.  Demi  tI)«lU  mau 
BaHen  :  k6  in  hi  unI«T  sich  gleiche  Theile  und  ef  in  a  unter  «i 
gleiche  Thetle,  und  verbindet  die  Theilfiunkte  je  mit  dea  Sp?£tfi 
<■'  und  ff,  eo  fa;it  man  oSenbut  n&c  und  r/i/  in  m  uriii  »  auch  iiot' 
einander  gleiche  Theile  ^etheilt.  Jeder  dieser  Theil«  hegÜaif 
mit  der  zu  ilim  itehürenden  Spitze  (/  oder  k  ein  Tefraeijer,  W 
alle  diese  Tetraefler  haben  gleichen  Inhalt,  weil  sie  bei  glekbl 
Uiihe  ituiilvalente  Grandflächen  halieti.  Es  verhalten  sich  iih  " 
ganzeu  Tetraeder  wie  die  Zahlen  m  und  »,  welche  di«  in 
entfaiiltenen  kleinen  Tetraeder  idibleu ,    w.  t.  lt.  tv. 

c)  Tetraeder  yua  gleicher  Basis  verbalten  sich  wi 
ihre  Hülten.  —  Ist  (Taf.  VI.  Fie.ll.J  ahc=efg,  eg  sollen 
die  Tetraeder  ubcd  und  rfyh  nie  ihre  Mühen  verhalten.  Um 
zu  hevrelsen,  nehmen  wir  ein  Tetraeder  iklm  zu  Elüire,  meledi 
mit  a&c>J^gleiche  Hühe  habe  (so  doss  dm\\ri),  wülireiid  »/ffl|lq 
und  Uili^äegf.  Dieses  Tetraeder  hat  mit  ahcd  nach  der  Vorao 
setKung  deiche  Höhe  und  äquivalente  Grnndlläche,  also  glciclii 
liihait.~  l)enkt  man  sich  nun  efr/k  so  in  iklm  gelegt,  dass  d 
!>lelcheii  Grundflüchen  Eusammenlallen ,  so  ninss  auch  wegen  d 
vorausgesetzten  Parallelismus  e;jh  in  Um  Tnllen;  es  sind  daher  (I 
beiden  Tetraeder ,  in  Beziehung  auf  tffli  und  Um  ala  tirundfläch« 
von  gleicher  Hühe,  und  man  Kat  daher 

\      T.  efgh :  TAklm  =  egh :  iliii=  eg .  Iiq :  iL  mo  =  Ay :  mo. 

id  /ip  senkrecht  auf  r^  und  verbllidl 


Zieht  man  nun  die  Hüben  inn 

wo  und  py,  so  mutis  no  iJl 

als    Dreiecksbüben  senkrecht  zu   i^  und  et/.     Es   stellen  also     _ 

Winkel   moti  und   tif/ii   die  IVeigiingen  der  parallelen  Plüehen  i/i 

und  i'ff/i  gegen   r)  vor.    Bind  also  gleich:    folglich  sind  die  recl 

winkligen   Breiecke    miio  und  ftptj  ähnlich,  also  kq:mo:^hp:m 

Man  hat  daher  endlich 

1.  efghiT.lklm^hp-.mn  oder  T.  efgb:1.ahcd—hp:mn. 

d)  Uie  Inhalte  zw  ei  er  Tetraeder  verhalte»  sich  n- 
die  Prodnete  aus  Hr.he  und  Basis.  -  Stellen  rtgJn  ai 
P»  5i ''a  Volimien,  Grundfläche  und  Hühe  zweier  Tetraeder_v« 
und  ist  ferner  rj  gleich  dem  Inhalte  eines  Tetraeders  der 
Ai  und  Grundfläche  gn  so  hat  man  nach  b)  und  c): 

'^•H  =  3i-a^'        Ps:t\i=A,;Aa; 
rulglicb  durch  MutÜpIication : 

c)  Withlt  man  den  Inhalt  eines  Tetraeders,  dos«« 
Grundfläche  die  Basis  1  und  Hr.he  2  bat.  wShteii 
seine  Hnhe  3  bctrHaf,  nur  Volumenelnheit,  ~  s«  t. 
duH  Volumen  jedes  Tetraeders  gleich  dem  Drittbell 
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dea  IHoductes  aus  Basis  und  Uuhe«  -^  Beaseichnen  Dämlich 
g  und  h  Basis  und  Höhe  irgetid  eines  Tetraeders  t),  so  hat  nian 
Dach  der  getroffenen  Wahl  und  in  Folge  von  d)  i 

t?:l=#jf.A: -^.3  oder  t  =  ^ 


3' 


II. 


Meistens  wird  den  Schülern  der  Ueher^ans  von  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie  zu  den  rechnenden  Theilen  etwas  schwer. 
Die  Erfahrung  hat  mir  nun  gezeigt ,  dass  diese  Schwierigkeiten 
am  leichtesten  dadurch  gehoben  werden,  wenn  man  ihnen  die 
Formein  nicht  nur  durch  Rechnung  ableitet ,  sondern  sie  ihnen 
auch  durch  Gonstruction  näher  zu  bringen  sucht,  und  ihnen  durch 
Hinweisung  auf  die  gleichen  Resultate  beider  Methoden.  Zutrauen 
zu  dem  für  sie  neuen  Verfahren  weckt.  Ich  fü^e  hier  einige  solche 
Constructionen  bei,  von  denen  ich  mir  nicht  newusst  bin,  sie  in 
geometrischen  Werken  gefunden  zu  haben. 

a)  Es  solHdie  Summe  oder  Diffenz  zweier  Sinus 
oder  Cosinus  in  ein  Product  verwandelt  werden.  — - 
Man  hat  offenbar,  wenn  af=ad=^l  und  j^fac=j^äac  (Tai.  VL 
Fig.  12.). 

sina+sin^=/^-|-de=2. c6  =  2.aü. sin 5[ic==  2cos5^^  sin^^i£, 
sina — sinj3=//7— rfc=2.cA=2.crf.cos-i£  =  2 sin^!^cos5~£  , 
cosa4-cos/?  =  a4/-f-a6=2.a6  =  2.ac.cos  -—£=  2  cos  — ^ cos  -—^  , 
cos  a — cos  ß=ag — ae  =z—2hd=^'-2cd .  sin  ?~£  = —  2  sin  ^^^  sin  ~£. 

6)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  in  jedemDrei- 
ecke  die  Summe  zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  Gegenwinkel  zur 
Tangente  ihrer  halben  Differenz  verhält.  Aus  der  nach 
Construction  und  Bezeichnung  für  sich  klaren  Taf.  VI.  Fig.  3. 
folgt  unmittelbar 

a-f6:a — 6=y:a:==2L;  — sr  tang-—?- :tang.-^^. 

Z     %  It  JL 


Bildjen  drei  Seiten  eines  Tetraeders  rechte  Winkel 
m^  einander,  so  heissen  sie  jEa^A^^i^n»  dieGegenseite 
Hypotenuse,   das  Tetraeder  rechtwinklig^    Für  Jedes 
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solche  rechtwinklige  Tetraeder  besteht  sodann  der  dem  Pythm- 
rälschen  Theoreme  analoge  Satz:  Das  Quadrat  der  Hypote- 
nuse ist  gleich  der  Quadratsumme  der  Katheten.  -*^ 
Wenn  (Taf,  VI.  Fig.  14.)  ^ABDC=  jilDABC=zj^ABCD=:W,  ^ 
so  folgt,  da  zwei  zu  einer  dritten  senkrechte  Ebenen  auch  mne  2n  ' 
ihr  senkrechte  Kante  haben  müssen,  dass  j^{a,b)  ==  j^ia^c)^^ 
j^{by  c)  =  90®,  und  daher 

•  * 

4  4  4 

Zieht  man  nun  ejud,  so  folgt  f±d  und ^ (er,  e)  =  90®,  und  da  nun 
b.c  =  d.e,  so  wird 


4 


w.  z.  b.  ve. 


llebunj^saufi^alben  für  IScIiüler. 


^^.lA^iM-iAwMk. 


Aufgabe  aus  der  Stereometrie. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 

Unter  den  Namen  der  Archimedischen  Körper  fuhren  einige 
Lehrbücher  der  Stereometrie  eine  Klasse  von  Polyedern  auf, 
welche  von  regelmässigen  Polygonen  verschiedener  Art  (z.  B. 
Quadraten  und  gleichseitigen  Dreiecken)  dergestalt  begränzt  wer- 
den, dass  an  jeder  Ecke  gleichviel  Polygone  von  einerlei  Art  so* 
sammenstossen.  Diese  Körper,  die  mithin  einen  natürlichen  Fort- 
schritt von  den  sogenannten  Platonischen  Körpern  aus  bildes, 
feben  Anlass  zur  Aufstellung  folgender  Aufgabe  mit  mehrere« 
unbekannten  c 
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Wie  Tiel  regelmftsHige  pecke,  ^ecke,  recke  etc. 
wird  ein  Polyeder  enthalten  müssen,  wenn  an 
jeder  Ecke  desselben  a  i^ecke,  6  lyecke^  c  recke 
etc.  znsammcnstossen  sollen? 

Beispielsi^eise  fahren  wir  an,  dass  aus  Quadraten  und 
leichseitigcn  Dreiecken  sich  nur  folgende  fünf  Arcbime- 
ische  KOrper  bilden  lassen: 

1)     2  gleichs.  Dreiecke    3  Quadr.«  an  jeder  Ecke  1  gl.  Dr.  '1  Qu. 


I 


9  8 

9» 

»> 

18 

99 

99 

99 

99 

1 

99 

3 

99 

3)  8 

** 

9» 

6 

5> 

99 

99 

•9 

2 

99 

2 

99 

4)  8 

9> 

99 

2 

99 

99 

9» 

99 

3 

99 

1 

99 

8)  32 

9$ 

?> 

6 

59 

«9 

99 

99 

A 

99 

1 

9» 

Die  Netze  dieser  KSrper  zu  entwerfen,  dürfte  für  Anfönger 
•ine  sehr  instructive  Uebung  abgeben. 


Aufgabe  aus  der  Integralrechnung. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  HannoTer. 

In  einem  Tonnengewölbe  (Halbcylinder),  dessen 
Grundfläche  horizontal  liegt  und  dessen  normaler 
Querschnitt  eine  halbe  Ellipse  bildet^  denjenigen 
Theil  der  krummen  Oberfläche  zu  berechnen,  welcher 
TOD  i;wei  Vertikalebenen  j  die  einander  in  einem 
Punkte  der  Achse  des  Gewölbes  durchschneiden,  und 
von  der  Grundfläche  begranzt  wird. 

"Wir  theilen  diese  Aufgabe  mit,  weil  sich  das  Resultat  aui 
eine  fiir  Praktiker  sehr  l)cqueme  Gestalt  bringen  lässt.  Bezeichnet 
man  mit  a  die  horizontiile,  mit  b  die  vertikale  Halbachse  des 
normalen  Querschnitts,  und  mit  Fdie  horizontale  Projection 
der  gesuchten  krummen  Oberfläche,  —  welche  ein  Drei- 
eck bildet  9  —  so  ist  diese  krumme  Fläche  selbst 

^vo  man  den  Factor  A-,   der  nur   noch  von  dem  Verhältnisse  - 

a 

abhftDsig  ist,    durch  eine  Integration  findet,  die  auf  Logarithmen 

oder  Kreisbögen  führt,  je  nachdem  man  a>6  oder  a<6  hat.   Sie 

vereinfacht  sich  für  a:t=:6,   d.  h.  filr  Kreisgewölbe,    wo  man  das 

flberraschende  Resultat  /;  =  2  erhält;  in  dieser  einfachsten  Gestalt 

findet  sich  die    Aufgabe  bei    Moigno,.  in  dessen  musterhtifter 

Darstellung  der  Anwendungen  der  Integralrechnung  auf  Geometrie 

(Cakul  diferentiel  et  integral.  Tome  ll.). 
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Eine  Anzahl  Werthe  fär   i  haben  wir  in  der  telgeadM  Tifel 

zuHammengeatcUt 


t, 

k 

Dil. 

4^ 

i 

Dil. 

0,5 
0.6 
0,7 

1.2 

1,3ml 

1,4944 
1,6143 
1,7394 
1,8681 
2.0000 
2,1346 
2,2713 

114-2 
1-201 
1-249 

1-287 
1319 
l.«6 
IM 
1387 

1.3 

1.8 
2.0 

2,4102 
2,5506 
2,69-23 
2,8158 
3,9801 
3,1-234 
3,2715 
3,4184 

1387 
1404 
1419 
14.33 
1413 
1453 
1461 
1469 

Diese  Aufgabe  findet  Aaw«BduDg  sotvobi  xur  BerccbnnBg  dac 
Olierflächeo  von  Klostergewülben  (welche  aus  lauter  Fläcben- 
etückcD  von  der  angegebenen  Gestalt  zusammengesetzt  sind),  alt 
auch  von  Kreuzgewülben  (wo  von  jedem  der  sich  durchLren-' 
den  Tonnengeivülbe  Flitc benstücke  der  angegebenen  Art  zu  anb- 
trahiren  sind) ,  und  möchte  sieb  desshalb  besonders  fSr  technische 
Lehranstalten  als  Kechnungsbeispiel  eignen. 


Miscellei 


Professor  Frisch  in  Stuttgart  hat  sich  einer  vollstindigei 
Ausgabe  von  Kejiler's  Schriften  unterzogen  und  den  dazu  ent- 
worfenen Plan  bekannt  |>emacht.  Die  Schriften  sollen  in  ihrer 
ursprünglichen  Form  chronologisch  geordnet  erscheinen ,  begleitet 
▼ou  kurzen  erläuternden  Anmerkungen.  £iQc  Einleitung  nirdeiiMB 
Ceberblick  über  den  Zustand  der  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaüteo  in  der  Keplein  vorausge^ngenen  Zeit  geben  und  dann 
sieh  Kepler's  Leben,    mit  Rilcksicbt   auf  dessen  wissenscbaft- 


Tiche  Thätigkeit,  schüessen.  Hierzu  steht  die  Benutzung  von  Kep- 
ler'» handschriftlichem  Nachlasse,  welcher  in  22  Foliobänden  die 
Concepte  der  gedruckten  Werke  und  einen  reichhaltigen  Brief- 
wecbsel,  so  wie  mehrere  angefangene  astronomische  Arbeiten  unl 
zerstreute  Notizen  enthält,   zu  envarten.     Die  Geschickte  dieses 
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_  ._  „MRK  etxäftU  V.  Murr  in  s«in«tn  Jourital  filr  Kitiidt^v 
nrhirlito.  ThI.  3.  8.7^.  Dr.  Hntisch.  ColWUt  in  L«ip- 
aiR,  hatte  uiiiH  Julir  ITIU  .li«  Han.lr<dtrirteii  mii  lUUVi.  iii  UaiiEiK 
•fkaun.  und  l^^I»n|rtf  vnii  «lein  Kaiser  KnrI  VI.  dnx  Vi.'n>{ire(-heii 
vuo  -iOUÜ  Kl.  ■/.»  Avt  U*fTüiiai!ii{i«:  ilocli  nan!  ibiii  iiacli  (jehcrrei- 
chung  dp*  «irsloii  Rand««  tlor  Titel  eines  kaiserliirHrTi  Itathn  und 
l'^e  i;<ddcne  Ki-Ilr  verliehen,  aller  die  l'iitMstiltiun"  versagt.  In 
unkfttrt  1).  M.  lirdarlite  er  dennorli  den  Umck  au  bewerk- 
>Uiitei),  und  verlor  dariilier  seine  ('idlei<ititur  zu  LeijJzif;.  Auch 
Aw>gul)«>  des  libpr  de  cnlondarin  Gregonann.  1726. 
nßcbte  iticbl  die  kai^^erllrbe  /.vxuiiif  der  Erriillnni^  nJiber  zu 
^  e    Kciiiursuheti    llandMrhririvn    »uren    indessen    zu 

ankTurl  für  82Ö  Fl,  versutat  mirden,  wo  sie  in  Vergessenheit 
iclhvn,   bi6  sie   v.  Murr   im  Jnhrr  1774  für  die  Akademie  in 
__8burt:   erknuflc.     Dort  ward  aUbald  ein  Plan  zur  Heraus- 
.  _'   «ntnorleii ,    l)lieb   aber  idine   Ausführung.      Vielleicht,    dasa 
■  Alltslieder  der  Akitileniie  in  Petersburg  mitwirkend  eintre- 
,   und  das    l'i'ir   die  WisHenHchaft  wichtige,    das  Andenken  des 
_„.is«n  Mannes  erneuernde  Werk  vollenden  (Jenaische  bite- 
ftur-Zcitung.    1845.    IS  r.  1<J4.    S.  775.). 


[  Die   mathematische  Gesellschaft  in  London. 

Gegen  Mitte  .luui  1845    fand   die  Einrerleibunz  der  seit  1717 

ktehenden  ..Mathematiiichcn  Gesellschaft"  in  die  „Aetro- 

(ntische  Gesellschaft"  statt.     Dieses  Ereignis»  Ist  insofern 

I  Interesse,    als  die  Gründung  des  erstgenannten  Vereins  eine 

[' auf  das  Volk  und  seine  Bildung  berechnete  tvar.    Was  beut- 

e  die  sogenannten  Mcchanic  institutions  und  Lyceiims  in  den 

n  Fiturikstädten  sich  nach  vielseitigerer  Richtunt;  hin  ztir 

^stellen,  das  suchte  diese  Gesellschaft  in  besonderm  Bezug 

matiscbe  und  physikalische  Wissenschaften  durch  gegen- 

Unterricht ,    Vorfesungen  und    dergleichen   zu    erreichen. 

idsatz,  welcher  an  der  Spitze  der  Gesellschartssatzungeu 

Uitete  :  „Es  ist  di«  Pflicht  -iedus  Mitgliedes ,  wenn  es  um 

~;  aber    eine   mathematische    oder    natunvisseuschaftliche 

^  einem  Andern  angefangen  wird,  Letzterem  in  der  fass- 

_viind  deutlichsten  Weise,  deren  es  f^hig,   Aufscbluss  zu 

„  Rfen."     Urs)irLingli(-h    zählte  die   Gesellschaft    64   Mitglieder, 

l^ter  81,  Qiiiidralznhien ,  die  als  Symbole  gelten  mochten.     Zum 

'fl^en  Theil   bestand    «ie  aus  Leuten   von   niederm  Herkommen, 

:  sich  aus   eigenem  Triebe   und    eigner  Kraft  zum  Denken  und 

^chen   em{inr^ciirbeitet ,    sogenitnuten    Autodidakten,    und  doch 

Ü4en  sich  ntnnner  darunter,  die  sich  einen  europäischen  Na- 

1  (Tivarhen.    So  Dnlinnd  und  Thomas  Nimiison,  welcher 

riere  von  der  Gesellschaft  von  seinem  Webstuhle  in  Spilnllields 

.rQrgPzngen  niirdc,  um  in  derWoohvicb  Awdemy  Mathematik 

lehren.    Wie  beule  noch   ein   grosser 'l'heil  der  Hand werker> 

j|B*  in  Deutschland.    Ief;te   man  sich  bei  den  Versammlungen. 
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welche  geffenseitigeD  wiasenscbafUicbeD  Aimtausch  uod 
zum  Zweck  hatten ,  nicht  den  mindesten  conventionellen  Zwai^ 
auf«  Jedes  Mitglied  erschien  mit  seiner  Pfeife ,  hatte  seineo  Zinn- 
knig  mit  Ale  vor  sich  stehen  ^  und  brachte  Schiefertafel  and  Griffel 
mit.  Es  schien  Grundsatz  zu  sein ,  bei  Erörterung  der  schwierig- 
sten Fragen  dem  Satze:  ^^ex  fumo  dare  lucem^^  buchstäblich  An- 
wendung zu  verschaffen  Später  kamen  andere  Elemente  hinzu^ 
welche  im  Sinne  der  geselligen  Verfeinererungen  Neuerungen 
machten.  An  die  Steile  des  Zinnkrugs  trat  das  Glas  und  die 
Pfeife  verschwand  allmälig ;  aber  mit  dem  alten  Brauch  nahm  auch 
die  Zahl  der  Mitglieder  ah,  und  deren  kabbalistische  Geviertzahl 
war  bald  nur  eine  eeschichtliche  Denkwürdigkeit.  Endlich  zählte 
sie  nur  noch  19  Mitffliederj.  nicht  mehr  Weber  und  anderes  Ge- 
werbsvolk, sondern  Mitglieder  anderer  mit  hochklingenden  Namen 
versehener  Gesellschaften.  Da  ihr  Fortbestehen  unter  solchen 
Umständen  nicht  mehr  möglich  war,  machte  man  der  Astronomi- 
schen Gesellschaft  den  Vorschlag  zur  Vereinigung ,  die  ihn  bestens 
aufnahm,  da  sie  sich  dadurch  ausser  der  Zunahme  ihrer  Mitglieder 
in  Besitz  der  reichen  Sammlungen  und  anderer  Mittel  der  mathe- 
matischen Gesellschaft  setzte. 


Un  nouvel  observatoire  meteorologique  vient  d'etre  etabli  sar 
le  sommet  du  Vdsuve;  il  a  ^te  inaugur^  ä  i'occasion  du  demier 
congres  des  savants  Italiens,  r^unis  cette  annee  ä  Naples.    11  est 

Flace   k  Tendroit    de  la  montagne  celebrö  que  Ton  nomme  Sao- 
issimo  Salvatore. 


XXV. 

iterartsclier   Berlchit/ 


IjSchrineii  Aber  IJiiteriicIitsmethode. 


I 

^M  Ueber  die  Beschränkung  des  matheniatischeD  ön- 
I  terrichts  auf  den  kurhessischen  Gymnasien  durch  die 
hohe  Ministerial-Verfügung  Tom  28.  Februar  1843,  Kur- 
fürstlithem  MiniGterium  des  Innern  als  Denksclirift 
nnterthäDig  überreicht  von  Dr.  E.  W.  Grebe,  Gymna- 
siallehrer zu  Ka><»el.    Marburg  1843.    8. 

Die  betreffende  Ministeriakerfilgung,  von  welcher  schon  im 
Literarischen  Berichte  Nr.  XVIII.  S.  274.  die  Rede  genesen  ist, 
wird  zuerst  auf  S.  3.  vollständig  raitsetheilt  und  dann  weiter  be- 
sprochen.  indem  der  Herr  Vf.  dies«  Besprechung  auf  die  drei  fol- 
genden Hauptpunkte  zurückführt: 

„I.  Die  Beschränkung  des  mathematischen  Unterrichts  hin- 
sichtlich der  darauf  zu  verwendenden  Zeit  steht  mit  der  Beschrän- 
kung des  äusseren  TJmfangs  durchaus  in  keinem  VerhAltniss. 

2.  Dieses  Missverhältniss  wird  auch  durch  die  Vorschrift 
über  die  innere  Behandlung  der  Mathematik  nicht  allein  nicht  beseitigt, 
sondern  sogar  noch  vermehrt 

3.  Statt  der  dermaligen  Bepchränkang  des  mathematischen 
Gjminasialunterrichts  hinsichtlich  seines  äussern  Umfangs  erscheint 
vielmehr  eine  andere  im  Interesse  unserer  Gymnasien  wünschens- 
werth ;  aber  auch  selbst  wenn  diese  eintreten  sollte,  bleibt  die 
Wiederher^itellung  der  früheren  wöchentlichen  Stundenzahl  drin- 
(^ndes  Bedürfniss. " 

Was  die  unter  Nr.  3.  anitedeutete  wünschenswerthe  Beschrän- 
kung des  mathematischen  Unterrichts  anseht,  so  betrifft  dieselbe 
die  Ausschliessung  der  Stereometrie,  welche  nebst  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  und  der  sphärischen  Trigonometrie  dem  acade- 
mischen  Unterrichte  vorbehalten  werden  soll.  Obgleich  wir  nicht 
elauben,  dass  in  letzterer  Beziehung  alle  Lehrer  der  Mathematik 
dem  Herrn  Vf.  beistimmen  werden,  da  die  Stereometrie  jedenfalls 
eine  eigenthümliche  bildende  Kraft  besitzt,  die  nicht  leicht  jeder 
Gymnasiallehrer  anbenutzt  lassen  möchte,  so  ist  die  Schrill  doch 
B«nil  VII.  24 


nderl   irurdcn  otiä  dt«  Aaicbl  rferja 


zr.  ««»Iriie  »eernivä 


(1«(  ■Hl)  naniVBlIicIi  ■ 

■  brrr  Anw«niiunK  ul»  in  TTillis  b' 

fekcIlluBitxi  xa  bvtT&rhten  sind, 
rab«t*B    ^Dslaadv  der    Aoal^ 


TöKiz  f*"t  be|>ra4 


adiairbtlicli  der  Znlxa 


R«»»' 


1  über  cbrn  drsbalk   gerad«    diese  Sit» 


>  l>«-rlvi 


durch  aU'bld  Mreder 
immer    Hutfc  fitti  );e 


«ttn   la«!--«B  ilarf,    f-ielmebr 
D    tiod    nriter    anssabild«: 

rndlicb,  sa  u  le  die  Sachej 
j«lxt  «Icbefi,  die  Trüber  ^rüMwtentbeilit  «ew  »bnlichi 
nADieiillitb  eine  müglitlisl  ^toBse  All  C!eaieinb< 
»Irebende  behandlniipfHeike  der  Annly&is.  insbes«! 
dere  die  MO|;eDannle  Melhode  der  niibeAliBimten  C 
ficienleri,  verlassen,  bei  Beerüiidunt;  der  analy 
Mchen  'SStze  XU  mehr  H]>ecielleii,  jedeui  eiiizelnen  Fall 
betiunder«  arige|>a«8ten  Met  koilt-n  aeine  Zuriurlit  nel 
mea.  und  dabei  «e)a  Auf;eiiiiierk  gaox  rursuelich  diHi 
richten  uiuas  —  «eivissermassen  nach  Art  der^riei-his^W 
Geometer.  »elihe  bekaoiitlich  überall  mit  der  aiijfsllidk- 
#tea  Sorgfalt  und  Gcuautglieit  alle  müglichen  Fslle 
Ktreng  von  einander  schieden  und  jeden  derselben  eiD< 
besonderen  Belracbtung  uatertvarteu  — ,  ai  le  einzeln* 
Falle,  die  hei  einem  Satze  vorkommen  kOniien. 
einander  zn  nnterscbei  den,  und  bei  jedem  einzel 
derHelben  die  Zulässigkeit  oder  U  n2uläsc<igkeit  d  ., 
Satze»«  z^u  uaterHuchen,  überhaupt  aUo  jederzeit  djl 
ÜTümen'  innerhalb  nelcher  der  Satz  richtig  oder 
richtig  lat,  bestimmt  festzuete  llen. 

Mit  diesen  nenigen  Worten  habe  ich,  nn  viel  eti  hier  der  Ri 
gestaltete .    den  tieiät  der  neu<!reti  Analysis  in    der  ihr  Torzügücb 
durch  ('uuehy  gegebenen  gegeniv.'trtigen  Gestalt  zu  charakterisi* 
reu  gesuiJit.    Uaxs  dieselbe  iii  Rücksicht  auf  eine  gewisse  Eleganz 
und  die  Allgemeinheit  der  BehandluNgsfveise  der  älteren  Analy«j' 
nachsteht,  tiill  ich  gern  zugeben,  und  auch  einräumen,  dass  <lberbaii| 
die  wahre  Itohiindlungsn-eise  der  Anal ysis  noch  nicht  gefunden  ii 
HO  wie  aut'h.  dass  es  wohl  mOglich  sein  dfirfte,  mehrere  der  Itlt 
ren  Melhoden  icu  grösserer  Strenge  zu   erbeben ,    welches  zu  T 
Huchen  —  wob  unter  allen  Bedingungen  mit  Dank  auizuriehnien  ist 
Jedenlalls  eine  sehr  würdige  Aufgäbe  für  jeden  Mathematiker 
eben  so  entschieden  muss  ich  aber  behaupten,  iluss  run  der  nvi 
ren  Analysis    in  RCjcksicht  auf  die   Feststellung  der  gewönne)  _ 
Itesiiltate  auf  vIiUl|t  sicheren  Grundlagen,  auf  gehiirige  EinschrKih 
kun^  dersethen  zwischen  bestimmten  Grenzen  und  auf  die  dadurch 
bedingte  vullstündige  Sicherstellung  vor  Fehlgriffen  in   deren  An- 
wendung,   überhaupt  also  auf  eine  wahrhaft  strenge,    von  jedf 

')  Ungefülir  mit  den  lo U leren  ,  hier  übrifcena  nur  auo  dem   Gedäeli^ 
nluD  niedorgenchricbcaen  Worten ,    äusserte  sicii   \ot  Kuraeni  Regen  i 
Unteneichnettft  in  einem  Briefe  nnrh    ein  demselben   tn-rccuailuier   I — 
lieber  schwediieher  Matliemntihpr:    Herr  l'rnfessor  Miihn 
snln,   der  mit  der  alleren  und  neueren  Analjiia  in    gleicheui  Grads  * 
traut  ir" 


len 

I 


k\M  freie  Jtef^rümtutiit  der  SiiteK,  ncl<ilie  ileti  «i^enllk'Iien 
innteriellcti  Inliiill  der  t;anzeri  Wisscfisuhaft  liildeii,  die  ültere  bei 
Veileiu  übeHlifitelt  mtd,  und  dats  in  allen  dieeea  Beziehungen 
Aie  ältere  Analyxits  im  V'erhÜttniiss  zur  (leuereii  eigentlich  nur  al» 
Ün  Sfitel  mitFiirmen  zu  betrachten  ist,  welcheN  durcb'auä keine  tvabr- 
alt  innere  Ueberzeugung  von  der  unumstUssIi eben  Richtigkeit  derge- 
l^nnnenei)  Resultate  zu  gen  ahren  geeignet  ist .  und  dieselbe  in  der 
Chat  auch  foBt  nie  gewährt.  Hierbei  hat  man  auch,  tras  die  Me- 
•  betrifft,  nicht  zu  übersehen,  daeus  die  Beweise  in  der  neue- 
*n  Anaiysia  hnufig  ein  Werk  des  grüssten  Scharfsinns  sind,  daae 
bdei  in  seiner  Eigen thfinilichkeit  olt  ein  besonderes  Kunstwerk 
ist,  und  eben  so  sehr  me  die  Entn'ickelungsmethoden  der  älteren 
Aiialysis,  rücksichtlich  ihrer  allgemeinen  Anivendbarkcit,  in  seiner 
leigenthiim lieben  Gestaltung  durch  grosse  Eleganz  sich  auszeichnet 
and  anzieht.  Man  hat  diese  Beweise  hin  und  wieder  nicht  mit 
1  Namen  Kunstn'erke ,  sondern  mit  dem  Namen  Kunststücke  zu 
n  beliebt.  Dies  kiinnen  sich  aber  alle  diejenigen  Mathema- 
iker,  denen  der  in  den  Schriften  der  griechitichen  Geometer  herr- 
chende  Geist  nicht  fremd  geworden  ist,  gern  gefallen  lassen;  denn 
ind  die  Beweise  der  neueren  Analysis  Kunststücke,  und  entbehren 
fftselben  eines  gewissen  durchgreifenden  Priiicijis,  so  ist  noch 
^elmehr  die  ganze  griechische  Mathematik  eiTi  Kunststück  zu 
.  Der  «eist  der  neueren  Analysis  und  der  Geist 
^  iechischen  Mathematik  ist  nach  meiner  vollkom;- 
lensten  Ueberzeugung,  wie  ich  schon  oben  andeutete, 
tlichen  ganz  ein  und  derselbe,  was  gewiss  hei 
idem  in  der  Strenge'  der  Griechen  aufgewachsenen  und  erstark- 
en Mathematiker  derersteren  nur  zur  Empfehlung  gerei(:hen  kann. 
'Ganz  in  dem  so  eben  näher  charaktcrislrten  Geiste  der  neue- 
J!PD  Analysis  ist  das  vorliegende  Werk  des  Herrn  üoctnr  Schlii- 
Jbiiflh  verfasst,  und  verbreitet  sich  hauptsächlich  über  die  folgen- 
'~li'  Gegenstände.  Einleitung.  —  Von  den  veränderlichen  Grlis- 
..I  nnd  den  Functionen  im  Allgemeinen.  (In  diesem  mit  Recht 
lehr  misführlichen  Kapitel  hat  der  Herr  Vf.  die  wichtigsten  Gmnd- 
igen  der  ganzen  Wissenschaft  zusammengefasst  und  sich  dabei 
et  griissten  Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit  hefleissigt,  deshalb 
^h  öfters  »eometrische  Darstellungen  zu  Hülfe  genommen.  Oass 
I  diesem  Kapitel    vorzüglich  auch    von   der  Continuität    und  Dis- 

Kmtinuität  der  Functionen,  von  den  Gränzen  u.  s.  w.  gehandelt 
orden  ist,  versteht  sich  von  selbst.).  —  Bestimmung  der  Natur 
rschiedener  Functionen  aus  gegebenen  Eigenschaften  derselben 
uHllsung  der  Gleichungen  A^)+A.V)=A*+s)./':-^)-/T?')-A^+yX 
■  •  ~  ■        •■---•      ~      ■       bie  Wichtigkeit  der  AulTO- 


W+/l//)=/t. 


[//)=fe'/).A*)-,/i3';=A-'^.'/)-  p'« 

lieber  Functionsgleichungen,    welchi 


„         -_--.       —    Jdlgenieinen  Cha- 

kterisirung  der  eigentlichen  Natur  der  Functionen  sehr  geeignet 
bind,  kann  nach  unserer  Meinung  nicht  genug  hervorgehoben  wer- 
den, und  verdient,  dass  sich  die  Analytiker  noch  mehr  als  bisher 
Escbehen  mit  derselben  beschäftigen.  Deshalb  hat  auch  der 
nr  Vf.  mit  Recht  aufdieselben  ein  liesonderes  Gewicht  gelegt.}.  — 
Bestimmung  der  Natur  der  Functionen  aus  gegebenen  speciellen 
"Werfhen  derselben  (Hier  vorzüglich  auch  vom  Intcrpolationspro- 
>lem}.  —  Von  den  endlichen  und  unendlichen  Reihen  (Hier  natür-- 
lich  hauptsächlich  von  der  Convergen»  und  Divergenz  der  Reihen 
und  von  Jen  Rechnungen  mit  unendlichen  Reiben).   —  Das  Bino- 


iiiialt|]«(>mii.     —     Die  Kxfioiientiiilrritir.    —    IHe  lognrlltii  _     .. 
Koihrn.    —    Die  Ucihcn  ffir  den  Niiuis  und  ConriUK.  —  Patern 
mit  im  möglich  eD  Gru  II  dziihlen  -(Theoreme  von  Mntvr«  und  CAt<__. 
Aulli^Hiitig  der  reinen  UleiGfaiinßen).  —  Ute  Einonentinlgrlissen  und 
Ijoearithmen  mit  iiiiaginJiren  Expunenteii.  —  Üi«  gnuioiuetrischen 
iiiul    Ryklometrischen    Functionen    mit   imuginaren   Varialtei».     - 
Keilietij  welche  nncli  den  Cosinus  «der  Siuiii«  der  Vielfachen  eil 
Boeens  fnrtechreiten.  —  Reihen  l'flr  den  Sinus  oder  Oosititts  eti 
rielliicheii  Jtni;ens.  —  Reihen  für  die  cyldonketrischt-n  Fuiictioi__ 
—  Die  ^iinioinetrischen  Fonrtionen  unter  der  Fnrin  von  Proditcten.' 
Vcmchiedene  Itelutionen  i'i'ir  günionietri^hc  Funi:tionen  (Hl«r  ail___ 
von   den   bprmiullitichi.TJ    /uhlen    und  den    Sekanten  -  CocflicientBn 
und  deren  ReKJehungen  ni  eiiiunder).     —    Die   wiehtii^sfeD  Kmd- 
eclijiften  der  Ketteiibriithe.    —    Vemiindlunt;   von  Reihen  in  Ke>- 
teidirLkhe  (Dass  der  Herr  Vf.  in  diesen  heideii  Kapiteln  auch 
Theorie  der  KetteobrÜche,    ivobei  zualei<'h  von  der  Irrational 
der  niktürlicheii  Lo[;iirithnien  und  der  l.ndolphf^cben  Zahl  gehl 
delt  ivird,    in  den   Kreis   seiner  BetrarhtiingeD    gezogen   hat. 
dient  besondere  Anerkennung).  — ■  SchluRsbetmchtung. 

Aus  dieser  Uebersicht  des  liihaltü  ergiebt  sich,  dass  das 


r  Gleichun^'eu)  verhrä 
ich  mit  der  neue- 


sich  fast  i'ilier  alle  Gegenstände  der  nljL^eliraiechen  Andy 
mit  Au^schluü.s  der  allgemeinen  Theorie    '      "■  •  ■ 
tet,  und  wir  künneu  dasselbe  eiuem  Jedi 

ren  algebraischen  Analysis    gründlich  bekannt  zu    machen    Beruf 
und  Verunlassung  findet,  iregen  seiner  Deutlichkeit  aus  UeberxCi 
gung  empfchlcD,  und  hegen  dje  HoBnuni^,  dass  dasselbe  überhi 
2iir  tveitcrep  Verbreitung  der  neueren  Ansichten  und  zu  der  ricbti, 
Würdigung  dersetlien,  zup;leich  aber  auch  (iberhaupt  zur  Beltirderi 
fvu|irhaft  gründlicher  analytischer  Studien  Vieles  beitragen  wird. 
Herr  Vf.  hat  nach  einer  möglichst  systematischen  Darstellunf;  ^ 
strebt;    hat  alle  Grundbegriffe  und  Sätze  raüglichst  anschaulicll  xn 
machen  und  durch  geeignete  allgemeineBetrachtungen,  wohin  namcnl- 
lieh  die  Vorrede  und  die  Seh luscibe trachtung  gehören,  ein  grosseres 
Licht    über   das  eigentliche   Wesen    der  Wissenschalt    und  ihi 
Methode  zu  verbreiten  gesucht;     hat  endlich  das   Imaginäre  flbi 
ajt,  wo  seine  Einmischung  als  fremdartig  erscheint,  zu  vermeid 
sich  angelegen  sciij  lassen,    und  d.iriu   lillers   zu  eigenthilmliÄfai 
Eütwickclunget)  und   Darstellungen   Veranlassung    finden    mässQ 
welche  von  seinem,  schon  durch  viele  frühere  Arbeiten  hinreiche! 
bewahrten  Scharfshm  ein  neues  erfreuliches  Zeugniss  ablegen^ 

Geivünscbt  hätteu  wir,  dass  der  Herr  Vf.  auch  die  im  Oni,. 
der  neueren  Analysis  noch  sehr  wenig  untertauchte  Theorie  dertCaCui 
täten  aufi^enommen  hätte,  welche  wir  bei  dieser  Gelegenheit  über- 
haupt der  Aufmerksamkeit  der  iVlalhematiker  empfehlen   möchten. 
Denn   sobald   der   Exponent   keine   positive   ganze  Zahl   ist,    sind 
wir  in  diesem  Tbeile  der  Analvsis  jedenfalls  noch  sehr  im  Unkla- 
ren.    Unter  mehreren  anderen  fragen,  die  man  sich  hier  vorlegen 
kann,  wollen  wir  we^en  Beschränktheit  des  Raumes  jetzt  nur  die 
eine  nach  der  An/.ahl  der  verschiedenen  Wertbe,  die  eine  Facu!:^ 
tat  mit  gebrochenem  Exponenten  haben  kann,  und   nach  der  vol 
ständigen  BestimmuNi;    ilieser  sämmtlichea   verschied cnca  Wert! 
hervorheben,   wel<;he  sich  nach  unserer  Meinung  hier  eben  ho 
wie  die  analoge  Frage  bei  den  Potenzen,  die  in  der  AuBj 
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'ollistiLiiiJigo  lleant"or- 


I  GlL-i(-liiiiitie[i  liek;uintlic)i  Iwmtn'ihrc 
BKofunilcn  hiit.  uiil'^owortlen  ivi-rileri  kür 

r  Forfsctzunji  (lioi«PS  auch  ÜriMscrlicIl  sehr  ^'iit  aus;;csfu,tlf- 
irka  «ebeu  n\t  mit  Verlange»  t^titgcgi-ii. 
rnlgemlu  DnitLirolilcr  dind  noch  in  tlemsslboti  xu  yctbenamt: 
9.Z.i.  v.o.l . ißstuü  OB.  -  S.  171. ■/..n.\.o.\.  +  >Ut*tixlt-iHt. 

Aultitun^  /.»  nnaiiK ifllen.   |Hilitisi:hen  uniljuridi- 

nrchuiiti<;cti.     Ein  Handbucli  lür  StaatsmUnner, 

^iii^teii,    Kiiiirieittf ,    Juristen,    Forelmliii  u«r, 

en  U.S.W,  von  l>r.  L.  Oettineer,  (irosaherisugl. 

jn    UoTrath    uriii    onluntlichem    Prufeiis.ir    der 

tlh  an  tier  Uiiiversitüt  );u  Freiiiure  i.  1).    Brauu- 

8.     1  thir.  20  ggr. 

__  HDuptiiihult  dienps  neuen  Werks  über  die  soseDOnnte  [loli* 

Arithmelik  isl  rillten J er  :    Rechnung  niiteiDfacnen  j^iii.sen. — 

-•* —  mit  Zinses-Zinsen.  —  Verhältniss  K»ifichen  clor  Kech- 

irhen  Zinsen  und  der  mit  Zinites-Zintieo  und  Aimcu- 

-  L'c)>cr  die  Berechnung  dts  Interusuiiums.   —  Von  der 

~|ilichkeits-Uechnun<f.    —    Üeber  Lutterie-Anlehen   und 

«ti  der  ISterlilichkoit.  —   Berechnung  der  Loihren- 

WVerBJcheruniteu,  Wittnen|ieii8iünen  u.  s.  w.  -  Tuf.  1-X. 

en  jetBiEen  deutlichen  Mathematikern  ist  der  Herr  Vf. 

mden  Werks  derjenige,  ivelcfier  seine  Aufmerksamkeit 

_..    der   sogenannten   ]io)itUchen  Arithmetik   ungewandt, 

I  WissenKchalt    auch  schon    durch    verschiedene  eigen« 

Ringen  gefordert  hat.    l>aH  vorliegende  Werk  enthHIt  die 

'1    alteren   Untersuchungen    und  mehrere  der  neuen  Un- 

^  en  des   Herrn  Vfs.   in    systematischem  Zusammenhange 

_.<l«r  Form  eines  lür  Vorlesungen  hestinimlen  Cnni|iendüims. 

•jeher  Beziehung  dasselbe  auch    nach  unserer  Dehcrzeitgung 

Gmpfchlun!;  verdient.    Ueherliaupt  aber  iverden  alle  auf  dem 

\Benüjinte  Personen ,  unter  Vorausset/.ung  iiinrelcbender  malhe- 

Hier  Vorkenntnisse,    die  sich  jedoch  mit  geringer  Ausnahme 

nifi  nicht  fiber   die  elementaren  Theile  hinaus  zn  erstrecken 

I0II,    vielfache  Belehrung  und  Unterstiltzung  bei  ihren  iirak- 

1  Rechnungen  aus  demselben   schfipfeit  kilnnen.      Die  Wls- 

inft  von    allen  früheren   unrichtigen    Ansichten   sorgfältig  2U 

1,   bat  der  Herr  Vf.   eifrig  gestrebt,    und  hat  u.  A.   auch 

«Ortung    tIer  Frage:    in    welchen   Füllen    die  Rechnung 

:hen  Zinsen  oder  die  Rechnung  mit  Zinses-Zini«en  in  An- 

gchracht  werden  müsse,  besondere  AuCuierkHamkett  ge- 

pi«  verschiedenen  Ansichten  über  das  luterusuriuiu  sind 

i  Ka|iitel  mit  steter  Berücksichiiguiig  des  Juridischen  bei 

■agc  selir   vollstrindig  entwickelt,  und   die   nngcbüngten 

unter  denen  ausser  den  verschiedenen  Sterblichkeitatufeln 

._■  tiiclirere  zweckmässig  eingerichtete  Tafeln  r.ur  Erleichterung 

r  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  sich  finden,  sind  so  eingerichtet, 

e  die  Rechnung  mit  Logarithmen  grüsstenlheiU  üherflüssig 

.    tias  Aenssere  dieses  Werks ,  item  wir  möglichst  grosse 

___^t«i»g    unter    dem  betreffenden    Publikum   ■■■■i-— '-"     i"»  '•" 

E-Bvsiehung  vnrxilglich. 


ichen .  ist  ii 


!n,    namentlich   vo 
D,    »eb»t    den   die 
.    die  am  hüiifigstcij 
r.  Schubert,  Pfq; \ 
er    technischen   Bil- 
unveränderte  Äus- 
8-     16ggr. 
andern  Sammlunc^en   dieser  i 
jn  Debungsbeis|deleii  und  Prafej 
ge»  r'rhnlichen  Fsiten  dei 


Differentia 
chiin):en  etc. 
Ann-endang 
sor   der  mathe 
dungsanetalt  z 
gäbe.    Dresden 

Diese  Sammlung  bann  neben 
beim  Unterrichte  als  Sammlung  v  ■         ^ 

tikern  znm  Nachschlai;en    in  den    ge»  J'rhnUchen  Fällen  der  Praxi 
hiniiad  wieder  gute  Dienste  leisten,  ohne  duss  sie  sich  durch  eine 
Hondeie  Vollständigkeit  oder  irgend  eine  sonstige  Eigentbumlicl 
auszeichnete.      Die  beigebrachten  Differentialformeln   si»d   nur 

fanz  geiviihnlichen   und   allgemein   hekiinnten,    und   Ueisniele 
ie  HO    wichtiife  Bestimmung    der   Reste    der  Taylorschen 
Maclanrinscben  Reibe  fehlen    leider  auch   In   dieser  Sammlui 
gänzlich.      Auch  die  in  jeder  Beziehung  so   hOchst  nichtigen 
gemeinen  Formeln  zur  Bestimmung  der  -Reste  in  ihren  verschi' 
iien  Formen  sind  nicht  einmal   aufgenommen,    was    f 
sehr  unerfreulichen  Beiveis  liefert,    dass  die  neueren, 
wichtigen  Fortschritte  der  Analysis    in  Deutschland  bis  jetzt  e'ii 
verhbltnissmässig  nur  sehr  geringe  Verbreitung    gelunden  htibi 
Ein  Grund,    warnro  der  Uerr  Vf.  statt  des  allgemein  eingefübrf 
Differentialzeichens  d  sich   überall    des  Zeichens  ä    bedient,    . 
durchaus  nicht  abzusehen,    und  muss   namentlich  desh.ilb  getadi 
werden,    weil  das  Zeichen  S  bekanntlich  schon  längst  eine  andei 
sehr  bestimmte,  bereits  allgemein  recipirte  Bedeutung  in  der  Vi 
riationsrechnung  gefunden  hat.    Dergleichen  Gewohnheiten  fölirr 
nur  zu  Verwirrung  in  der  Wissenschaft.      Die  Sammlung  der  II 
tegralformeln  ist  mit  Recht  die  reichhaltigste, 

RQhlmann,  M.,  logarithmisch- trigonometrische  und  andec 
für  Rechner  nützliche  Tafeln.  3teverh.htereotypausg.  16.  Dre 
den.  1845.    12  ggr. 


Geometrie. 


Klinkhardt,    E.,    Leitfaden  für  den  Unterricht  in  den  I 
inenten  der  ebenen  Geometrie  und    in  der  ebenen    Trigonomet^ 
und  Polygonometrie  auf  Gymnasien    und    Gewerbschulen,     gr.i 
mit  4  Figurentafeln.    Lindau  1845.     16  ggr. 

De  Sex  Fürsta  Bockerna  af  Euclidis  Elementa  Jemte  Planimd 
tri  och  Stereometri,  utgifne  af  P.  R.  BrSIcenhicIm.  Orebiv 
1845.     8.    h.  2  Rdr.  16  sk.     (Boktr.  fori.) 

Lefebure  de  Fnurcy,  Lehrbuch  der  descriptiven  Geomt^ 
trie.  nebst  einer,  die  Theorie  der  Ebene  und  geraden  Linie  in 
Räume  enthaltenden  Einleitung.     Aus  dem  Franz.  nach  dei4>Pci3 


ün 


atik 


■inalaiifla^e  übers,  v.  Heinrich   v.  Bflmtii.   gr.  8.   mit  34  Figuren- 
'eln  in  4.     ChemHitz  1843.     1  tlilr.  21  iigr. 

Hyniers,  J.,  Treatiee  on  Conic  Sections,  aiid  fhe  Afiplica 
bn  ofAlgeltra  tu  Geunietn-.  3d  edit.  revised  and  ciilarired.  Svo. 
bnibridge  1845.    9  sh. 

.Mossltruftger,  L. ,  analytische  Ketmietrie  des  Raumes,  mit 

BcTifcksichtigung  der  neueren  geo metrischen  Venrandtschaft   uad 

der  9siir  grüsseren  Verständigung   des  Werken    erforderlichen  Ent- 

wickeluugeu    aus    der    analvtischeu    Gennietrie    der    Ebene.     Zum 

{      Selliststudium.    Mit  8  lith.  tafeln,     gr.  I.e:t.8.    Aanm  1845.    4  Ihlr. 

I(Eine  ausführlichere  Anzeige  dieses  Werks  werden  wir  sogleich 
^ben,  wenn  es  in  unsere  Hände  gelaugt  sein  nird,  was  ietzt  noch 
cht  der  Fall  ist.) 
Ueber  die  tanf^irenden  Fläche 
rdnnng.  Von  Ur.  Aloys 
id  Astrotinniie  an  der 
'Ürzburg  1845.  4.  16  gg 
In  dem  Vorivarte  zn  dieser  schon  im  Literarischen  Berichte 
m.  XXIV.  S.  301.  vfirläufig  angezeigten  Schrift  sagt  der  Herr 
Vf.  „dusH  er  diese  Untersuchungen  über  die  Flächen  (wobei  er  vor- 
züglich die  noch  weniger  bekannten  EigenschaFEen  der  windschie- 
fen Flächen  hervorhebt)  nicht  sowohl  um  ihrer  Resultate  willen 
angestellt  habe ,  weil  diese  zum  Theil  schon  bekannt  seien ,  als 
vielmehr  um  zu  zeigen,  welche  endlichen  geometrischen  Grös- 
sen das  erste,  zweite,  dritte  und  die  höheren  Differenziale  der 
•ordinalen,  der  Bopfen,  der  Flächen  u.  s.  w.  seien,  wobei  es 
|th  ihm  nur  nm  die  Wahrheit  !u  der  Sache  des  Differenzial-Cal- 
i  handele .  die  für  Einige  sehr  wenig,  für  Andere  hingegen, 
I  den  hohen  Sinn  für  Wissenschaft  und  Wahrheit  bewahrt 
sehr  Viel,  1a  Alles  sei  und  sein  werde.  Daher  habe  er 
r  der  Erklärung  des  wahren  Wesens  der  üifferenzialrechnung 
itise   Untersuchungen   begonnen ,    und    die  Differenzialien    selbst, 

LCht  etwa  bloss  die  Differenzial-Quotienten ,  als  endliche,  berech- 

neubare  und  construirltare  Griissen  nachgewiesen ,  und  dies  so 
weit  ausgeführt,  dass  keinem  i\la thematiker,  der  in  diese  wahrlich 
sehr  leichten  Ableitungen  eindringe,  ein  Zweifel  übrig  bleiben 
könne,  wie  die  übrigen  hier  nicht  untersuchten  Differenzialien  gen- 
^^netrischer  und  mechanischer  Grössen  als  endliche  und  berechnen- 
^Hhre  Grossen  gefunden  und  bewiesen  werden  können." 

iGea 


Praktische  Oeometrie. 


Wünsch,  J.  L. ,  Sammlung  von  Beispielen  aus  der  praktischen 
leomatrie  für  Real-  und  Soonlagsgewerbschuien.  Nördtingen  1844. 
tie,  H.  .1. ,  Treatise  on  Land  Snrveying  and  Le 
wilh  copious  Field  Notes,  Plans,  and  Di  agram  s ,  containing  < 
Chain  and  Theodolite  Snrveying  of  this  Country.  Surveying  of 
Woods  bj  IheCircumferentor  in  New-Uuuntiies ,  ä  Practica!  Course 


Hing; 
;  the 
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ot'  Kuilwag  LcreUing.  with  Field  ^otes  and  Drawiogs  of  tfae  n* 
uuisite  Sectious  an«I  Cross  8ei*tions:  together  with  several  Prao' 
tical  Fonuulae  tor  each  Work .  the  Theory  and  Practice  of  Ron- 
niDg  Out  Curves,  aud  the  3lode  of  Staking  out  the  8ide  Stakes, 
accouipanied  nith  In troductory  Charters  on  the  Mathematical  PriiH 
ciplej«  o(  euch«  aud  the  neiH^ssar}'  Tables  of  Logarithms  for  Wor- 
king  the  Problems :  inteoded  as  a  complete  Vade-Mpcum  of  Field- 
Wwk  to  the  YouDs»  Sunrevor.    LoodoD  1845.    8.    cloth  12  sh. 


TrifTonometrie. 


KOcher«  l>r.  Fr.  O..    Ciniodzüge  der  ebenen  Trigonometrie 
Ein  Leitfi°idea  beim  rnterrieht  in   derselben.     Verbess.  Ausgabe, 
^^r.  &    Bre«dau  1845.    6  ggr. 


Mecliaiiik. 


kbridg< 

FihreuHtam,  J.  F.,  Forsta  gninderna  tili  Mekaniken.  Efter 
\ultHtuudi&j[u  Lärobrnker  sammandragne.  Andra  Uppi.  4.  Gefle. 
18*5.     ;:  kdr. 


Praktisclie  Mechanik. 


heuiuie.  Der  prakt.  Maschinenbauer.  20.  Liefer.  8.  Qaed- 
linbur^.  lSi5.     '2  thir.  16  ggr. 

Soiiuot,  H. ,  Reoherches  sur  le  mouvement  uniforme  des 
eaux  iluus  les  tuyaux  de  eonduite  et  dans  les  canaux  decouveits, 
eu  avaut  ei'anl  aux  differences  de  vitesse  des  filets.  4.  Paris  1845« 

Mosel ey,    H. ,    Die  mechanischen  Principien  der  Ingenieur- 
kunst und  Architektur.     Aus  dem  Engl,  von  n.  iScheffler.     3.«  4 
Lief.     gr.  8.    tiraunschweig.  1845.     1  thir. 


Optik. 


Doppler,   A.  Chr.,  Zwei  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Optik,    gr.  4.    Prag  1845.    8  ggr. 


375 


Dopiiler,  A.  ('hr..,  lieber  die  ivesentliche  Vorbeäseruii^  der 
katoptriscneii  Mikroskope,     gr.  4.     Prag  1815.     12  ^^r. 


Astronomie» 


Doppler,  A.  Chr.,  lieber  die  bisberi gen  Erkläriiiigsversiicbe 
des  Aberratioiispbänoineiis.    gr.  4.     Prag  1845.    8  ggr. 

Papanti,  Ford.,  Sobizionc  dcl  fanioso  problciiia  di  loFigitu- 
dine   cbroiioinetrica  «nstronomica. 

£ffemeridi  aMtroiiomicbc  di  Milano  per  Taiiiio  1845 ,  eaicolate 
duir  ab  (liov.  (/apeili  c  da  Curzio  Buzzetti.  Con  apneiidicc, 
meniorie  ed  08serva/j<)ni  astronomicbe.  Mit  2  Tafeln  xVIdiilduiigeii. 
Mailand  1845.  Inhalt  des  Aiipendix:  Analisi  di  alciine  equazioni 
trascc^ndenti  di  Paolo  Frisiani ;  Osservazioni  della  prima  cometa 
di  18i4,  da  Franc.  Carlini. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  mit  vorzüglicher  Rücksicht 
auf  mathematische  Begründung,  von  Johann  August 
Grunert.  Erster  Theil.  Mi t  sechzehn  Figurentafeln. 
Leipzig.  1845. 

In  dem  Lchrbuchc  der  Physik,  dessen  erster  Theil  jetzt  dem 
Publikum  vorliegt,    hal)e  ich  eine  mathematische  Darstellung  der 
Physik  zu  geben  versucht,  so  weit  dies  mit  Hülfe  der  Lehren  der 
£iementar-Mathcmatik  möglich  ist,   und  habe  mich  dabei  möglich- 
ster iStrenge  beOeissigt.      Der  Inhalt  des  ersten  Theils  ist  folgen- 
der:   Einleitung.    —    Von   den  Körnern   überhaupt.    —    Von  den 
Mechanischen  VVissenschaften  im  Allgemeinen;    (irundbegiiffe  der 
Sfatik  oder  der  Lehre  vom  Gleichgewichte.  —  Von   dem  (ileich- 
^^vichte   zwischen  Kräften,     die    an    einem   festen   iSystemc  von 
-^Unkten  wirken.  —  Vom  Schwerininkte.  —  Von  der  Jleibtuig  oder 
^ön  der  Friction.  —  Von  den  einfachen  Maschinen  (Hebel,  schiefe 
'^ft)eDe,  Rad  an  der  Welle,  Keil,  Schraube,  Seilmaschine,   (lelenk 
^4er  Kniepresse).      Von   einigen   zusanunengesetzteren  Maschinen 
^^  erschiedene  Winden  und  Haspel,  Rollenzug,  Flaschenzug,  Schraube 
^De  Ende,  Wagenwinde,  Räderwerk).  —  Von  der  Wage  (und  deren 
^rschiedenen  Arten).  —   Von  der  Stabilität.   — •  Von  der  gleich 
^Jmiigen  geradlinigen  Bewegung   (mit  Einschluss  der  zusammen- 
gesetzten Dewegung).  —  Von  der  stetig  gleichförmig  besch leimig- 
en Bewegung  überhaupt  und  von  den  (üesetzen   des  Falls  scbwe- 
r  Körper  insbesondere.  —  Die  Hallistik  oder  die  ]jehro  von  der 
'urfbewegung.    —   A'on  dem  Falle  schwerer  Punkte  auf  geraden 


unil  Uniniiiicii  Liulen.  —  IKc  Lt'hre  vom  <>!iiraRlii'n  »tler  mutM| 
iimtiMchcri  Hendel  (wobei  in  utreiiiipr  «.'lenipnjflrrr  r)nr«tellims  ntril 
liloss  M'in  &;eivil)tiilich  Iiik  zum  frKleti,  iinniltTd  bis  xiiiu  zw«ltM 
Glied«  <ler  uns  der  höheren  Mpohnnik  hpknriiiteii  unetidlk-h«n  R«iM 
fortgegaiigeii  n-ird),  —  Vnii  den  Ijii^intiläten  der  B»>iteininSi  vq 
d'Aleiiiherts  aliüemeincNi  Primiit  der  Itlochanik,  und  von  dm 
Atwoodecheri  Fulhnaschine,  —  Von  der  fSi^hH iiimiTigsh^fTegura 
lestOT  Körper  um  feste  hiirixontulv  Axen,  von  den  Momenten  im 
Trägheit  iiiid  von  dem  zusnninien^esetKten  oder  physischen  PeM 
del.  —  Verstii'he  mit  dem  i'eudel  uad  UeHiiltiite,  welche  sich  xdj 
densellieii  ziehen  lassen.  (Anhang:  Vom  Revers! nnspend«!  IHM 
einigen  hei  Pendel  versuchen  ilherhaupt  notfairendigen  rorrectinDM 
und  Rednrtionen).  —  Von  der  gleich  form  igen  fieiveguiig  im  Kreill 
und  von  der  Schwungkraft  im  Kreise.  (In  einem  Anhanse  zu  UM 
sem  Kapitel  sind  einige  vnn  gewissen  bestimmten  Voratia 
setxungen  aus  geltende,  ivaa  man  bei  diesem  Anhang«  !■ 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,  elementare  Itetrachtnngen  über  dM 
Srhwere  im  Allgemeinen  und  die  Pendelllingen  auf  der  RiihäroidH 
sehen  Krde,  und  i'iher  deren  Abplattung  angestellt,  welch«  nofl 
einen  Vorschmack  von  den  diese  Gesenstände  lietreOenden  hühM 
ren  Untersuchungen  geben  sollen,  aber  in  der  Art  und  Weiaq 
wie  nie  hier  angestellt  worden  sind,  und  unter  den  VoransKetnM 
gen,  welche  denselben  ausdrücklich  zu  Grunde  gelegt  wordefl 
sind ,  tvoht  als  TÜllig  streng  betrachtet  werden  dürfen.  Eioea  hühH| 
ren  Zweck  hat  dieser  Anhang  durchaus  nicht. ).  —  Von  der  C^fl 
tralhewegung  und  von  den  Centralkräften  im  Alleemeinen.  (In  dlH 
.sem  Kapitel  bin  ich  bis  zu  dem  Gesetze  der  airgemeinen  Schwe« 
fi irt gegange n ,  und  habe  eine  möglichst  deutliche  und  strenge,  aba 

Smz  elementare  Darstellung  desselben  su  geben  versucht.).  ^ 
ie  Lehre  vom  Stosse.  1.  Gesetze  des  StosseK  ttnelastiscfaiM 
Körper.  11.  Gesetze  des  Stosees  elastischer  Körper.  —  Von  itm 
Wilrnie.  (Allgemeine  Wirkungen  der  Wärme,  Thermometer  und  deti 
sen  verschiedene  Arten,  (lorrection  des  Thermometers,  Pvrnnieted 
und  dessen  verschiedene  Arten,  Maximum-  und  Minitanm-'rherinM 
meter,  Thermometrographen.  Ausdehnungs-Coethcienten  und  der« 
Bestimmung,  rnstlitrmige  Compensatiouspeuilel  und  deren  BereclM 
nung,  Metall ■  Thermometer  von  Jürgensen  oder  Holtxmannfl 
Winnerl  und  Breguet,  Benutzung  desselben  Princip«  »ir  £naM 
pensntioii  der  IJhrpendel  und  der  l.'hmimnieter.  Ijuecksilberpend« 
und  deren  genaue  Berechnung,  specilisclie  und  relative  VVXnnM 
Mischungsmethode,  Schmelzungsniethnde  mit  Einschlut^s  Att  Ifl 
tenten  Warme  und- des  Eiscalorimeters .  Al)kiihlungsmethode  ntfifl 
Erkaltungsmethode,  Benutzung  der  specilischen  Wärme  der  MetsUfl 
zur  Bestimmung  sehr  hoher  Temgieraturen.  W.^rmeqiiellen ,  «itrAn 
lende  Wärme,  Differential thermometer  und  deren  verschiedene  Am 
ten,  Intensität  der  Wärme,  verschiedene  Versuche).  —  Von  dMM 
Gleichgewichte  tropOtarer  Flüssigkeiten  oder  die  ersten  Grflnäa 
der  Hydrostatik  (in  zicndirh  ausführlicher  Darstellung,  namentÜM 
auch  von  schwimmenden  Körpern  und  vom  Metacentrum).  —  VoJ 
den  Capillaritätserscheinnngen,  —  Einige  der  wichtigsten  Gtm 
setze  der  Bewegung  tropf  barer  Flilcisigkeiten^der  die  ersten  GründN 
der  Hydraulik  (Strom q u ad rant).  —  Von  den  ausdebnsamen  Flfi»-I 
sigkeiten.  (Hierbei  natürlich  in  ausführlicher  Darstellung  von  denl 
verschiedenen  Arten  des  Barometers  und  der  Luftpumpe,  aiwi^ad 
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I  versohieilencn  Liil'tarlen  uod  deren  Entiviekelung,  £uH !oiii<!ter). 
Von  der  Verdiiiistuii);.  —  Von  der  Hydrometrie.  —  Voh  dem 
löhetimessen  mit  dem  BiLroni.eter.  —  Von  der  Bestiinniun!;  de» 
lecifiaclien  Genicbts.  (Vülliir  streni;^  und  surglidtise  mathematische 
lartilellune  dieser  buchst  wichtigen  Lehre,  mit  lortwährender  Be- 
Bcksichtiguiig  der  uüthiiten  ('orrectionen  und  Ueductionen). 

Alle  diene  Gegenstände  sind  einer  so  viel  als  müglich  etren- 
[eu,  nher  vOlli^  elementaren  mathematischen  Betrachtung  unter- 
orten  worden,  und  den  ^nsen  übrigen  Theil  der  Physik,  Qäm- 
ch  die  Lehre  von  der  Electrieitiit,  dem  Galvunismus,  IV]aj;netismue, 
jectromagnetismns ,  die  Lehre  vom  Schall  und  vom  Lichte  wird 
■  '  üner  kurzen  Darstellung  der  Meteorologie  und  der  im  Luft- 
vorkominenden  Li  cht -Erscheinungen  der  hoffentlich  haJd  er- 
üheinende  ZHeite  Theil  dieses  Werks  enthalten. 

Weil  ich  der  Meinung  bin,  dass  Niemand  phvsikuli sehen  Va- 
errii:ht  ertheileu  sollte,  der  sich  nicht  vorher  mit  einer  solchen 
tren<:'i]iathemafischen,  aber  elementiiren  Darstellung  der  Physik. 
ie  aieselbe  in  dem  vorliegenden  Werke  zu  geben  versucht  wor- 
an ist,  vertraut  gemacht  hat,  worüber  ich  mich  in  der  Vorrede 
osführlicber  ausgesprochen  habe,  so  gebrirt  es  natürlich  nicht  zu 
leinen  geringsten  Wilnschen ,  dieses  Werk  namentlich  auch  von 
ngehenden  Lehrern  der  Physik  nicht  unbeachtet  gelassen  eu  sehen. 
i&as  in  demselben  mehr  als  in  den  meinten  andern  Lehrbüchern 
er  Physik  über  Maschinenlehre  u.  dgl.  vorkommt,  hat  seinen 
rrund  zum  Theil  darin,. weil  dieses  Werk  zugleich  auch  die  dritte 
.btheibiag  meines  Lehrbuchs  der  Mathematik  und  Physik  für 
taats-  und  landwirthschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
lerhaupt  bildet;  ausserdem  halte  ich  aber  solche  mehr  prak- 
sche  Dinge  auch  für  allgemein  lehrreich ,  und  würde  dieselben 
Ich  ohne  den  vorher  erwähnten,  mehr  speciciien  Zweck  nicht 
tD  der  Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  der  Physik  ausgeschlossen 
ahen.  '  ß. 

Müller,  Dr.  F.,  Grundzüge  der  Krystallograpbie.  Mit  123 
.  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  8.  Braunschweig.  1845. 
2  ggr. 

Haldat,  Histnire  du  magnetisme  dont  les  phenom^nes  sonl 
endus  sensibles  par  Ie  niouvement.    In  8.  plus  une  pl.    Nanci.  1845. 

Annalen    für    Meteorologie,    Erdmagnetismus   und 
rwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
-eil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffel,  heraus- 
»geben    von  Dr.  J.  Lamont,    Conservator  der  Künigl. 
ernwarte  bei  München. 
Jahrgang  \Ui.     \1.  Heft.     Stündliche  Beobachtungen    Kur 
ieit  des  Prüblings-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Hennes,  Lyon, 
Palencienoes,  Alais,  Dijon,  Toulouse,  Greenwich,  Luzem,  UtreehL 
bnsterdam,  Döventer,  Lenwarden.  Griiningon,  Prag,  Anders,  Thou- 
rcö,    Cracau,    Leinberg,    Marseille,  Frankfurt  am  Main,  Parma, 
lailand,  Genua,  Triest,  Florenz,  Neapel,  Aoste,  Mästricht,  War- 
'au,  Rom,  St.  Etlennc,  München.  — ■  Met enrolosische Beobach- 
ten in  Leipzig  im  Jahre  18«  von  Hrn.  Prof.  Äföbius.  —  Me- 
tologische  Uebersicht  der  Wittening  in  AschuSenburg  1843van 
L  Prof,  Qr.  Kittel.  ■ —  Kurze  Beschreibung  der  Sternwarte  des 
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Hrn.  Freiherrti    v.  Seiiftoiiberi;  in   Senftenberft,    von  dem  Cm 
servutur  Hrn.  Prof.  HHckul.    —    Tpnijierature  elev«o  »prtMiv^al 
l'nriue  d«]mix  le  8  ju9i)u'  im  17  de  Jui»  1844.    arec   les   resulta; 
des  quatorzes  ann^  {irt'oedvnte^  1^10—1843.    Nute  com muoiqiH 

B»r  M.  A.  Cnlia.  I>ir*tt*ur  de  rOiiser^atuire  de  Tuuiverttit^.  ■ 
eobschtun)icn  des  met«orolo?iseheii  Verein»  im  firnn^herzogthui  _ 
Buden.  Kiisuniiiienepslelll  and  iiiil^etheilt  von  Hrti.  I>)i.  StieffflU 
Prot',  an  der  Polyterhtiisrhen  Srliule  in  ('arlxruhe.  —  Magoetische 
Terminbeobachtuiiicen  in  Krentsniiinster  1842  und  1843  vim  Um. 
M.,  Koller,  Üirecinr  der  Sternwarte.  —  Zusaniiuenstellmie  der  im 
Jufire  1842  in  HnhenpeiRsenlierg,  Laridniderc .  München,  DUtngeDi 
Gunzonhuiisen ,  Burgiiengenfeld,  Ansbach.  Neustadt  au  dec  Aiscb, 
Würzbure,  Hof,  Crnnberg  und  Stuttgart  beobachteten  starken  und 
anhaltendeu  Winde.  —  Zusammen  »teil  uns  der  im  Jalire  1843  io 
Mohcnneissenberi;,  manchen,   Diüni^eii,    GunKenhauaen ,    Bur!;len- 

Senreld,  Anabaclt,  Neustadt  an  der  Aiscb,    Stuttgart,  Carlsnihe, 
[of.    ßeniibertr  und  Cronberg  beobachteten  starken  uad  ajihaUeo- 
den  Winde.  —  Ohservationes  meteorolo(;icue  in  Sjiecula  Medial»- 
nensi  institutae   a  Job.  Capelli,    II.    Astrunnme  Adjuncto.  -^n 
Vermischte  Nachrichten.  jH 

Jahrgang  1844.  Heft  \I1.  Magnetische  und  meteorollB 
gische  Beobachtungen,  angestellt  an  der  Ktitiii^l.  Sternwarte  ,b^H 
Manchen  wührend  der  Monate  Apil,  Mai  und  Juni  1844.  —  Stül>^| 
liehe  Benbachtungen  zur  Zeit  den  Sommer-Solstitiums  1844  vo^| 
Alais,  Uijon,  Leuwarden,  Utrecht,  Ueventer,  Amsterdaiu,  tir^H 
ningen,,  Frankfurt  am  Main,  V'aleuciennes,  Toulouse,  LuaeraH 
Tkotiarcä ,  Lyon ,  St.  Etienne ,  Mont  Pilat ,  Greenivich ,  Pn^H 
Senlteaher^,  Parma,  Mailand,  Genua,  Florenz,  Triest,  G«>^| 
St.  Bernard,  Äosta,  Marseille,  Oracau,  Lembere,  Warschau,  Ber^| 
Gent,  Luxemburg,  Makerstuun,  Krem^münster,  München.  —  Nadl^| 
trag  xma  Frühlings- Termin  läi4  von  Genf,  St.  ßeruard,  Bern,  Gei^H 
Luxemburg,  Makerstnun,  Kjemsm finster.  —  Stündliche  Beubacl^l 
hingen  zur  Zeit  des  Herbst- Aequinnctlums  1844  von  BrfiRRel,  Tnl^| 
louse,  Thouarce,  Alaii^,  Genöve,  St.  Bernard,  Parma,  Triest,  G.^H 
nua,  Florenz,  Bologna,  Mailand,  Lnzern,  FrankrnrI  a.  M.,  Cranai^| 
AniMterdara,  Groningen,  Deventer,  Utrecht,  Leutvarden,  Fatdhori^H 
Valencieiioes ,  Sexlontaines  (haute  Marne),  Kremsmilnster,  Pttif^M 
Senftenberg.  Bern,  Gent,  Rom,  Neapel,  Aosta,  M;ii)nd,  Lansann^H 
Domaine  de  Rousseau,  München,  Marseille.  —  Nachtrag  zudH 
FrQhlingstermiD  1S44  von  Lausanne,  Krenismilnster,  Paris.  »^H 
Nachtrag  zum  Snmmer-Solstitlum  1844  von  BrHsi^el,  Rom,  La^H 
sänne,  Domaine  de  Rousseau.  —  Vermischte  Nachrichten:  ResnlfH 
täte  der  magnetischen  und  meteorologischen  Beobachtung'eM  an  delH 
Sternivarte  m  Cracau  im  Jahre  1844  von  Hrn.  Prof-  Vi'eisvv^H 
Director  der  Sternwarte.    —    Altitndes   geoddsiques  de   ijuehjuP^H 

Etints  de  la  Baviere  an  dessus  du  niveau  moyeu  de  1  uc^an  aH 
rest  etc.  Par  M.  le  Cnmmandant  Delcros.  —  l'ertnrbatlonjH 
magn^tiques  obsery^eB  dane  la  declinaison  ärobserratnire  deParm^H 
(IfaJie)  [lendant  les  mois  d'Avrll,  Mai,  Juin  et  Juiliet  1844.  —  Tein^H 

reratur  der  Quellen  in  der  Umgegend  von  üillingeu  von  Hrn.  Pol^f 
ak,  k.  Lyceal-Professor  in  Dillingcn.  —  Ucber  den  Hagel  iilH 
Steiermark  von  Dr.  Wilh.  Gluti,  k.  k.  Professor  der  Physik  z:^ 
GrKtz.  —  Beobachtungen  angestellt  /u  Mittenwald  vom  (|u.  Ic.  Ober-fl 
benniten  Wagner,    berechnet  von  Hrn.  Prof.  Meister   im^^SMä^l 
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tember  des  Jahres  ISi4.  —  Resultate  der  Daroineter-  und  Ther- 
mometer-VergleicIiuii^eii,  nelclie  auf  der  im  Jahre  1843  durch 
J^^'ftiten y  iHtricii,  Ober- Italien,  Tyrol,  »Salzhurs,  Ober-Oesterreich 
^Bmd.  Böhmen  iinternoinmenoii  Heise  aiis<^einitteit  worden  sind,  von 
»r.  Wilh.  Giiitl,  k.  k.  Prof.  der  Physik  in  (irätz.  —  Sechste 
Portgetzun«:  der  Heiträ^e  des  Hrn.  Sabine  zum  Krdniagnetisinus. 
IMagnetische  Beobachtungen  in  Toronto  18-iO — 18-i»i. 


Vermisclite  ISchriften. 


The  Cambridge  Mathematical  Journal.  Nr.  XXIII. 
1^  «bruary  1845.  I.  On  the  Theorv  of  Linear  Transiornmtions 
(Cayley).  —  II.  On  Maji;ic  8nuares  (Moon).  —  III.  On  the  Theory 
of  Developments.  Part  I.  (noole).  —  IV.  Demonstration  of  a 
Fundamental  Proposition  in  the  iMecbanicnl  Theory  of  Electricity 
(^^.  Thomson).  —  >'•  On  the  Heduction  of  the  General  Equation 
of  Surfaces  of  the  Second  Onler  (W.  Thomson).  —  VI.  On  C'er- 
tain  Integral  Transformations  (Bromvin).  —  VII.  On  Certain  Con- 
ti niied  Fractions  (Percival  Frost). 


Bei   der  Universität   zu  Lund   sind  neuerlich  die   folgenden 
akademischen  Schriften  erschienen: 

^     Forsta  Capitlet  af  allman  Storhetslära.    Präs.  Mag.  Carl  Job. 
|;I>:8Hill,  Prof.  i.  Math.  Kesp.  Carl  Oskar  Ruth.  Lund  1845-  4. 

Prolegomena  om  Addition.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  I):s  Hill, 
*^»of,  i.  Math.  Resp.  Cor  fitz  Aug.  ßeckfriis.    IL    Lund  1845.  4. 

-^  Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  I):s 
Bill,  Prof.  i  Math.  Resp.  Carl  Erik  Schweder  IIL  Lund 
i8d5.    4.  ^ 

y  Fortsatta  Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mai?.  C'arl 
^oh.D:sHill,  Prof.  i Math.  Resp.  Gustaf  W üb.  Job.  v.  1) üben. 
*V.    Lund  1845.    4. 

.  Method  att  utdraga»  hwilken  rot  som  holst  ur  on  reel  binoni. 
^cademisk  Afhandling.  Präs.  Carl  Job.  Hill.  Math.  Prof.  Resp. 
^ftrl  Gust.  Leijonhufwud.    Lund  1815.    8. 

Utkast  tili  en  allmän  tbcori  Hir  binomiska  imaginära  röttcr. 
^Kademisk  Afhandlinj;.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Pro- 
■®«sor  Resp.  Gust.  Maur.  Posse.     Lund  1845.    8. 

1^  Om  imaginära  röttcrs  utdragnini;.  Aradomisk  Afbandliiis^. 
5J«8.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Math.  Elof  WiJb. 
*Videgren.    Lund  1815.    8. 

|.  Om  imaginära  (-ublkn'Uters  utdragning.  Acailemisk  Ailiand- 
T '^S*  Präs.  Carl  Job.  Hill,  Hcsp.  Claes  August  Norm  an. 
'^Uiid  1845.    8. 

1.        Axithmetisk  Losn im;  af  Casus  irreducibilis.    Akademisk  Afliand- 
''!»Ä.     Präs.  Mag.   Carl    Job.    Hill,   Math.  Prof.  Resp.  Cbri- 
*opher  Eckerbom.    Lund  1815.    8. 
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Hrtrulitrlcer  iirwer  den  Hä  kiilMe  CasuH  (treilucibllis.  Acai 
misk  Anmiidlinc.  I'rii^.  Ma^.  Ciirl  Joli.  HIN,  Math.  Prof.  R«t 
Tliure  Martin  8««tli.     Uml  1W5.    8. 

Oin  Cartesii  och  Fouriers  (ecl>eiire};lor.  AkademUk  Afbam 
ling.  PraeK.  Carl  Job.  Hill,  Ue»p.  Carl  Alliin  Holmber 
Lund  1845.    8. 

De  Axiomate  ad  thvoriam  narallelaruni  GtaliilieDdaiii  pertioef 
dJstititalio.  Pri>,i.  Mut;.  Carl  Juli.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  R( 
&  Ord,  lieep.  Carul".  Ad.  Th.  Liudivall.  P.  III.  Lnnd 
1815.    4. 

1  stahiliendam  idonea.    PrS 

P.  IV.    Lundae  1845.    4.  nie.'l  1  lab. 

Conatus  Eudidaei  aiiumatit«  XII.  iiroliandi  aiitiqui.  PrSs.  Car 
Job.  U:s  Hill,  Math.  Prof.  Kesi..  Elis  Muur.  Cllman.  P. 
Lundae  1843.     4. 

Ueber  die  Theorie  der  Parallelen  hat'Herr  Professor  Hill 
Lund  auch  die  folgende  lesensnertbe  -Schrift  herausgegeben: 

Coiiatus  Thenciam  linearum  parallelttrum  stalji 
endi  praecipui,  quo»  recensuit  novisque  superstrai 
fundamentis  alque  auxit  Car.  Job.  D:a  Hill,  Math.  PrJ 
Lundae  1844. 

Theoria  linearum  aequidislantiuni.  Pr.'is.  Mag.  Carol.  Ja 
Dis  Hill,  Math.  Prof.  Uesp.  Adolph  U.  Äberg.  P.VIL  Li 
dae  1845.    4. 


Tbeoria  linearuiu  connormalium.  Präs.  Mas.  Carol.  Job.  1 
Hill,  Math.  Prof.  Reep.  Esaias  Laur.  Palm.  P.  YIU.  Li 
ilae  1845.    4. 

Portatif  Apiiarat  Hir  hestilmmandet  at'  fasta  kroppars  längdf 
ändringar  tili  lolje  af  fSrändrad  temperahir.  Akadeinisk  Aihai 
ling.  Präs.  Dr.  A.  \V.  Ekelund,  Prof.  i  Fysiken,  L.  K.  W.  i 
FoVf.  J.  G.  M.  V.  Gegerfelt.     Luml  1845.    8.  med  1  plansch. 


Ich  erlaube  mir,  die  geehrten  Leser  des  Archivs  auf  den 
sem  Hefte  beigelegten ,  das  Lehrbuch  der  Physik  und  Met 
rologievouUr.  Job.  Müller,  Prof.  der  Physik  und  Te_ 
uologie  an  der  Univ.  zu  Freiburg  i.  B.  als  zweite  u* 
gearbeitete  und  vormehrte  Aufl.  der  Bearbeitung  vi 
Püuillet'H  Lehrbuch  der  Physik.  2Bde.  betreffenden PT) 
^pectus  auliiierksam  zu  machen.  I 


XXVI. 

Alterarlfscliei*   Berlcbt. 

Arltbmetik. 


Act 

Fis« 

r^i: 

or  der  Ma 
Mit  dre 

tik 

ent 

entafolii.     Cl.iii.  1S43. 

Der  Tifel  dieser  Sciiriit  scheint  nicht  ganz  glücklich  conahlt 
und  kllunte  leicht  einen  von  dem  mrklichen  Irihalte  der- 
I  ver8c4iiedeneri  Inhalt  erwarten  lassen.  Dleselhe  enthSit  iiäm- 
B  genDiinlichen  Elemente  deTBitchstahenrechniin);  unri  Al^e- 
l.iaclusive  zu  den  quadratischen  Gleichungen  :  dann  die  An- 
[  der  Buchstabenrechnung  und  Atgehra,  sowie  auch  der 
I  Arithmetik  auf  die  ebene  Geomelrie;  hierauf  die  ebene 
ind  endlich  in  einem  Anhange  eine  etwas  weitere 
mg  der  ebenen  Trigonometrie ,  die  Aiillüsung  der  uabe- 
I  Gleichungen  des  ersten  Grades,  die  Lehre  von  den  ligu- 
KjCahletj,  das  Wichtigste  aus  der  ('ombinationslehre,  die 
'e  der  uiil)e8timmten  Coefficienten  und  deren  Anwendung 
.  .._ .'  Entwickelung  der  gewöhnlichen  Functionen  in  Reihen : 
t  ncht  deutlich  und  klar,  mehrfach  durch  Beismele  erläutert, 
t  obo«  besondere  Eigenthümlichkeiten ,  die  hier  nervorgeh oben 
.werden  verdienten.  Druck  und  l*u|iier  sind  sehr  gut,  und  erste- 
f  mnpfiehtt  sich  Damentlich  durch  ««eine  Zierlichkeit. 

Ausführliches  Lehrbui.h  der  Arithmetik  und  Alge- 
ira  tum  Selbstunterricht  und  mit  Kilckioicht  aufdie 
l^*ecke  des  praktischen  Lebens  beurhoi  tet  von  H.  B. 
Pfihsen.  Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Pldenhurg.  1845.     8.     I  thir.  8  ggr. 

Dieses  wohl  schon  aus  seiner  ersten  Aufluge  hinreichend  be- 
^Jinte  Lehrbuch  entspricht  nach  unserer  Ueberzeugung  seinem 
Ju  ^etn  Titel  atigegebcnen  Zivecke  auf  eine  vorzügliche  Weise. 
P^>m  es  die  Lehren  der  semeinen  Arithmetik,  der  Buchstaben- 
l^anung  und  der  Elemente  der  Algebra  mit  ungemeiner  Deutlichkeit 
trägt  und  durch  eine  siemlich  grosse  Anzahl  zweckmässig  gewiihl- 
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ter  Beispiele  nraktisch  erläutert,    iveelialb  ivir  dasselbe  aoch  vcn 
zü[;licb  allen  «leiien ,  welche  die  MatlieDiatik  zu  ireeod  «inem  pra 
tischen   Zwecke    erlernen,     empfehlen,     lu    der  Lehre    von    ' 
Gleichungen  isj    der  Herr  V'erf.    mit  Recht  nur   bis  zu  den   (,__ 
dratischen  Gleichungen  fortgegangen,    da  die  cuhischen  Gleicbm 
gen    doch    im    Ganzen    nur   ivenige    Anwendung    finden,    und   da 
Beschlnss  der  Schrift   macht   die  Lehre    von    den  ProgressiooeH 
von   den  Logarithmen    and   dte  ZioBe«xinaeii-IIechnnns.      UnEKQ 
haben  wir  die  Lehre  von  den  Kettenbrtlchen  vcrmis^t,  da  dieselb^ 
auch  hei  jiraktiüche»  Geschäften   oft  vortreffliche  Dienste  leista 
kömisi,  uud  eben  so  wünscliensn-erth  wfirde  uoa,  Kchon  def  etM^ 
nunnten  zusammengesetzten  Äiligationsreehnung  weisen,  wenlgsteH 
eine  kurze  Anleitung  zitr  Auflösung  unbestimmter  Aufgaben  ge^ 
sen  sein,    welche    der  Herr  Vf.   bei    einer    wohl   zu    erwaTteodq 
dritten  Aufluge  seiner  verdienstlichen   Schrift   zweckmässig  n» 
einverleiben   dilrlte.      In   einem   Aohange   sind  mehrere,    vorsoj 
iveise  ein  theoretiscfaea    Interesse    In  Anspruch   nehmende  Lehr 
ehvas  weiter    erläutert  worden,    nämlich  die  Lehre  von  den  Zai 
lensyetemen.  Einiges  aus  der  Zahlenlehre,  die  Verwandlung  per 
discher  Decimalbrüche  In  gemeine  Brüche,  die  Theorie  des  Poal| 
tlven'nnd  Negativen,  die  ausführlichere  Theorie  der  Prnportio 
über  das  sogenannte  arithmetisch -geometrische  !tllttel  zneier  ZaH 
len  *),    eine  weitere  Ausführung   der  Lehre  von  der  Elimination 
die  Theorie  des  Imaginären  mit  Rücksicht  auf  die  neueren  AnskM 
ten    von   Gauss  über  diese  Lehr«,    über   das  Unendlich -Klein^ 
und  Unendlich- Grosse,  u.  s.  w. 

Bobi liier,  Princlpes  d'aleebre.  Nouvelle  edition.  In  | 
Chulons-sur-Saöne  et  Paris.  18Ü3.     4.  50. 

Entdeckung  einer  numerischen  General- Auflüentia 
aller  Iiühern  endlichen  Gleichungen  von  jeder  belitj 
bigen  algebraischen  oder  transcendenten  Form  v^L 
A.  F.  Vo^el,  Mathematiker  zu  Leipzig.  1845.    8.     16  ggl 

Der  Herr  \'i.  dieser  Schrift  scheint  mit  den  neueren,  uB* 
selbst  auch  mit  den  älteren  Arbeiten  Über  die  Aufliisung  der  GljL 
uhungen  wenig  oder  gar  nicht  bekannt  zu  sein  ;  sonst  würde  er  d^ 
i^elbe  nahrscheinlicb  nicht  geschrieheu  baben. 

Malmsten,  0.  J.,  in  solutionem  aer|uationain  algebraicai 
disquisitio.    P.  1—4.     4.     Upsala.  1845. 

(Wir  bedauern,  diese  Schrift  noch  nicht  zu  Gesicht 
bekommen  zu  haben.) 

J  DifTerenziali  delle  funzioni  algchriche  e  trascendenti  si  dec._ 
cono  dall'unica  legge  di  derivazlouc  che  si  manifesla  nclle  funziad 
stresse,  pocbi  eenni  di  Francesco  d.  r.  Boureliy.  PadoTd 
1S14.     In  8.  J  -^ 

Politische  Arithmetik.     Anleitung  zur   Ke 

uud  Uebnng  aller  im  Staatswesen  vorkommenden  Bfil 
rechnungen.    Ein  Handbuch  für  Staatsbeamte  und  Ge« 


*)  :m,  ■.  Siipplenitinte  lam  matliemBliiabcn  WorteriiurJin.  Tbl.  11. 8.8 


h'Sncf.  VbRli.  C,  Bl«1btr«u,  Prof«RBor  »n  der 
tecliiii*<elien  .Srliule  In   Karlsruhe.      Erxtc  Abtlti-i- 

HcMii>ll.ürft.  1815.    8.    I  llilr.  4  gKr- 

itses,    nie  em  nciw'iul .    vorziigsireise  auf  ans    praktische 

llrfllitw    liereehnetc  lluufi  enthStt  in    seiner  bis  jetzt  vorÜegen- 

ten  AklheilunfT   und»  «iner  knrzen  Einleitung  ülipr  den  Be- 

r  politischen  Arithmetik  oiler  Staatsrechenknnst  Folgendes ; 

~  IS-  und  (ieif ii^htswetieii  (h!er  auch  viim  Noniits,  Coni- 

u  dirl.)     ri.    Fiuanzwcsen.     1.  Geldwesen.     Erste  Ab- 

l  Mannen.    Erster  Abscbnill.    Silbeniiünze.    Zwehti  Ab- 

Coldmiinze.    Dritter  Abschnitt.    Platininilnze.    Vierler  Ab- 

TKutifermiinxe.      Fünfter   .\hi«chnitt.      Handelsworth   der 

^(Sechster   Abi4i:hnitt.     Werthsverglelthnns    der    MUnzen 

jLMäazfu»>s.     Siebenter  Altschnilt.    Valvation  der  iVlifnzen. 

Bitheilune.  (iiidd  und  Sllher  in  Barren.    '2.  Von  den  Wech- 

^Jffailonen.     'X  Vom  eitifacheu  Zins.     ^l.  Staalsttcbuldentil^UDg. 

etu  Verkehr  mit  S(Bitt«pnpieren.     li.  Oeffentlicheriliickssiiiele. 

Zahlenverh&ttnisse  iler  Bev»lkeruns.    IV.  Bestim- 

]er\VnhrHcheii>lichkeitdes  menficm  i  chen  Leben«. 

stalten,   w eiche. auf  die  men8i:hliche  Slerblich- 

»grflndet  sind.     1.  Leihrenten  und  LebensTerei^^heruni;»!- 

len.     (Hiermit  schliesst  die  Ms  jetzt  vorliegende  er^te,    bis 

.  reichende  Alitheilung.) 

p^ Reber  da»  bei  allen  diesen  Gegenständen  vorkommende  eigent- 

V Praktische  «ler  Technische  entliült  diese  Schrift,  wie  es  uns 

tielnt,   riel  Lehrreiches,    und  mehr  alw  sonst  in  anderen  Schrif- 

r  Art  vorkommt.      Von  an.ilytiachen  Entwickelungen  sind 

dl«  unbedinttt  nötbi.^sten  gegeben  worden.    Die  letzteren  finden 

die  Lexer  unter  den  neuesten  Sehrllten  ilber  politische  .\rith- 

lin  hinreichender  Vollständigkeit   in   dem  schon  im  Literari- 

'  btc  Nr.  XXV.   S.  3:L    elnpfoblenen  Buche  von  üet- 


_.  _ n  Wege  und 

riüe  serlngste  Kennt nlss  vom  Einnial-Eins  zu  haben  das  Factt 
I  Addttlons-,  Subtractions-,  MultipMcntians-,  Divisions-  und 
'ddetri  -  Aufgaben  stets  richtig  und  leicht  aufgefunden  wird. 
-t  I84B.    8     6  pgr. 


Oeometrie. 


Optiermanii.    L.,   Element-iir  P  lange  «ine  tri.     CopeQhagen. 
&.    S.    I  Rbd.  32  Sk. 

^  Laffitte,   C,    Ea««i   d'uue   Demoustratiun    du   Postaktum 
^^cHde,  pouvant  eervir  de  Bu|>pl^ment  aux  diver«  coava  de  g4o- 


iiiittri<r  ()in    Innilpiil    \;i    thrinrie   0^^   pur 
In  8.  iiliis  tme  ,>l.     Paris.  11*45. 

Lcbrliunli  lUr 
beivilbrte  Mfllioil 
natiirlieher  Orilriiitig  mit  Aem 
üleich  in  pur.mllelL'r  Weise,  ih 
iiistre.  Licenliiit  und  Professor  tlerAlutlie 
ilcr  Nnrnukischiile  zu  Tiiartres.  Aus  dem  F 
pichen  (ibersetzt  und  mit  Aur^.ibffn  verme 
r  Theoloi;ie  und  Vorst 
Mit  8  lithogr.  Fi^urf 


Planimetrie,    S^ 


A.  Lort^y,  Kondidiit 


»4t 


Diesem   Buch 

1  finalogies 

ituns  Tesna 
Mahistre. 


la  s*" 


'   Uebersetzung    der    folgenden    Sehn 


i^lri 


en^e 


<•!<' 


i  la 


mietrie    |tla^ 
Beliunntlich 


■2.:    edil.     Pari«   18^ 
man  in    neuereF  Zeit    mehrfach  versuclit,    die  Kiiisclieii   der  sdj 
nannten  Planimetrie   und  Stereometrie    noch    bestehende  Schcj 
ivatid  aufzuheben,  und  diese  beiden  Theile  der  Geometrie  als  ( 
trissensc haftlich  geordnetes  Ganze  vorzutragen,    ßass  man  Aiei 
liemilhungen  Beilall  geben  mues,    versieht  »^irh  von  selbst; 
eben  so  leicht  ist  ersichtlich,    dass  dieselben,  gehiirig  eiugele 
zu  einem  günstigen  Resultate  führen  milesen ,  d»  ja  doch  iün  f 
die  Planimetrie  als  ein  specieller  Fall  in  der  Stereometrie,     ' 
in  der  WissenschaFt  vom  Räume  überhaupt,    enthalten  fein  i._ 
In  der  in    einer    deutHcben  Uebersetzung   vorliegenden  Schrift  i 
Herrn  Mahistre  ist,  wie  man  durch  dereu  Titel  ')  leicht  2Ug*' 
ben    veranlasst    iverden    feümite,    der   soeben    kurz    aogedetl 
höhere  wissenschaftliche  Gesichtspunkt  jedncli  kemesvvegeB  f 
gehalten  «ordeo,  indem  dieselbe  eigentlich  nur  als  ein  Leh 
der  ebenen  Geometrie  zu  betrachten  ist.    in    ivelcbem   den  c. 
nen  K;i|iileln  unter   der   Ueborschrift  von   Analogien   die  « 
sprechenden  Lehren  der  Stereometrie  angehängt  wcjrden  sintti 
dass  also  in  diesem  Buche  die  letztere  Wissenschaft  nicht  ätä 
in  w i ssen ach aftU eher  I^cksicht  höher  stehende,    die  Planitq 
mit  umfassende  Theil  der  Geometrie    oder  der  SVissenschaR^ 
Räume  illierhau|it]    sundem  genissermaassen  nur  als  ein  An^ 
zur  Planimetrie  erscheint.     KSnuen  wir  nun  auch  aus  dieseo  G 
dea  der  vorliecetiden  Schritt  eine  höhere  nissenschaftliche  B 
tuns  nicht  beilegen,    so  ist  doch   auf  der  anderen   Seite  nie 
veriienaen,  dass  bei  dem  ersten  i^eometrischen  unterrichte  es  a 
dings  lehrreich  für  den  Anlanger  sein  muss,    wenn  bei  dem  ^ 
tra^e  der  Planimetrie  ihm  sogleich  gezeigt  wird,    dass  damit  i 
Wissenschaft  vom  Räume    noch    keineswegs   abgeschlotisen   i 
sondern  dass  es  noch  andere  den  vorgetragenen  analoge  Sätze  I 
den  Raum    überhaupt  giobt.    welche  erstere  gewissermanssen   L 
sich  Bchliessen,    wobei  man  sich  aber  doch  auch  ja  in   Acht  nelj 
men  mag,  dass  in  den  Köpfen  der  noch  rohen  Anlänget  nicht  eiii| 
80  lekht  miigliche  Verwirrung  entstehe  und  die  Restinuutheit  utU 
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Klarheit  der  Begriffe  verloren  gehe.  Dieser  letztere  mehr  metbo- 
lische  Zweck  erheint  dem  Verf.  auch  lediglich  hei  der  AhfaN- 
T  Schrill  vorgeschwebt  zu  hahen,  uod  von  dieser  Seite 
muss  dieselbe  also  auch  vorzüglich  von  den  Lesern  heurtheilt 
werden . 

Infi  Einzelne  hier  einzugehen  iüit  keine  Veranlaftüuni;  vorhan- 
den, da  wir  viele  sonstige  Eiuenthiünlichkeiten  oder  liesondero 
bemerkensn  e^the  neue  Sätze  und  Beweise  in  der  Schrift  gel'undeu 
KU  haben  ud»<  nicht  erinnern,  indem  dieselbe  überhaupt  nur  die 
aaoz  getrlibn liehen  Lehren  der  Planimetrie  und  Stereometrie  enU 
bSIt.  Es  fehlen  selbst  manche  Sntze,  die  zu  interessanten  Ana 
logien  ztvischen  der  Planimetrie  nnd  Stereometrie  h'itten  Veran- 
lassung geben  können,  wie  z.  B.  das  Eulerscbe  Theorem  von 
den  Polyedern,  Gegen  die  Strenge  der  Beweise  tvürden  »vir  Man- 
ches einzuwenden  haben,  wenn  uns  hier  ein  grösserer  Raum  ver- 
stattet wäre.  Bemerken  wollen  wir  daher  nar  ganz  im  Allgemei- 
nen,  d-Ias  wir  den  strengen  Begriff  der  Grätize  und  eine  durch- 
greifende Anwendung  der  GWinzenmethnde  lu  dieser  Schrift  nirgends 
gefunden  haben.  Wie  man  aber  ohne  diese,  für  die  gesammte 
Mathematik  so  höchst  wichtige  Methode  eine  strenge  Darstellune 
in  der  Geometrie  und  in  der  Alatheinutik  überhaunt  erringen  will, 
ist  uns  wenigstens  un  hegreif  lieb.  Natürlich  steht  und  nillt  mit 
derselben  aucn  die  strenge  Darstellung  der  Lehre  von  deu  Ver* 
hSItnissen  incommensnraltier  Grössen.  Umgangen  hat  der  Vf.  die 
Grünzenmethode  durch  das  gleich  zu  Anfang  eingeschaltete  zweite 
Kapitel:  von  den  unendlich  kleinen  Grössen  und  vom 
Maasse  der  Grössen  nherhau)>t.  Aber  gleich  der  soge- 
nannte Lehrsatz  in  §.  14.:  Zwei  endliche  Grössen  können 
als  einander  gleich  betrachtet  werden,  wenn  ihr  Un- 
terschied unendlich  klein  ist,  und  noch  mehr  der  Beweis 
desselben:  In  der  That  wird  man  zwischen  diesen  bei- 
den Grössen  durchaus  keine  Ungleichheit  aufstellen 
fellnnen,  so  klein  man  dieselbe  auch  annehmen  mag, 
bwomit  diu  ganze  Sache  abgethan  wird ,  möchte  doch  viele  Anfön- 
■^r  stutzig  machen,    und  bei  manchem  weiter  Denkenden  die  so 

jüh  gerühmte  Strenge  der  Geometrie  in  Misscredit  bringen. 

I     Abgesehen  hiervon   kann  aber  das  Buch  seiner  oben  augege- 

pien  allgemeinen  Tendenz  wegen  minder  gedbten  Lehrern 
m  Nutzen  und  manche  Belehrung  gewahren,  und  empfehlen 
denselben  daher  zur  Beachtung:  gehörig  mathematisch 
rchgebildete  Lehrer,  wie  sie  in  jetziger  Zeit  zur  Freude  eines 
■eden,  der  an  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterrichts 
■rahrhaften  Antheil  nimmt,  wohl  bei  Weitem  die  meisten  deutschen 
Bheren  Lehranstalten  besitzen,  werden  über  in  diesem  Buche 
Ebwerlich  et\i-as  finden,  was  sie  sieh  nicht  selbst  auf  der  Stelle 
ßt  Leichtigkeit  zu  entwickeln  im  Stande  sein  sollten.  Durch 
oen  reichhaltigen  Anhang  von  Formeln  und  Beispielen  zur  Berech- 
nung von  Linien,  Flächen  und  Körpern  (S.  247— S.  332.)  hat  der 
Herr  Ueberaetzer  den  Werth  des  Buchs  als  Unterrichtsmittel, 
namentlich  för  die  eine  mehr  realistische  Richtung  habenden  Ele- 

■ntarschulen.    erhöhet. 

Lehrbuch  der   Stereometrie  und   sphärischen  Tri- 
Ibnametrie  für  die  obern  Klassen  hSheierLehranstal- 


(eo,  Tiebdt  plnem  l]«liaiiu:Baitf^ab«n  tiixl  Excurse  enl 
hnltciien  Anhanp^e.  Von  Dr.  Auf:u«t  Wienand,  Lebr4 
altt   und    all -        -     . 


d«T  Reag 

KnprcrV 


Mathe 
Kchiile  im  Waisenhuiis«  zi 
lafern.    Halle.  1843.    8.     12 

Die  frilhero    Theile    dieses  Lehrbuchs  sind    im    Liter.    Bffl 

Nr.  XIX.  S.  28«.  lind  r"    ' 

Deutiichkeit  eilt  auch 

zu  bewelsentte  Enlertiche  Sat»  von  den  Polyedern  iist  mit  '-  -j, 
in  die  Stereometrie  seihst  anfgenonimen ,    und  der  Anhang  euth|D| 
noch  manches  Lehrreiche  und  den  Zwecten  de»  Cnlerrichta  F^ 
derliche,    sowie  da«   Buch   überhaupt  einen    erfahrenen   und  » 
dem  Unterrichte  mit  Liebe  hingebenden  Lehrer  bekundet. 

Grdsstentheils  neue  AuTgabcn  aus  dem  Geblej 
der  G^oniötrie  desr.ripfive  nebst  deren  Anwendn 
auf  die  konstruktive  AuflüsunK  von  Aufgabe 
rBumliche  Verwiindtsthaften  der  Affinität,  Cwllinw 
tion  etc.  Systematisch  (geordnet  und  getünt  vnn  Lei 
(lotd  Mossbrugger,  Professor  an  der  Kantonsschi^ 
zu  Aarao.  Mit  5S  lithogrutihi  rten  Tafeln  (in  eine 
sonderen  zweiten  Abtheilung).  Zürich.  1845.  4.  4 
^  ggf- 

In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Vf. : 

„Das  Ziel,  welches  ich  bei  der  Bearbeitung  dieses  Werkcba 

im  Auge  btitle,  ist  ein  zweifaches,  nämlich:  I 

1.  Soll  der  verhältnifisniiuisi!;  geringe  Vorrath  von  AnTgsU 
im  Gebiete  der  Genmritrie  dexcriptive  nicht  nur  durch  neue,  ff 
her  noch  ungedmckte  Aufgaben  vergfössert  werden,  sondern  t 
deren  Auflösung  sott  immer  die  rein  geometrische  Construlttl 
vorherrHchend  nnd  der  mechanische  Theil  der  Zeichnungsiebre  ' 
untergeordnet  ersubeinea.  i.  Soll  dies  Werkchen  dazu  diei 
Resultate  und  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  des  Rai 
besonders  jene  über  die  neuern  Verwandtschaften  der  Affi  _ 
('ollineation ,  Kecijtrocit.'it  mehr  unter  construktive  AnschauuH 
formen  zu  bringen,  und  so  die  beiden  nach  eioem  Ziele  str«" 
Zweige  der  Mathematik,  die  analytische  Geometrie  dea  I 
und  die  G<^m^trie  deacriptire,  welche  bisher  strenge  von  etHJ 
der  getrennt  wurden,   einander  näher  zu  bringen." 

Dass  man  beiden  Zwecken  seinen  vollen  Beifall  geben  i 
versteht  sich  von  selbst,  und  eben  so  wenig  ist  zu  verken^ 
daas  der  Merr  Vf.  namentlich  dadurch ,  dass  er  die  neueren  i 
metrischen  Verwandtschaften  in  den  Kreis  seiner  construktionM 
Entwickclungen  —  man  möge  uns  diesen  Ausdruck,  der 
der  That  nicht  ganz  unpassend  zn  sein  scheint,  verzeihen  -  ^ 
gen  hat,  der  descriptlven  Geometrie  in  mehrfacher  Beziebuns 
neue  Seite  abgewonnen  hat,  Mcshalb  wir  glauben,  dass  das  \ 
angelegentlich  zn  weiterer  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdl^ 

Der  Druck  und  die  von  dem  Herrn  Zeicboungslehrer  Be^. 
ger  ausgeführten  Zeichnungen,  die  bei  einem  Werke  dieser  i 
natürlich  von  besonderer  Bedeutung  sind,  lassen  in  keiner  Be^ 
hung  etwas  zu  wünschen  übrig.  ~  ~ 
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Gooroetr 


des  Raum«a  mit  Bei 
iietrischeu  Verwandts 
serii    Vertttäudi^aug  des  Werke 
ickelunceD  aus  der  aoalytiacheD 
VodL.»: 


e.     Zum  Selbstr^tudii 
<sor    an   der  Kaotous 


ule 


1845. 


cht    lithng 
ithlr. 

Dieses  zugleich  eine  nicht  geringe  Anzalil  dem  Herrn  Verf. 
elgenthümlicher  UutersuchuD^n,  auf  welche  in  der  Vorrede  heson- 
ders  hingewiesen  worden  ist,  enthaltende  Handbuch  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes  ist  iedenfalts  eins  der  auafuhrlich- 
sten  und  vollständigsten  Bücher  dieser  Art,  welche  wir  gegen- 
wärtig besitzen,  und  wird  von  keinem  sich  für  diese  Studien 
Intetessirenden  entbehrt  werden  bitnnen.  Wir  wollen  daher  im 
Folgenden  den  allgemeinen  Inhalt  desselben  etwas  näher  an- 
geben, 

Einleitung.    Ueher  die  Gleichung  der  Geraden,  des  Kreises 
und    der    Linien    des    zweiten    Grades,    uebst    deren    Discussion. 
Erstes  Kapitel.     Betrachtung  der  Punkte  und  geraden  Linien 
im  Räume.     Zweites    Kapitel.     Von  der  Ebene  «nd  der  Ver- 
bindung derselben  mit  Linien  und  Ebenen.     (In  diesen  beiden  Ka 
liteln   kommt  ein    reicher  Sehatz    von   Aufgaben  vor,    und   viele, 
'eiche  sich  rn  den  sonstigen  Lebrbiicbern  der  analytischen  Geome- 
e    nicht   ünden;     uanieutlich   enthält    das   zweite   Kapitel    auch 
eles   über   die   regulären  Körper   und   Übet   die   eckigen  Körper 
erhaupt.)     Drittes  Kapitel.    Von  der  Coordinaten - Verände- 
Tvng.    X"'cr''^'  ^i"^''  ^'^  Herleitung  der  Grundformeln  der  sphäri 
sehen  Trigonometrie.)      Viertes  Kapitel.     Geometrische  Ver- 
»nn  dl  sc  haften.     A,  Ebener  Systeme.     B,  Betrachtung  der  geome- 
trischen Verwandtschaften    räumlicher  Systeme.     (Dieses  Kapitel 
ist  eins  der  reichhaltigsten  im  ganzen  Bucfie.)    Fünftes  Kapitel. 
Von  den  Oylinder-Flächen.    Sechstes  Kapitel.    Von  den  Kegel- 
flSchen.    Siebentes  Kapitel.     Von  der  Kugelfläcbe.    Achtes 
Kapitel.     Verwandlung  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 
in  solche  Farmen,   die  zu  Untersuchungen  tauglich  sind,  und  von 
der  Beziehung  der  Oerter  der  Mittelpunkie  ^u  den  Flächen  selbst, 
ganze  Inhalt  dieses  Kapitels  kann   als  dem  Herrn  Vf.  eigen- 
tümlich betrachtet  werden.)     Neuutes  Kapitel.  Discussion  der 
llgemeinen   Gleichung    der  Flächen   zweiten   Grades.     Zehnfes 
lapitel.     Von    den  Diametral -Ebenen  und    der  Reduction   der 
llgemeinen  Gleichung  der  'Flächen  zweiten  Grades  auf  ihre  ein- 
leben Formen.      (Auch  in  diesem  Kapitel  findet,  sich  vieles  dem 
lerrn  Vf  Eigenthümliche.)    Eilftes  Kapitel.    Bestimmung  der 
ligenschaflen    der    Flächen,    welche    einen    Mittelpunkt    haben. 
Iwülftes   Kapitel.      lieber    die    geometrische  Bedeutung  der 
Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 
Grades.     (Auch  dieses  Kapitel  igt  dem  Herrn  Vf.  ganz  eigenthflm- 
lich.)      Dreizehntes  Kapitel.     Geometrische  Oerter.      Vier- 
xehntes   Kapitel.      V^on  den  Durchschnitten   der  Flächen  des 
zweiten  Grades,    insbesondere  in    ebenen  Curven.      Anwendungen 
dieser  Sätze  auf  Aufgaben   und  Beispiele.      Fünfzehntes  Ka- 
pitel.     Allgemeine   Eigenschaften    der  Flächen    zweiten  Grades, 
in  Beziehung  auf  ihre  gegenseitigen  Verwandtacbaften. 
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Wir  empfehlen  dieses  Werk  Dochmais  nicht  bloss  allen,  den«, 
welche  sich  ausffihrlicher  über  die  neueren  Fortschritte  der  ana- 
lytischen Geometrie»  belehren  wollen,  sondern  auch  allen  denen, 
weiche  Stoff  zu  eigenen  Uebungen  und  Untersuchungen  suchen. 


Praktische  Oeometrie. 


Gauitier,  L.,  Notions  de  geometrie  pratique.    N6uvelleädi-^j 
tion.    In  12.    Paris.  1845. 

Ca  tonn  et,  A.  J..,  Traites  completes  th^oriques  et  iiratiqu« 
de  l'arpentage,  de  la  g^od^sie  moderne  etc.  Seconde  edition.  '. 
12.  plus  des  pl.    Amiens.  1845.    3.  50. 

Pezelt,     Der    kleine   katadioptriscbe    Katbetometer    neb        $t 
Anleitung  zum  Gebrauch  desselben.    Mit  4  Lithogr.    gr.  8.    Pest        ' 
1845.    1  thir.  4  ggr. 

Beut  her.  Fr.,  Kurze  Anweisung  zur  Linearperspective, 
den  nuthigen  praktischen  Vortheilen,  bei  deren  Anwendung  für 
ausübende  Zeichenkunst.      2.  revid.  mit  1  Tafel  vermehrte    ' 
Kassel.  1845.    18  ggr. 


Triiponometrie. 


Kuller,  A.  v. ,  Elemente  der  Goniometrie  und  ebenen  Tri; 
nometrie.    Mit  einer  lithogr.  Tafel.    Trier.  1845.    8.    8  ggr. 


Blecliaiiik. 


Die  Geostatik  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  a 
technischen  Lehranstalten,   sowie   zum  Gebrauche 
Techniker  überhaupt,   ohne  Anwendung  der  Differe 
zial-  und  Integralrechnung  ^von  Dr.  Moritz  Rfivhlman 
Professor  der  angewandten  Mathematik  und  Masehi 


der  k<'iüii;Iiuhen  faüliere»  Gewcrl 
zu  Hniinnver.  Zweite,  vülMg  u  m^enrlicitete  und  ver- 
mehrte Aiiriflse.  Mit  vielen  Hoizschaitten.  Dresden 
u(.d  Lei|,zig.  ISiö.    8.     l  thlr. 

Diet^es  die  gewühnlicbeii  Lehren  der  Statik  fesler  Küriier  in 
deutliulier  elementarer  Üitrstelluu!^  mit  betüunderer  Beriicksichtignng 
(ier  K rü  11  e paare ;  die  Lehre  von  der  Ueihung  und  von  den  ein- 
f'aelien  ISlaiJchiueu,  mit  BeriiticmthtiguDg  der  Reibung  uud  der 
SeilbiegutJg  {>vie  dies  der  Vf.  Denot):  endlich  die  Leare  von  der 
Festigkeit  der  Kürper  enthaltende  Werkchen  scheint  seinem  auf 
dem  Titel  näher  bezeichneten  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen, 
und  verdient  Praktikern  und  Lehrern  an  elementaren  techuiscben 
Lehranstalten  zur  Beachtuns  empfohlen  zu  nerden.  Dass  in  dem- 
iselben  die  Anwendung  der  Differential-  uiftl  Integralrechnung  aus- 
geKclilossen  ii^t ,  gebt  schon  ans  dem  Titel  hervor.  In  der  Angabe 
<ler  Quellen,  aus  deneu  der  Herr  Vf.  geschöpft  hat,  hütte  der- 
selbe etwas  vollständiger  sein  sollen. 

IDuH   DiidaleoR,    eine   neae    Flugmaschine,   vorge- 
laaen  von  Friedrich  von  Drieberg.    Mit  4  Tafeln  Ab- 
Jfildu'ri^ou.    Berlin.  1845.    S.     8  ggr. 

Die  Flugübungen  und  den  ersten  freien  Ausflug,  welche 
Herr  v.  Üricberz  in  6.  35.  und  §.  36.  seiner  Schrift  den  Lesern 
derselben  so  angelegentlich  und  wahrlich  mit  grosser  Zuver- 
sicht mit  seiner  einer  Fledermaus  ganz  ähnlich  sehenden  Flug- 
maschioe  anzustellen  enipliehlt,  hätte  er  mit  derselben  erst  selbst 
anstellen  aollen,  bevor  er  dieselbe  bekannt  machte.  Dass  dies 
geschehen,  ii>t  wenigstens  nit^ends  ausdrucklich  gesagt.  Da  er 
"'  '■     ''  seiner  früheren  berühmten  Schrift 


Praktisclie  Mecbanik. 


j  Wohnsitz, 
(iber  den  Luftdnick  uns  recht  e 
Umgegend  von  Fehrhellin  hat, 
•See ,  den  er  zu  diesen  Versuche 
ehen  so  wenig    ist  zu  bezweifeli 
eher  als  unter  dem  bescheiden 
ProfesHors  Matheseos  vel  Physi 
den  hallen  würden,    die  ihn, 
verlangt,   durch  einen  heftige 
Sees  errichteten ,   etwa  30  Fi 


a  der  uns  wohlbekannten 
würde  es  ihm  gewiss  an  einem 
fordert,  nicht  gefehlt  haben,  und 
dass  unter  seiner  Dienerschaft 
Hauspersonale  eines  gemeinen 
ces  sich  zwei  tüchtige  Kerle  gefuii- 
n  der  Maschine  steckend,  wie  er 
Wurf  von  dem  an  dem  Rande  des 
-i  hohen  Gerüst  in  das  freie  Luft- 
meer hinaus  schleudern ,  und  (hm  dadurch  den  nlithigeu  Anfang  d^ 
Schussbewe^ng  mittheü^p  konuten.  Gewiss  hätte  er  sich  auch 
hinreichend  in  dieser  Beziehung  t^prnmert  Leuten  mit  Zuversicht 
anvertrauen  können.  Da  aber,  wie  gesagt,  nirgends  von  einer  ge- 
schehenen Anstellung  der  Versuche  die  Rede  ist ,  so  müssen  wir 
freilich  uns  dem  Glauben  hingeben ,  dass  der  Herr  Vf.  fürchtete, 
das  von  ihm  selbst  S.  6.  erzählte  Schicksal  des  Sehn  eiders  Berb- 
linger  üu  Ulm  zu  theilen,  welcher  bei  den  Verbuchen  mit  seiner 
Hii«GblMi->deTeD  Flügel  die  Gestalt  eines  bohlen  Zucherhuts  imt- 
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m  y  Anae  «ad  Bm»  Ivadb.  iHi  mni  iwhif  clvfiek  Lcata  aneh 
fiiekt  flfera  Aime  and  Bme  breefcen ,  90  ersuckcn  wir  den  gae&c- 
tea  Herrn  Vf.  noehaiai»,  ««Ukait  nur  er^t  mit  wiridicii  aascsi^tea 
Xtamtehtn  ▼(»ranxRgdbea ,  mid  sieben  ikm  die  Vefsidbenm^,  das» 
ei%,  wean  dienelbea  arliu^klir.h  aimßülen  aoJlten,  aa  ^Tar^fo^sEera 
nieht  fehfea  wird.  Wenn  aber  der  Herr  Vf.  die  Verbind Gcikeit, 
deria^feu^hen  Ver^iia^be  Aelbiit  2aer.<4t  anzi»te(Iev ,  vieUeicbt  darerk 
die  aaf  S.  6.  am  Ende  »ich  findende  Bemerkung,  datsa  es  znnäebst 
baflrpt*ächlir,b  daraaf  ankomme ,  eine  erwefslieh  riebfi^  Hhenrie 
den  MMMcbeniffofl^  aofzaifvtellea,  wryraa»  dana  die  M^sficlbkeit  oder 
(Jnmojelirbkeit  de»  Men^rbenSiurs  leiebt  zn  erseliea  sein  werde, 
Ton  iii<efr  abznfenkea  tmchen  »niite,  »o  ma^Aen  wir  ua»  erfianbco. 
ihm  bemerfclich  zn  roairfaen^  da;^  e^  seiner  Aoeemantet»  Theorie. 
dari^h  welche  er  den  ?ia^hwei.4  der  Mfisrfiebkeft  de«  Menarbeaflags 
zn  fuhren  ^nebt^  leicht  eben  ao  gehen  konnte,  wie  es  nach  sei- 
ner Angabe  der  Theorie  ergan«ren  Ist,  durch  welche  Lalaade 
da.«!  Gegentbeif  za  beweisen  ««nebte.  Da«»  die  Sache  mvslich 
tntf  läMt  Mch  am  Ende  nicht  bezweifehi:  nur  kommt  eerade  hier 
AlleA  aof  das  Wie?  an,  und  da  müsmeD  wir  nan  «nmsü  aaf  aase- 
rer  Forderung  wirklich  mit  dOck  angesteUter  Versuche  be^slehca 


Astronomie. 


Fl  ad  an  g,  J.  A.  F.,  Versuch  populärer  Vortrage  über  Astro- 
nomie ohne  Berechnungen.    Wien.  1845.    gr.  16.    1  thir.  4  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  iiir  1848.  Auf  Veranlassui^ 
der  >finisterien  des  Unterrichts  und  des  Handels  heransg^eben 
von  J.  F.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  Iäi5. 
8.    3  thIr.  8  ggr. 

Connaissance  des  iems  ou  des  mouvemeus  Celestes»  k  Fnsage 
des  astronomes  et  des  navigateurs^  pour  Tan  1848.  Public  par 
Je  bureau  des  longitudes.  (Sans  additions.)  In  8.  plus  un  ta- 
bieau.    Paris.  1845.    5  fr. 


Physik. 


Buff,  Grundzflee  der  Experimeotal- Physik,  mit  Rücksicht 
uuf  Chemie  und  Fliarmacie,  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 
und  zum   Selbstunterricht      Mit   zahlreichen   Holzschnitten   und 


Siisgeführten  TalelD.    -2te  Liefetunfi;.   Heidelberg.  lBi5.  8.   16  egr. 
(Die  erste  Liefer.  erschien  1^  und  kostet  cberifiills  16  ggr.) 


,    _     phvsiques 

In  11.     Idem  Physique.     In  l}.    Par 
iime  de  chiruie....    3.  OU. 


.  1&45.  " 


uchardat,   A.,    Coure^des 

ecoude  ^ditii         "' 

Prix  du  Volume    

du  volunie  de  iihysique....    3.  50. 

Hfeusnl,  Der  physiLiilische  Apparat,  insbesoudere  als  Lehr- 
iMiUtel  in  Gvninasien,    Kealscbulea  und  anderen  Uotemchtsanstal- 
Parcbini.  1845.    8.    8  ggr. 


Ueber  die  Existenz 
I  Beziebung  zu  den    li 
i  Herrn  Baron  von  D 
k.     Von  S.  Sa 

,^ zu  Berlin.     Bi 

Bloee  die.Existenz  dieser  mit  ein 
I  Seine  Houhgeboren  den  Künigl.  Preu 
^'fer  n.  a.  w.  Herrn  ßaron  von  Driebei 
r  hier  anzciL'en;    denn    geh 


des  Luft-    und  Wasserdrucks. 

age^en    ce machten    Einwürfen 

ieberg.     Ein  Beitrag  zur  neue- 

iCünig].  ReE;ierungs-Bau- 

"""      S.     8'ggr. 

sehr  devoten  Dedication 

,  Kammerberrn  und  Rit- 

versebenen  Schrift  iroll- 

dieselbe  nicht. 


1845. 


da«  gestehen  wir  offen.  Ueber  Dinge,  über  nekhe  Jeder  seboi 
aus  seinem  physikalischen   Gymnasial ■  Unterrichte   in  Tertia  rich- 

^  Begriffe  mitbringen  muss ,    und  deren  Richtigkeit   sich   hand- 

■"■:h  nachweisen  und  im  eigentlichen  Sinne  ad  oculos  demon- 
I  iässt,    »o  viel  Redens    zu  machen,    scheint  uns  »ahrlich 

jit  der  Mfihe  werth.    Mllge  der  Himmel  nur  die  Lehre  von  der 

"t  vor  jeder  Drleberg-Litcratur  bewahrenl 


Drucke    der 


Rottger,    J.  L.,    Falschheit   der    Lehre   vi 
Sift  im  tiefolge  der  Ben^eisführung  des  Kammerbi 

g.     8.     Halberstadt.  1845.     8  ggr. 

(Diese  mit  der  Schrift  von  Sachs  schon  den  Anfang  einer 

eberg-Literatur  bildende  Schritt  ist  uns  noch  nicht  zu  Ge- 
{cht  gekommen.) 

nson,  A.  J.,  Navigation  atmosph^rique.  Explicatlons  com- 
^^meataires  sur  le  Systeme  physique,    m^caoique  etc.    de  San- 
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Daniell,  J.  F.,  Elements  of  Meteorologie;    being  the  Third 
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Vennischte  Schriften. 


TempUton,  \V.,  TawhrtilitK h  för  Mfihlm-  nml  Ma 
li.uirr,  •nlhuIlMul:  IlMrimalbntrhrpchnuiiK ,  tafeln  ton  ()na4l 
nml  KuiHLittiru'tn ,  aneetMndl«  4ieoni«tri« ,  AusmeiMtin; .  Fevt  ^ 
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[  Llterarlsclier   Serlelit« 


schichte  der  TW athematlh  and 
Physik. 


MOM  Stev 


.  A.  Quetelet. 


lese   kleine  Schrift  über  seinen    Laodsnianii 

^rln  hal  Herr  Quetelet  einen  sehr   dankenswerthen  Beitrag 

))  Geschichte   der  Mathematik  geliefert,    weshalb  ich  die  Leser 

;  auf  dieselbo   aurmerksam   zu  machen   nicht  verfehle. 

Ktiders   inteiCHsant   ist  aber  auch  die  nächste  Verantassune  zu 

r  Heritusgabe  dieser  Schrift,    ivelche  ich   im    Folgenden  Herrn 

'elet  selbst  erzühlen  lassen  (verde,  weil  dabei  die  Leser  des 

va  nur  gewinnen  kiinnen. 

Je  visitais  un  jour  — sagt  HeriQuetelel  am  Anfange  seiD  er 

ibrift  —  en   coni|tagnie   il'un   des  suvants  les  plus  destingu^s  de 

I  epoque,    la  magnilicjue   salle  de  r^ejition  de  i'universite  de 

'        '         en  admirions  les  {iroportiona  , elegantes;    nmis  nouB 

;n   meme  temps  nos  regrets   que  la  sculpture  ne  fdt 

enuc  eu  aide  ä  l'bubile  architecte,  pour  conipUter  son 

it  monument.     L'imagination ,  apr^s  avoir  erre  librement  sur  un 

.  loble  hamionieux,  a  besiiin  de  s'arrdter  aus  d^tails,  et  surtout 

)  trouver  des  objots  qui   snutiennent  son  essor  par  de  grundes 

ns^es.  Od  n'ainie  poiiil  ä  trouver  un  palaisd^sert;  ettesnommes 

t  peuvent^  mieus  en  faire  les  honneurs  Hont  ceux  qui,   dang  la 

'tesslon  ues  temps,  ont  r^paiidu  le  plus  d'^clat  sur  leur  patrie. 

„Je  regrettc,   dit  M.  Arago,   car  cätait  le  noble  visiteur  que 

"'h  l'honneur  d'acconipagner,  je  regrette  qu'uneaussi  belle  salle 

H  pas  animees  par  tcs  stntues  de  vus  honimes  les  plus  distin- 

__ji  daos  les  Sciences  et  le»  leltres;   ce  seralt   Ici   leur  place,  et 

B  vois  avec  plaisir  que  l'arrhitecte  y  a  pens^."  —  „II  nous  serait 

"I-Atre  dinTicile   de  peu)der  cette  salle  comme  vous  l'entendez, 

1  souriant  la  personne  qui  TouUit  bien  noua  servir  de  guide. 


j  vn. 
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Dans  les  ^i-ieTieea  physiques  et  tnathematiflues 

Frendrions  iwiis  jiour  re|ir^aentniit  ?"  —    nQiii?  Vcfinrlif 
astrnnome  rTJin^aiü,   qui'!  n\ais  Simon  >Stevin,  le  veritable 
d'une  des  betles  d^uurertea   dnnt  oo  fnit  hitnociir  A  riin  de 
compatriotos  les  plus  illiisires,   ä  Pascal!  N'eilt  il  troiiv^  que 
loi  des  pressions  des  liquides  sur  les  paiois  i'  ' 

brugcoU  devrait  avoir  sa  statiic  dari»  ce  palai 

(Jette  Btatne  s  elevera  en  effet.   Simon  Sterin ,  malgrö  ce  (ju'eD 
out  dit  les  etran^ers.    n'a   point    ^t6  nuliliä  de  ses  compatriotes. 
Sa  Statue  fern  l'ornfnient  <*  for^u«)!  d«  sa  yille  nafale,  dont  Ini- 
m^ine  etait  Üer,  ear  c'etait  le  Soul  titre  quil  prit  dans  ses  ouvr^i 
sur  la  premiere  paue  desquels  on  üt  ces  mots  fii  remarquables  da 
leur  MTDidicit^  1  Psr  Simon  ätevin  de  Bruces. 

Nachdem   Herr   Qiietelet    nach    dieser    Einleitung  die 
schiedenen  Arbeiten  «nd  F.nfdeckunf;i'n  Simon  Sterins  namhi 
gemacht  itnd  näher  charakterisirt  hat,  sa^'t  er  gegea  das  Ende 
Schrift: 

l'aot  He  travaux  et  de  succes  dans  des  branches  si  divei 
tant  da  dä<^oBTerteB  scJeatiliaiies  et  d'inveutioDs  utiles  exptii, 
suffnuament  la  reeoimaissance  des  coinpatriotes du  geometrehnigt 
et  jngtifieiit  t'lionneur  insigo«  quf  Ini  fait  sa  rille  oatale  eu  lui 
erigeant  une  slatue  sur  l'uue  de  ses  places  publiques.  Cet  faonncnr 
ddcerne  plus  de  deus  si^clcs  apr^s  sa  mort,  l'a  ete  spoDtanemer'' 
et  pendant  que  l'^tranger  croyalt  que  jusqu'a  "'  "' 

avait  ät^  ouhlie  dans  sa  patrie. 

Rniges   s'e^t  raontr^e  digne  d'aroir   donn^  le  jour  aux  dei 

Ehia  ^rands  ^nnietres  qu'ait  produits  la  ßel^ique,  h  Sterin  et 
rr^gnire  de  ^aiiit-Vincent  Jjs  monutnent  uu'elle  enge  non  ii 
de  la  statue  de  I'inventeur  de  la  ueinturo  a  l'huile  mflatre  q'ue] 
appr^cie  les  scieuces  ä  l'egal  des  oeaux-arts,  et  quelle  a  su  puii 
avec  un  ^gal  succes  ä  ccs  deiix  soarves  d'illustration. 

Eine  sehr  dankensrc^rlhe  ZuC;abe  zji  der  kleines  sehr  splendid 
gedruckten  Schrift  liildeti  die  wohl  geliiugenen  Bildnisse  Stevias 
und  des  Fiirston  MorizvoniNassau,  in  dessen  Diensten  belcamit- 
lich  Stevin  stand,  so  dass  es  geiviss  Niemandem  gereuen  wird, 
sich  in  den  Besitz  dieser  Schrift  geset^  zu  haben,  wobei  tvir 
jedoch  bemerken  mOssen,  dass  wir  freilich  nicht  ivissen  und  auch 
aus  ihr  selbst  nicht  entnehmen  kijnnen,  ob  sie  fiberhaupt  auf  denl 
Wege  des  ßuchbimdels  zu  beziehen  ist. 


Aritlinietik. 
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Boltshauser,H. :  Die  Grundlehren  der  Algebra,  thcoretiscli 
entwickelt,  mit  Beispielen  und  Aufgaben.  Mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  deo  Gebranch  in  Schulen  bearbeitet,  er.  8.  Solothurn. 
1815.     I  Thir. 

fioltshauser,  H.:    Resultate  der  im  Vorstehenden 
teaen  Beispiele  und  Aufgaben,    gr.  8,     Ebend. 
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Ueber  ein  Werk,    welches,   wie  das  rorüegende,  aSenhar  nur 

die   Frucht  eines    langjährigen    aosesttengten    IVachdenkens    sein 

baDi) ,  und  den  »issen  seh  ältlichen  ^ifer  seines  Verfassers  in  dem 

echiiiisten   Lichte  erscheinen    läRst,    in   einem  Blatte,   »ie  dieser 

Literarische   Bericht  ist    und   sein  soll ,    ein  in  jeder  Beziehung 

gehürig  begründetes  Urtb eil  allgehen  zu  wollen,  tvQrde  anmaassend 

sein,   weshalh  ivtr  uns  mit  den  folgenden  allgemeinen  Andeutiin^ea 

^itegnügen  müssen,  welche  hloss  den  Zweck  hüben,  die  Leser  des 

Hl^rchivs  einige miaassen  aiif  den   richtiseii  Stand[iunkt  zu  stellen, 

HSiiB  welchem  sie  diet^s  Werk  zu  heurtheilen  haben. 

V .       Auf  den  ersten  Blick  stellt  sich  im  Allsemeinen  heraus,  dass, 

'  80  wie  einise  andere  neuere  Schriften,  auch  dieses  Werk  aus  dem 

tief  und  lebhaft  gefühlten  Bedürfniss  einer  strengeren  Begründung 

der   Analysis,    insbesondere  aber,  und  zunächst,  der  Theorie  der 

Reihen,  hervorgegangen  ist,  und- in  seiner  ganzen  eigenthünilichen 

Fassung   mehr  noch  als  die  meisten  andern  Werke  von  ähnlicher 

Tendenz    dem    alten,     leider    nur    noch    zu    häults    herrschenden 

Schlendrian    kräftigst   entgegen  tritt.     Freilich  werden  die  eifrigen 

Anhänger  vieler  sogenamiter  eleganter  analytischer  Theorien,   wie 

s.  B.  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  des  allgeraetnen 

polynomischen  Lehrsatzes  oder  gar  des  Inflnitlnomiums,   des  all- 

¥  »meinen  Reversionsurnblems  und  verschiedener  dahin  gehörender 
heoreme,  so  wie  überhaupt  fast  der  ganzen  sogenannten  combi- 
natorischen  Analysis ,  dieselben  in  diesem  Werke  vergeblich  suchen, 
dagegen  aber  fast  auf  jeder  Seite  mit  dem  ihnen  unleidlichen  — 
alter  dessenungeachtet  fSr  die  gesammte  Analysis  im  faüchsten 
Grade  wichtigen  und  ganz  unentbehrlichen  —  Begriffe  der  Gränze 
gequält  werden,  und  daher,  wie  wir  im  Geiste  voraussehen,  bei  der 
Durchsicht  desselben  hin  nnd  wieder  bedenklich  den  Kopf  schütteln. 
Wer  es  aber  wagt,  wie  wir  —  urspriinglich  ganz  im  Geiste  der 
CO mbinatori sehen  Analysis  gebildet —  es  vor  nun  ungefähr  zfvanzig 
Jahren  in  der  That  selbst  gewagt  haben,  den  grössten  Theil  des 
früher  Erlernten  auf  einige  Zeit  von  sich  zu  werfen,  und  das  Stu- 
dium der  Analysis  in  einem  Werke  wie  das  vorliegende  gewisser- 
maassea  von  vorn  anzufangen — was  freilich  in  Betracht  an  früher 
schon  aufgewandten  Zeit  und  Anstrengung  keine  Kleinigkeit  ist, 
und  eine  nicht  geringe  moralische  Kraft  erfordert —  wird  zwar  der 
ihm  ganz  ungewohnten  Betrachtungsweise  wegen  anfangs  auf  Hin- 
dernisse  und  Schwierigkeiten  mancherlei  Art  stossen ,  am  Ende 
aber  gewiss  mit  der  grüseten  Achtung  vor  den  Bestrebungen  der 
□eueren  Analysis,  und,  was  die  Hauptsache  ist,  wahrhafter  Be- 
relcherui^  and  Berichtigung  seiner  analytischen  Anschauungsweise 
und  Kräftigung  seines  analytischen  SchaHsinns  von  dem  Werke 
scheiden. 

Nur  solche  völlig  vorurtheilsfrele  Leser,  die  den  redlichen 
Willen  haben,  sich  mit  der  neueren  Darstellungsweiae  der  Anaivsis 
Tcrtemt  an  nweheo,  wänschen  wir  diesem  Werke,  und  nur  solche 


Lener  verhJigt  daAselbe  seiner  Natnr  nach.    Da  es  übrigens  durcl 
3U*  nur  eleiiieiilare  Kenntoiase  voraussetzt,  so  bietet  sein  Studiai 
auch   Leine  nnileru  8(;hivieriglceilen  Har,   als  solche,    die  v 
Natur  der  >Sai:he  un  zertrenn  lieh    sind.    Eine  scharfe  Bestimtmtiig 
und  Zergliedtrning  der  Begriffe  in  ihre  kleinsten  Theile  ^br>rt  zu 
den  wesenllichnlen  Vorzügen  desselben,  und  dass  der  Begriff  dei 
tiränze  uDtl   die  Lehre  von  den  unendlichen   Heiben,   namentlio'' 
vnn  deren  Convergenz  und  Divergenz  und  den  RechnungsoperatioM 
mit  deufiellieD,  sowie  auch  die  J^ebre  ron  den  imaginären  GrBsM 
in  ihm  eine  Hauptrolle   spielen,   versieht  sich  ffir  die  Kenner  d 
neueren    Analysis  von  selbst.     Um  aimt  denselben  eine  genatn 
Uehersicbt  seines  reichen   Inhalts   zu  geben,  (heilen  nir  im  Fol 
genden  die  Ueherscbriflen  der  Kapitel  und  einzelnen  Abschnitte  n" 

Erttet  Kapitel.    Von  den  Progressioneo,  demPrj 
ftresnionsact  und  den  Reihen.      Zuteilet  Kapitel.    Vt| 
den  unendlichen   Reihen.      1.   Von   den   uneodjicbeu    Reiht 
nherhmipt,  den  mnglichen,  den  gegebenen  und  den  vollständig  b 
stimmten  uneDdlicbeD    Reihen,    Gleichheit    und   Ungleichheit  tf 
unendlichen  Reihen.     II.    Eintheihing  der  vollständig   bestlmDtt_ 
unendlichen   Reihen.     III.    Lehrsätze    in    Betreff  der    vollstinid 
beslinunten  unendlichen  Reiben.     Dritlfs  Kapitel.    Von  dC_ 
einlachen    algebraischen    Bezi  ebun^sformen    der     ud9 
endlichen    Reihen.     I.    Von    den    einfacoen  algebraischen  Be- 
ziehungsformen der  unendlichen  Reihen  überhaupt.     II.    Von  den 
einfachen  ulgebruischcn  Bezieh  ungsforraen,  mit  Rücksicht  auf  näher 
bestimmte    unendliche    Reiheo    betrachtet.      Viertes    Kupite^^ 
Von    den    allgemeinen  Gliederu  und  den  fiiHuzen  d^M 
vollständig     bestimmten     unendlichen   Reihen.     TratB 
sc  ende  Ute  Grundbestimmungsform  der  Anal  ysis.  L  V^jH 
den  allgemeinoN    Gliedern   der  unendlichen  Reiben.     11,    Von  dejB 
Gränzeu  der  vollständig  bestimmten  unendlichen  Reihen.    III.  Vo^H 
der   traoscendenten   Grundbestimmungsform    der  Analysis  und  d«^| 
einfachen  Trunsceiidenten  überhaunt.     Fünftes  Kapitel.  Vo^| 
den    convergirenden    unendlichen   Reihen.     I.    Von  de^| 
canvergirenden  Reihen    überhaupt  und  deren  gegenseitigen  Bezie^ 
bungen.     IL    Lehrsätze  in  Betreff  der  hinreichenden  B^ingungevl 
der  Convergenz  und  der  Divergenz  unendlicher  Reiben.     IIl.    Be^ 
sondere  Erörterungen.     Sechstes  Kapitel.    Von  einigen  e^B 
plicitpf)   einfachen  Transcendenten.     I.    Von  der  hypecS 
»olischen  Exponcntial grosse.    II.  Von  dem  Sinus  und  demCosmus^ 
111.    Von   den   Argumenten  der  hyperbolischen  ExponentialgrSss^fl 
des  Sinus  und  des  Cosinus,    insofern  diese  selbst  als  bestimmenftM 
angesehen  vr erden.    Siebentes  Kaj>itel.  Von  einigen  «xpliirl 
citen     zusammengesetzten     Transcendenten.      I.    VoÄM 
dem  hvperbo  tischen  Logarithmus.    II.  Von  dem  Arcus -Sinus.  II^I 
Von   dem  Arcus-Cosinus.     IV.    Von  der  Tangente.     V.    Von  de^ 
Arcus  •  Tangente.    VI.  Von  der  Cotangente.    VII.  Von  der  Areus3 
f'otaugente.    VIII.  Vnn  derGlelcbung  ui'':=a-|-Ai  und  den  PoteaxM^I 
negativer  oder  imaginärer  Wurzeln.      Achtes  Kapitel.     ErSr^ 
terung  einiser  anderweitigen  Beziehungen  zwischenV 
den  bisher  beaprochouen  Transcendenten.    Den  I^upt'l 
Inhalt  dieses  Kapitels  bilden  die    Transcendenten  sin  fia,  cos  jMr>^ 
sIq  Pa,  cos  ^a,  arc  sin  a,  arc  cos  a  und  die  bekannte  Gaussiachft'l 
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rike.^  In  eine  nShere  Angabe  des  Inhalte  desselben  k(innen  wir 
«r  nicht  einsehen ,  weil  wir  ans  daza  einiger  nicht  Umt  sich  ver- 
■■dDcher  Zeichen,  die  der  Herr  Verfasser  in  demselben  anwendet, 
idienen  müssten. 

Jedenfalls  ist  dieses  Werk  ein  sehr  wichtiger  Beitrag  zu  der 
■Km  Begründung  der  Analysis ,  welcher  von  Keinem  unbeachtet 
iMBen  SU  werden  verdient ;  und  der  aus  dem  soi^fältigen  Studium^ 
MMelben  hervorgehende  €rewinn  wird  unter  allen  Verhätnissen  ^  ein 
ftr  reeller  sein ,  weshalb  wir  auch  dem  Erscheinen  des  zweiten 
helles  mit  Verlangen  en^egen  sehen. 

Conrnot,  A.  A. :  Elementarlehrbuch  der  Theorie  der  Fnnk- 
MMo  oder  der  Infinitesimalanalysis.  Mit  besonderer  Beziehung 
if  ihre  Anwendung  in  den  Naturwissenschaften,  Künsten  und 
leweiben.  Deutsch  bearb.  von  Dr.  C.  Schnuse.  1.  Lief.  gr.  8. 
Üt  8  Figurentafeln).   Darmstadt.  1845.  8.  Geh.  2  Rthlr.  12ggr. 

^  Minsinger:  Die  gemeinen  oder  Brimschen  Logarithmen  der 
lUen,  von  1  bis  1000,  die  Quadrat-  uncf Kubikwurzeln  der  Zahlen 
bl  bis  lOOy  mehrere  oft  vorkommende  Zahlen,  die  Primzahlen 
m  Zahlen  von  1  bis  1000  etc.  2te  verm.  Ausgabe.  Angsbui^.  1845. 

il^De  Aeqnatione  Differentiali  ;t^=  ^^^"^  fff  P^^  Integralia  de- 

integranda,    Disputatio.    P.   I.  Praes.    Mag.  Carolas   J. 

Imsten,  Mathem.  Inferior.  Professor  Reg.  et  Ord.  Resiae 

Scient  Holm,  atque  Reg.  Societ  Sdent.  Cpsalieiisis  Mem- 

et    Societ   Philomat  Paris.    Correspond.     Kcsp.    Ericas 

Hand.    Upsaliae.    1815. 

i 
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I^Dle  Probleme  derGeraden  Linie,  des  Winkels  und 
1^ Ebenen  Fläche.  Von  Heinrich  Erb,  Grossher^zogl. 
■Mischern  Finanzrath.    Heidelberg.  ISISl  a    1  Rthlr. 

^<  Ab  dieHaopttendenzdieserphilosophisch-mathcBatischeD  Schrift 
l^miil  ein  neuer  Versuch  zur  ttmuodung  der  Lehre  von  den  Paralle- 
^9  ud  dabei  der  Grundlehren  der  €ieoraetrie  äberhanpt  anzusehen, 
i  Allgemeinen  trägt  dieselbe  mehr  den  Charakter  eines  philoso- 
llKken  Raisomiements,  als  einer  streogea,  dem  tob  den  griechi- 
ikmi  Geometen  ffir  alle  Zeiten  TorgezekhaeCen  Wege  foteenden 
^■etrischen  Dntersaehane.  Auf  S.  1±  sagt  der  Hm  Vcmsser. 
er  in  dieser  Schrift  mitontcr  Winken  ^äol^  sei,  die  w  einer 
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In  Jahr«  Iffil  unUr  thnnTtUl:  ,^ur  Mathematik  und  Lealbf 
Vorspiele  211  ihrer  l^rwc Üeru  11  KavilUesrauduaß.  VoOf 
Knrl  Auf^iiNlii«  Krh"  «rschieaeneD  Schrift  enlhallen  sind. 

.Srhon  mchrinaU  int  in  dem  Lite  rar  ist  hen  Belichte  erwähn 
»nrilpii,  iIuHH  «vir  uns  in  rlemaelhen  der  Beschränk  (hell  desltsuiu^ 
wpyen  auf  auf>rflhrliche  Kritiken  von  Parallelen! he orien  u.  dergl 
nur  uiitrr  linndijdrrn  llniHliinilcn  einl.-iSKen  künnen ,  ein  Prlncip 
welrhevMir  auch  bei  iler  »hiueti  Schrift  uin  hu  mehr  in  ADTrendonj 
bringen  nji'Io.Hen,  ncil  dieselbe,  nie  achon  erwiibut,  zu  sehr  In^ 
(ifhiet  des  blotuien  |ihilo60|ihiächen  Ra iä 0 11  u erneut«  hinäber  streift. 


van  J.  A  d  b  e  ni 
mit    dei 


llarstellcnile  Cenmet 
it  e  u  r  li  e  i  t  e  t    und    li  e  r  e  i  t-.h  * 

«chritteii  der  isomelrtHcben  Prnjeciionslehre, 
einer  ulf)tmeinen  lle^ründiing  iliesei  Wiseeiiscban 
Tvii  O.  Mlilliiigor,  Priifeesur  »u  der  hnheren  Lehr»i 
nlnll  KU  Sulothurn.  Solothurn.  1845.  8.  luit  1  Atli 
7  Ktbir.  H  mr. 

Anlpiluiit;  zum  Studium  der  darstellenden  Geonfl^ 
Irle  mit  vorsCIglicher  RilLkHidit  auf  ihre  AinfendBnit 
bei  il  !■  ni  /  e  i  cli  n  e  n  t  e  eli  n  1  m  fh  e  r  (i  e  j;  e  n  s  t  ii  ri  d  e .  i  n  s  b  e  s  0 1 
dere  jener  der  Hauku  tist,  der  1.  rakti  sehen  «eometri 
und  de»  Maschinenwesens.  V  on  Jobiinn  Hünig,  ül'feDtl 
nrdentl.  Professor  der  darstellenden  Geomet'rie  ai 
k.  k.  iiolytiM'bni><cbeu  Institute  zu  Wien.  Mit  26 Kupfe; 
tafeln.    Wien.    ISiS.  8.    S  Rtbir.  8  ggr.  ^ 

Sn  viie  dns  tu  dem  Literiirischen  Berichte  Nr.  XXVI.  S.  381 
ftn^eiel^te  Werk  von  Mossbruft^er ,  welches  sich  aber  dun 
verKchiedeiie  dort  nühcr  nncedeutete  Eiseuthunilirhkcilen  am. 
Keiebiiet.  Ilefiun  auch  die  beiden  vorstehenden,  mit  demselben  Caä 
Bleich /.eiti^  er^fliii'iicncn  Werke  den  erfreulichen  Beneis,  dass  ^_r 
Studiiitii  iliT  (1,11  ^rillenden  oder  descriptiven  Geometrie  auch  b_ 
UcuImIiI.hkI  iiiiiiicr  mehr  Cin(;ang  gewiimt,  und  vorzüglich  auf  GÄr 

nei'liM'lKitcM     uiiil    |i<ilytechnisclieii    Lehranstalten    ii er    eifrigec 

lietrielirii    nir<t.    vtuvnn    der   »'obUhaU<^e  Einlluss  auf  Künste  ood 
(äenerbe  sich  »chun  hinreichend  gezeigl  hat  und  küiiltig  sich  sewiai 
immer    noch    mehr  zeigen  wird.    Auch   hei  dem  ülereomelnschcäi 
Unterrichte  auf  (lymnaslen  babei  nir  immer  die  Anknüpfiiog 
Gnmdlehren  der  Pprspeclive  und  der  descriptiven  (ieometrie  1 
vteckmAsslg  und    Ifir  das  Gedeihen  des   steieometrischea  Ct 
licht«  (ibcrhaupt  sehr  erspriesslich  gefunden. 

Klementare  Sätze  aus  der  Coordinaten  -Geometrii 
rttr  iwei  Dimensionen  nebst  ihrer  Anneiidoncbeidi 
Bfneisen  der  interessatt  testen  Th 

ford  und  Penvriek.  Aus  dem  Eds;  lisch  cd  übersetzt  «m 
mit  einem  Na cbtraee  versehen  von  Dr.  Auiiust  WiesaoA 
Halle.    ISIS.    S. 

Wenn  dieser  Schrift  der  Herren  Rutherford  undFenwict! 
Mn«  liesondere  Eii^nlhümlicbkeit  soll  zu<:esprocbea  nerden  köi 
so  besiebt  dieselbe  ,   wie  es  uns  scheint ,    einzis  iiB<f 
das«  die  Gteicbaiigea  der  (lenden    Linie  und  der  E 
der  so«>sf  neistens  g:ehr3iichtichen  Form 
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und 

sonderB  in  der  Farm 

und 

"    ß    r 

in  Anwendung  gebracht  werden,  was  aber  bekanntlich  nicht  neu, 
und  wohl  auerst  von  Lame  in  seinem  Examen  des  differeu- 
tes  mdthodes  employ^es  pour  rösoudre  lestproblemes 
de  Geometrie,    p.  89.  gescheben  ist.    Kaeh  unserer  Ueberzeu- 

fung  wird  der  Vorzug  der  einen  oder  der  andern  Methode  mmier 
urch  die  besondere  Natur  der  jedesm^igen  Untersuchung  bedingt 
werdet^,  wobei  wir  aber  zugleich  im  Allgemeinen  den  älteren 
Formen 

und 

den  Vorzug  einzuräumen  geneigt  sind,  weil  dieselben  in  der  That 
allgemeiner  sind,  als  die  neueren,  und  nicht  auf  das  Unendliche 
führen,  wenn  man  den  einen  oder  den  andern  Goefficienteii  rer- 
schninden  au  lassen  genöthigt  ist.  Dabei  verdient  aber  immerliii» 
die  vorliegende  kleine  Schrift  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werde», 
weil  in  der  That  die  besonderen  Bequemlichkeiten,  welche  die  in 
derselben  vorzugsweise  in  Anwendung  gebrachten  Formen  in  ein* 
zelnen  Fällen  gewähren,  nicht  so  allgemein  bekannt  zu  sein  scheinen» 
wie  sie  es  'verdienen ,  und  die  Schrift  zur  näheren  Erläuterung 
dieses  bemerkenswertben  Gegenstandes  allerdings  ganz  geeignet  ist. 

Lamezan,  Gustav,  Frhr.  v.:  Eine  in  ihren  Principien  und 
Resultaten  neue  Methode  zur  Auffindung  von  Gurven,  welche 
Eigenschaften  eines  Grossten  und  Kleinsten  besitzen,  gr.  8. 
Würzburg.  1845.    8  ggr. 

(DiMe  Schrift  ist  uns  noch  nicht  zu  Grestclit  gekom«i«n  und  wird 
^  spätorhio  weiter  besprochen  werden.) 


Praktisclie  Oeomctrie. 


Die  Anfangsgriinde  des  georaelrisi^hen  Zeichnens.'^ 
Eine  Reihe   der  »vicLtigsteti   im  Prnkttaclien  vorko 
mendenElemeDtarconstructioneii.    Für  den  unter  rit 
in  Volks-    und  Ge werbscilulen  zusaanDeageetelit  v 
J.  H.  Knopauer.     Zweite  Auflage.     Zürich.    1846.    4. 

Nicht  bloss  den  auf  dem    Titel  genannten   Schulen,   sont 
auch  den   beiden  untersten  Klassen  der  Gymnasien ,   in  denen 

f;eometrische  Unterricht  meistens  noch  kerne  streng  wissenschi 
Lche  Form  annehmen  darf,  aber  eine  Vorbereitung  auf  densell. 
doch  iTÜDschenswcrth  und  noth wendig  ist,  glauben  wir  diese  Vi 
legeblätter  zuni  geometrischen  Zeichnen  empfehlen  zn  dürfen.  "* 
Figuren  sind  in  einer  zweckm.lssigen  Grusse  ausgeführt  und  bii 
eine  hinreichende  Mannigfaltigkeit  dar,  indem  sie  sich  nicht  bk 
auf  gerade,  sondern  auch  uul  krumme  Linien  beziehen.   Ein  Jedi 
wer  diese  sämmtlich  nicht  schwierigen  Constructioaen  ausEDfühi 
gelernt  hat,  wird  sich  dadurch,  aucTi  abgesehen  Ton  allen sonstif 
Zwecken    des    Unterrichts,    eine  in    vielen    Cällen    des    gi 
Lebens  recht  nützliche  Uebung  erworben  haben,  welche  lu  keiner 
Schule,  selbst  auch  in  gewöhnlichen  Landschulen,  ganz  unberück' 
sichtigt  gelassen  werden  sollte.    Freilich  mag  dabei  die  Anschaffung 
der   nOthigen   Instrumente    hin  und  wieder   hindernd  in  den 
treten,   wobei    aber    die   vorgesetzte    Behörde    hülfteiehe 
bieten  müsste. 

Godebski:  G^omdtrie  du  Jalon,  ou  l'art  de  resondre  leS 
probl^ines  usuels  de  g^ometrie  pratique,  al'aide  de  simples  aligne- 
mente  ;  contenant  de  plus  la  theurie  ^tementaire  des  transrersales 
rectiligncs  ainKi  que  la  description  des  instruments  et  des  moyens 
ordinaires  pour  tracer  et  mesurer  des  lignes  droites,  ouvi 
consacre  k  la  pratique,  in  8",  accomp.  de»5  n|.  Brux.  II 
1  Rtblr.  8  ggr. 

Guy,  M.  P.  G. :  L'art  du  göometre  arpenteur,  ou  Traitä  i 
geom^trie  pratique.    Paris  1845.    3  Fr.  50  C. 

Stampfer,  S.,  Prof.  der  prakt.  Geometrie  am  U.  k.  polyt 
Institute  in  Wien;  Theoretische  und  praktische  Anleitung  au" 
Nivelliren  und  zu  andern  damit  venvandten,  beim  Eisenbahnbl 
vorkommenden  geometrischen  Arbeiten,  (nebst  3  Kupfert.)- 
1845.    gr.  8.    Geh.  1  Rtblr.  8  ggr. 

Lehrbuch  der  hiiheren  Geod.'isie.  Von  Angua 
Decker.  Mit  drei  Figuren  tafeln,  Neue  Ausgab« 
Mannheim.     Verlag  von  Heinrich  Hoff.    1845.8.    iTlth^ 

Wir  müssen  die  Leser  des  Archivs  darauf  aufmerksam  machei 
dass   ihnen    hier   unter  dem  Aushängeschilde  einer  neuen 
gäbe  nichts  weiter  geboten  wird,  als  ein  längst  bekanntäSi  i 


iffung     ,1 


vor  mehrereD  Jahren  eiscliieneties  Buch,  irelcheia  ein  neacr  Titel 
Toreeciruckt  worden  ist.  So  vveiii^  wir  ein  solelies  Verfahren  des 
Verlegers  billigen  kOnnen,  so  soll  es  uns  doch  auf  der  andern 
Seite  freuen ,  wenn  auf  diese  Weise  ein  grösseres  Bekannttverden 
des  Buches  bewirkt  wird,  weil  dasselbe,  ohne  Neues  zu  enthalten 
und  aui  eine  gewisse  Vollständigkeit  Anspruch  machen  zu  dürfen, 
diejenigen  in  verscbiedeneu  grösseren  Werken  und  einzelnen  Ah hand' 
hingen  verstreuten  Lehren  der  höheren  G^hdäsie ,  welche  für  die 
gewühnlichen  topographischen  Mes8uneen'*ani  unentbehrlichsten 
sind,   in  einer  deutacheD  Zusammenstellung  enthält. 


Trigonometrie. 


lie  y 


Scott:  Plane  Trigonometry  and  Mensaration,  foc  the  use  of 
the  Royal  Military  College.     London.    1845.    S".   bound  9  a.  6  d 

Thomson,  J.:  Elements  of  Plane  and  Spherical  Tri^ono- 
metry ;  with  the  First  Principles  of  Änalytie  Geometry.  4th  edition, 
TCith  various  additions  and  improvements.  London.  1845.  8°°. 
ciothJ    4  eh. 


Praktisclie  meclianik. 


Poncelel:  Industrielle  Mechanik,  deutsch  von  A.  Hallbauer. 
Camptet.    Nürnberg.    2  Bände.     5  Rthlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.:  Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik 
auf  Maschinen.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  C.  11.  Schnuse. 
2  Bd.  I.  Lief.  gr.  8.  (nebst  2  littogr.  Taf.).  Darmstadt.  1845. 
Geh.  1  Rthlr.  8"^  ggr. 

Weisbach,  J. :  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen - 
Mechanik.  Oboe  Anwendung  des  höhern  Caiculs  für  den  Unter- 
richt an  technischen  Lehranstalten  etc.  In  2  Tb  eilen.  Mit  gegen 
iOOO  eingedruckten  Holzschnitten.  1.  2.  Lieferung  er.  8.  Braun- 
Whweig.   1845.    1  Rthlr. 


Astron  omie. 


,  Dr. ,  J.  H. !   üeber  die  Fisstero 
ßerlia.  1849.    Geh.    4  ggr. 


Thearetiska  Astronoiiiiens  GmmUr  fJir  Bpgyrnare  af  . 
B  red  man.  Astrunomiae  Professor.  Med  7  Tabeller  In  Steotiycb 
üpsala.    18i5.     8.    h.  2.  Rrdr  40  sk. 

Nv    Tabell     für    Luit»r  •  Uistansers    Cortinrande  ,     af  J. 
iatrand.     Gütliuborg.   1843.     1  arlc  4:o.    h.  Ssk. 

Benzen  berg,    J.    F.:    Versuche    liber  die  Umdrehang  ^ 
Erde.    Aufs  Neue  berechnet.    Düsseldorf.   1845.    gr.  8.     8  ggt 

Block;  Die  gregorianische  ZeitrechDuiig  Tum  J^hrc  1845  II 
lum  Jaiire- 2000  in  eiDcmTableau  dargestellt,  gr.  Fol,  Berlio.  S  ggf 

Siir  les  corrections  de  In  lunefte  m^ridienn 
M.  Lia^re,  capitaine  dugenie,  uDcieo  eiäve  del 
militafre  de  Belgique.     i. 

Die  in  dieser  aus  den  Schrillen  der  Akademie  der  Wisset^ 
schalten  zu  Brüssel  (T.  XVIII.  des  Mem.  cour.  et  M6m.  dei. 
eavantfi  etrangers)  abge<)ruckten  Abhandlung  gegebene  elegante  Bfi> 
handlung  des  Mittagsrohrs  empfehlen  wir  der  Äufmerlisamkeit  der 
Astronomen.  Wenn  auch  über  diesen  wicbtipen  uml  ititeressanleo 
Gegenstand  schon  viel  Vorzügliches  geschrieben  worden  ist,  so 
scheint  sich  doch  die  vorliegende  Abhandlung  durch  ihre  Eigen- 
thümlichkeit  in  mehrfacber  Beziehung  auszuzeichnen. 
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ff  ist  man  grossen  Dank  schuldig, 
er  eine  ueue  Ausc;ahe  des  im  Jahre  18^2  erschienenen, 
schon  eeif  lüngerer  Zeit  völlig  vergriffenen,  ersten  Tbeils  der 
treSlichen  Schuinacherschen  Halfstafeln,  welche  jedem 
Beobachter  unentbehrlich  sind,  veranstaltet  hat.  Dabei  düf 
aber  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  durch  HinzufflguDg  einer  gjrÜem- 
reo  Anzahl  ganz 'neuer  Tafeln  das  Weric  jetzt  eine  völlig  verSll- 
derte  Gestalt  erhalten  hat,  wie  für  die  Besitzer  der  älteren  At^^ 
aus  der  folgenden  ansfilhrlichen  Inhal tsanaeige  ersicbtlil 
wird. 


SD-         I 
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I.  Tafel  aur  Vcrvvandlnii^  der  SlerDzeit.  —  11.  Tafel  zur  Ver- 
wandluDf;  der  otittlerea  Zeit  in  äternzcit.  —  111.  Bcssel's  Kefrac- 
tions  ■  Tafeln.  —    IV.    Tafeln  zur  Reduction  auf  dea  Meridian.  — 


V.  Tafel  der  Logarlthni 


nl" 


ind  ,i  =  ± 


VI.  Logarithmen  der  HAheiiparallaxe  der  Sonne  von  10  zii  10 
Tagen.  —  VII.  Tafeln  um  aus  der  beobachteten  Zenitbdistanz 
des  Nordsterns  die  Polbübe  des  Beobachtungsorts  za  linden ,  Ton 
A.  C.  l*eterBen.  —  VIU.  Tafel  für  die  lUittagsverbesserun^  von  (iau^s. 
■  IX.  Tafel  für  die  Mitternachts  Verbesserung.  —  X.  Tafel  die 
mittlere  gerade  Aufsteigung  der  Sonne  zu  finden,  für  Par.  Mer.  — 
XI.  AllKomeine  Tafeln  für  Aberration  und  Nutatioa  mit  der  Con- 
ätante  der  Aberration  =  20",  4451,  der  CoDstsute  der  Nutation 
=  »",3335  und  der  Schiefe  der  Ekliptik  Air  1850  berechnet  von 
Herrn  Hofrath  Nicolai.  —  XII.  LSni;en  und  Ureiten  der  Haupt- 
stcrmvarten.  —  XIII.  Tafel  zur  Verwandlung  des Bogens  in  Zeit. —  i 
XIV.  Tafel  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen.  —  XV.  Tafel  zur 
Verwandlung  der  Zeit  in  Decimalthcile  des  Tages.  —  XVI.  Längelt 
der  Kreisbogen,  den  Halbmesser  =:1  gesetzt.  —  XVII.  Verbesse- 
rung des  aus  correspoDtlireoden  Hoben  abgeleiteten  Mittags ,  nenn 
die  Hüben  des  Vormittags  und  des  Nachmittags  nur  naBe  eleich 
sind.  —  XVIII.  Zeitbestimmung  aus  Z enithdis tanzen ,  niit  der  an 
das  Mittel  der  Zeiten  anzubringenden  Correction.  • —  XIX.  Zeitbe- 
stimmung mit  dem  Passageninslrumente.  ' —  XX.  Zeitbestimmung 
aus  den  Durchgängen  zweier  Sterne  durch  denselben  Vertikalkreis. — 
XXI.  Reduction  der  nahe  am  Meridian  beobachteten  Zenilhdistanzen 
auf  den  Meridian.  —  XXII.  Reduction  der  nahe  .im  Meridian  beob- 
achteten Zenithdis tanzen  der  Sonne  auf  den  Meridian.  —  XXIII. 
Metliode  die  Breite  aus  dem  Mittel  mehrerer  von  der  Culmination 
entfernten  Zenithdintanzen  eines  Sternes  zu  linden  (Mittheilung  des 
Herrn  Hofraths  Gauss.)  —  XXIV.  Methode,  die  Polbähe  aus  einer 
beobachteten  Höhe  des  Nordsternes  zu  finden. —  XXV.  Berechnung 
der  Zenithdistanz  und  des  Asimulhs  aus  dem  Stunden»  inkel.  — 
XXVI.  Grundformeln  und  Differentialgleichungen  der  sphärischen 
Trigonometrie. —  XXVII.  Inlerpolatioosmetbodefür  halbe  Intervalle 
der  Argumente  von  Gauss.  —  XXVlll.  Tafel,  um  für  eine  be- 
stimmte Polbohe  aus  dem  Stundenivinkel  und  der  Dcclination, 
Asimutb.  Hübe  und  para II acti sehen  'Winkel  zu  berechnen.  — 
XXIX.  Tafeln,  um  Hübenunterschiede  aus  Barometer  beo  bachtun  gen 
EU  bestimmen  von  Gauss.  — '  XXX.  Dieselben  von  Bessel.  — 
XXXI.  Dieselben  von  Carlini.  —  XXXII.  Verwandlung  der  Baro- 
meterscalen  und  Thermoraeterscalen ,  für  Pariser  Zoll,  Englisube 
Zoll  und  Millimeter.  Ebenso  für  Reaumur,  Centigrad  und  Fabren- 
heit.  —  XXXlll.  Tafeln  zur  Reduction  des  alt  französischen  Baro- 
meters auf  0' Reaumur. —  XXXIV.  Reduction  des  metrischen 
Barometers  auf  0°  Centigrad.  —  XXXV.  Reduction  des  englischen 
Barometers  auf  32"  Fabrenheit.  —  XXXVI.  Reduction  des  alt- 
französischen  Barometers,  nenn  Scale  und  Quecksilber  eine  vei- 
adtiedene  Temperatur  haben.  (Alle  diese  Tafeln  setzen  Scalen 
Ton  Messing  voraus.)  —  XXXVII.  Logarithmen  von  vierDecimal> 
stellen  für  Zahlen  und  trigonometrische  Functionen,  mit  Hinzu- 
fügung  der  Gauss'schen  Tafel  für  Summen  und  Differenzen. 

Man    sieht    hieraus,    wie    viel    des    NBtzUchen    diese    auch 
Sumerlieb  |^t  ansBcstattete ,   und  mit  eintr  deutsch  vHA   fttB-   | 
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xSflUch    verfaAsten    Einleitung    veti^ehene    Sammlung  vun    Tafel»iJ 
(iml  FormHn  onlhttll,  »clclie  kein  Beobachter  fenierlüti  wtrd  c 
Iwbren  kOnnen. 


Um  Staatsrath  v.  Struve  hat  den  sy slenia tisch eo  Catalogl 
d«r  Bibliothek  der  Sternn-arte  Pulkowa  ans  der  B«schreiltong  d"^ 
Slernwart«,  die  bis  aui  einige  Coirettoren  der  Kopfer  «-oUendel  ü 
besnnders  abdrucken  lassen ,  und  damit  den  Astronomen  ein  angf 
uebraes  Geschenk  gemacht. 

Librorum    in  Büdiotheca  SpeculBe  PulcovensU  cootentonnn 
Catalogus   Syatemalicus.      Ei    opere   deecriptionia   speculae 
seoreim   excudi    curavit,    indioe    aipbabetico    et    praefatione 
auxit  F.  G.  W.  Struve.     Petropoli   t™»  Academ.  Scient. 
1845.    8vo.    (437  Seiten,  Vorrede  XLtlU.). 
Schon    des  Formats   wegen    ist  dieser  Catalog  bequemer  zu  ge- 
brauchen als  der  in  dem  grossen  Werke  abgedrucne ,    aber  noch 
wesentlicher  ist  der  Vorzug,  den  er  durch  das  hinzugefügte  alpha- 
hetiscbe  Namen verzeichuiss  aller  darin   enutaltenen  SchTiftslelleri  J 
mit  KSckneisung  auf  die  Seiten,   wo  ihre  Werke  vorkommen, 
halten  hat. 

Uie  Bibliothek  enthielt  im  Anfange  dieHes  Jahres 
2242  Werke,    3109  Dissertationen,   und  60  Himmelskai 
Boivohl  einzelne  als  Sammlungen  von  Karten. 
Unter  den  Werken    belinden    sich  Kepplers  Manuscrlpte    in  1)^ 
Bänden.    Die   ganze  Sammlung  bestand  ursprünglich  aas  20  Bän^l 
den,  von  denen  aber  Tb.  6,  7,  8  nnd  12  sich  in  der  Kaiserlichen 
Bibliothek  in  Wien  befinden.     Dieise  Theile  enthallen  die  171S  von 
Hansch   herausgegebenen  Briefe,    und  sind  nach  dem  Abdrucke 
dort  deponirt. 

Der  Vorrede  Ist  ein  vollständiges  Verzeich niss  aller  Schriften, 
die  Kenpier  herausgegeben  hat,  beigefdgt,  das  41  Nummern  ent- 
bfilt.  Sie  schliefst  mit  Berichtigungen  zuLalandes  Bibliographie. 


Physik. 


Die  Reform  der  Naturwissenschaften.     AulTorderung  zu  eine 

§  rundlichen  Kritik ,  namentlich  der  Naturlehre.     Von  einem  Lehts 
er  Naturwissenschaften.     8.     Hamburg.    1815.     I'i  ggr. 


Anfangsgr, 


nde  der  Phy 
weite  Auflag 
,  1S45.    8.    3  Rthir.  8  ggr. 
freuen  uns  sehr,  aus  dem 


k.    Von  Andreas  von  Eq 
Mit  fünf  KupfertafelK 


1  baldigen  Erscheinen  einer 

^  ,  Ihen  Leh  ■•'"■■' 

d«n  Sehluss  »eben  su  kCooeD,  dass  die  Zahl  d 


iiroilen  Auflage  dieses  emp fehle nswerthcn  Lehrbuchs  der  Physik 
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1  athematieclien  Darelellung  d«r  Hauptlehren  der  Pbyslk  in 
^eutsr.hlaod  immor  noch  fiross  j^enug  ist ,  Aa»»  ein  Werk  wie  dos 

orlieeeiiile,  in  welchejii  die  muthematische  Seite  der  Darstellung 
vorwaltet,  sich  Bahn  zubrechen  im  Stande  ist.  Obgleich  Verhesserun- 
g«n  ülieroll,  tvo  me  nüthicivaren,  angebracht  sind,  so  hat  derVerf.  doch 
KU  vielen  wesentlichen  v eräaderungen  keine  VeraatagRuns gefunden; 
nur  Wurde  es  In  dem  chemischen  Abschnitte  für  ztrecEinässig  er- 
nehtef ,  durchgehends  nur  ron  Äcquivalenten,  nicht  aber  von  Atnm- 
ecivirhten  zu  sprechen,  und  aucn  die  Bezeichnung  damit  in  Ein- 
iclung  zu  bringen,  welchem  gcmäst«  statt  der  in  der  ersten  Auflage 
(tcliruuchten  lloppelatonie  Ho,  Na,  C/^  in  der  zweiten  Auflage  bloss 
die  einfachen  liuchstaben  H,  n,  Ct  aU  Zeichen  der  Mischungs- 
gewichte  stehen. 

tWir  Lilnnen  uns  daher  hier  auch  begnügen ,  auf  unsere  bei- 
^llige  Anzeige  der  ersten  Auflage  im  Literarischen  Berichte.  Nr. 
KV.  S.  237.  zu  verweisen,  und  Wflnschen  dem  emp fehl ens wer ihen 
poche  nur  immer  noch  grilsserco  und  allgemeineren  Eingang, 
r  Bessler:-  Handbuch  der  Naturlehre  nach  dem  Bedarf  der 
F*clrtinwr,' Künstler  und  Gewerbtreibenden ,  und  zum  Gebrauch 
MMBn  Uoterricht  in  technischen  Schulen,  so  wie  beim  Selbstunter- 
richt fGt  nraLliscbe  Techniker  und  Gewerb  treibende  und  Industrielle 
Cll>exbsupt.    Mit  500  Holzschnitten.    Wien.  1)^.    3  Hthlr.  S  ggr. 

ilandwilrlerbucb  der  Chemie  und  Physik.  2r  Band  2te  HKlIle. 
fH  —  K).  Heraiisgpgebeti  von  E.  F.  Ananst,  F.  W.  Barentin, 
JV.  H.  Dove.  t.  F.  KSmtz,  K.  F.  Klllden,  R.  F.  Marchaud, 
^-  Minding,  F.  W.  G.  Ra.Ucke,  J.  A.  W.  Roeber,  L.  F.  W.  A. 
^«»clieck.  Mit  ei nizeil ruckten  Holzschnitten.  Berlin.  1^45.  gr.  8. 
l     Ulhlr.  8gg,.      ■' 


Pr 


,  Ur.  C.  h.: 


"    •^iricm   al8   iinlosisch   erwiesen ,   nelist  einer  hundauieiitaltheone 
""er  (las  Bnninie'ter  und  die  Schwere.    Halberstadt.  1845.    8  ggr. 


ife' 


Ponlsen,    Dr.  Chr.  H. :    die    Contact-Theorie,    verlheidigt 
^eit   Faraday's  Abhandlung  :   „über  die  Quelle  der  Krall  in  der 
--j«»l ta sehen    Mule."    Inaugural- Dissertation,    gr.  8.    Heidelberg. 
■■«45.    6  ggr. 


Me 


ind    meteorologische    Beobachtungen    zu    Pra 
I   K.  Kreil.    5r.  Jahrgang,    gr.  4.     Prag.  184 


onin,  p^re:  Resume  des  observations  meteorologiques 
^itcs  ä  Nanui  pendant  l'ann^e  1844,  et  de  la  Constitution  miklicale 
^   la  mdme  annce.     In  8.  plus  un  tableau.    Nanci.  1843. 

Observntions  desPhenomencspäriodiaites.  Eitrait 
t^  Tome. Win.  desMemoires  des  FAc 
^»mtelles.    4. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Quetele 
»Iting  der  Resultate  der   bekanntlich  f 


eRoyalede 


enthält  die  Zusam- 
m  der  Akademia  der 


H'iMcnschnftmi  eii  Hrilssel  In  eiDem  sehr  »rossen  Maasssti 
imU'rnuiiiracnoii  und  reratilossten  Beoba<:I)tiiiii;en  <ler  periodiscd 
Phänomene  fflr  1843.  ^ 


Bertrand,    Alex.:    Lettres   sar   les    revnlutions  da  ) 
F.nrichics  de  noQTeltes  notcs  nar  Arago  etc.    Mit  4  TaC 
l«4ß.    fi  Fr. 


De 


r    physikalieche     Ann 
ittel    ■      ■'  ■  ■ 

richtsi 


t  ,     insbesondere 
iRchulen    und  aodozL 
Von  Dr.  J.  Heussi.  Oberlehri 


I 


]8tulteii 

-.-     -.  - ^-f;!-     \.^ -    -  -     -, --- 

Parchtin.    Pnrohim  und  Ludwigs hist.   1845.    8.    6 

Diese  kloine  Schrift,  welche  ursprünglich  als  Abhandlui 
Schulprogranimos  des  Gymnasiums  zu  iVchim   lür  184S  g 
hat.  ist  angehenden  Lehrern  der  Physik  an  höheren  Cuterricl 
stalten,  namentlich  solchen,  deren  erstes  amtliches Gesrhüfl,  W 
namentlich  jetzt  hoi  neuen  Anstellungen  häufis  der  Fall  isti 
Anschaffung  eines  neuen  oder  wenigstens  vollständigeren  A(i 
lischen    Apparats  besteht,    zu   empfehlen,    weil    sie  in   dt 
manche  beherzigungswerthe  Andeutungen  finden  werden.    I 
in    dieser  8chril>    a(ii<i|res  pro  ebenen   Aneichten    über    die 
aus  denen   ein   liir  eine   hühere  Lehranstalt  bestimmter  ph 
Bcher  Apparat  vi^rzu^sweise  besteben  muss,  erklären  wir 
Allgemeinen    vSlIig    einverstanden.     Da  die  zu  Gebote  st« 
Mittel  meistens  be^rhränkt  sein  werden,  so  wird  immer  toi 
der  Grundsatz  fesli^ehalten  werden  müssen:    Weni^,  abei 
Wenige  gut,  was  auch  gaaz  die  Ansicht  des  Herrn  Verft 
zn  sein  scheint.     Natürlich  müssen  so  viel  als  mögUcb  alh  " 
lehren  und  unter  denselben  wieder  rorzuc^weise  diejentgen 
werden,    welch«    besonders  eine  Begründung  auf  experimei 
Wege  erlordeni.     Aber  auch   für  die  einer  luehr  matheutal' 
Be^rfiadung  nthigen  Lehren  sind  einiee  zweckmässig  eingei 
Apparate   sehr  wünscheuswertb ,    weil  es  immer  für   die  t 
höchst  anregend  und  belehrend  sein  muss,  wenn  ihnen  die 
U  ebereinst  im  mung  der  auf  rein   theoretischem  Wege  gefo 
Resultate  mit   dem  Ei^ebnbs    unmittelbarer  Erfahrung  vor 

gelegt  werden  kann.     .\uch  auf  einige  weniger  alli:emeiti  bc 

Apparate,  wie  z.  B.  auf  das  Itlonochord  und  den  Orgel appaiAt 
Lange    in   Berlin  ist  in  dieser  Schrift  anfmerki^.-im  gemacllt 
den ,  was  derselben  ebenfalls  zur  Empfehlung  gereicht 


im 


Vermischte  Schrinen. 


neueelen  Theile 
I  Jour 


ence  and  Art«.   Coti- 
I  atidBeojamio  Silin 


1  America: 

tlurlod  liy  Prnle 

mu.i.  Ne«v  Have 
enlliiillen  ausser  vielen  anderen  facmerlceiic^irerthen  natiirivisHen- 
BcharUiuben ,  vorziidich  aui-h  chemisvhon  Abbaiii1lung«n  die  fol- 
gsftdcn  matheniati gellen  und  physikalischen  Aufshtze. 

Vol.  XLVI.  181J.  Nro.  I.  Art.  I.  On  the  Actioo  of 
Yell'-w  Lijjht  in  prinlucing  Ihe  (freen  Color,  aml  IniÜgo  Light  the 
Hoveinonts  of  Pliinls  ;  l>y  I).  P.  Gard  ner,  M.  D,  p.  1.  —    Art, 

IIV.  Ofl  the  Mode  »f  Forniiitlon  of  the  Tuils  uf  Oomets,  hy 
«r.  William  A.Norton.  ]..  104.  —  Art.  XVIII.  Te  Variation 
nUln  of  theMagneticNeedle  at  Nantt:cket ,  Mass.;  hy  William 
ntchtll.  p.  157.  —  Art.  XXII.  Notice  of  Travels  in  Ihe  Alp» 
f&lTOy>  and  olher  parts  of  the  I'ennine  Chuin,  witb  nbservations 
t  Ölt  phenomena  ol  Gladers;  by  James  ».  Forbcs,  F.  R.  S, 
:  Nt«.  II.  Art.  V.  Statem«iit  of  Elevations  in  Wisconsin ;  by 
A.  Lapham.  p.  l'S8.  —  Art.  VII.  Abstract  of  a  Mefeorological 
Journal  lor  tho  year  1813,  kept  at  Mari«tta,  Ohio  ;■  by  S.  P. 
Htidreth.  M.  li.  p.  277.  —  Art.  VIII.  A  Weelc  among  the 
GlnciLTK;  by  Ür.  H.  Allen  Grant.  p.  281.  —  Art.  XIV.  On  the 
ParalWograin  of  Forres :  by  Prof.  Alesander  C.  Twinine. 
p,  3-24.  ~  Art.  XVII.  On  tlie  possible  Variation  in  the  Lenpth 
of  tho  Oay.  or  of  the  Times  of  Rotation  of  the  Earth  upun  its 
Axie;  by  Prof.  W.  W.  Mather.  p.  344. 

^^-01.  XLVII.  1844.  Nro.  1.  Art.  IL  Kesearches  in  Elu- 
tion of  the  Distribution  of  Heat  over  tlieCIobe,  and  especially 
the  Climatic  Features  jieculiar  to  the  Region  of  the  United 
„.„.es;  hy  Samuel  Forry,  M.  D.  p.  18.  -  Art  III.  A  new 
Mvtbod  for  computinff  Interesl;  by  Geo.  R.  Perkins,  A.  M. 
p.  51.  —  Art,  Vi.  Observations  uiion  the  üip  of  Ihe  Magnetic 
Needle;  by.Prof.  Thomas  Hobart  Perry.  p.  U.  —  Art.  VIL 
Astronomicol  Observations  pcrformed  at  the  Imperial  Obsefvatory 
of  Pitikova;  translated  from  the  Bibliothenue  Universelle,  «f  Octo- 
lier  1843;  hy  Jas.  Nooney,  Jr.,  A.  M.  p.  88. 

Nro.  II.  Researches  in  Eliicidation  of  the  Distribution  of 
Heat  over  the  Globe,  and  especially  of  the  Climatic  Features  pe- 
culiar  to  the  Region  of  the  United  States;  hy  Samuel  Forry, 
M.  D.  (concluded).  p.  221.  —  Art.  II.  On  the  Condilion  of 
Eqiiilibrinm  betneen  Living  and  Dead  Forces;  by  Robert  Henry 
Fauntleroy.  p.  '241.  —  Art.  IV.  Comparison  of  Gauss's  Theory 
of  Terrestrial  Maj^netism  tvith  Observation,  by  Prof.  Elias 
Loomis;  p.  278."—  Art.  VI.  Abstract  of  a  MeteoroJagical  Re- 
gister for  lo32— 43,  kept  at  Rio  de  Janeiro;  by  Johu  Gardner, 


Esa.  p.  290.  —  Art  IX.  Seglar  Aeedentton  of  theMopn'sBlM 
Motion;  by  Jame«  H,  Cofiln.  p^  384  —  Art  XIIL  On  tte 
MeaBure  bf  Pol^obs;  by  Pi^f.  6et>rge  €.  Whitlock.  p.  380. 

Vol.  XLVUL  1845.  Nro.  I.  Art.  10.  M^Detical  IdwÜ- 
satioDs;  by  tbe  Rer.  William  Scoresby,  B.  D.  p.  33.  <— 
Art.  IV.  A  oew  way  of  obtaining  tbe  Exponential  and  Lo«uritbiie 
Theorems;,  by  Prof.  Theodore  Streng;  p.  36.  —  Art  XIL 
New  Experiments  on  the  Solar  Speetrum;  commnnicated  by  Prüf. 
Olmsted.  d.  137.  -—  Art  XV.  Effect  of  a  contracted  spaeein' 
obstmcting  tne  Vibrations  of  a  Mereiucial  Pendnlnm;  by  George 
Baker;  p.  156 

Nrol  IL  Art.  IL    Remarks  bv  Dr.  Hare,  on  a  recentJM- 
enlatfon  by  Faraday  on  electric  eondnction  and  the  natnre  of  üAlVf 
p.  SU7.  —  Art  Vit.  Abstraet  of  a  Meteorologieal  Journal,  for  tte 
year  1844,  kept  at  MaHetta,  Ohio;   by  S.  P.  Hildreth,  K  D. 
p»  287.  —   An.  X.  Observations  made  at  New  Haven,  CoIMl,  ob 
uie  Shooting  Stars  of  the  August  Meteoric  Period,  in  1841;:  flHi- 
municated  by  E.  C.  Herr  ick.  p.  316.  --    Art  Xm.    Idearfan 
Atom,   sugffested  by  the  phenomena  of  weigth  and  teflipiMiln; 
by  JamesD.  Whelpley.  p.  352. 

Den  beiden  Nummern  eines  jeden  Bandes  sind  imiMr  iddk- 
haltige  bibliograpUsche  Notizen  und  Miscellen  beigegebeo,  mitm 
dieses  Ifingst  bekannte  treffliche  Journal  ftlr  einen  Jeden,  weriU 
mit  den  Fortschritten  der  mathematischen  und  pfaynikaBscki 
Wissenschaften  in  der  neuen  Welt  bekannt  machen,  und  b  fin^ 
wahrender  Bekanntschaft  erhalten  will,  ganz  uneBtbeküflk.^ilL 
Wir  hoffen  ununterbrochen  im  Stande  zu  sem,  den  HanpHnhalf  dtf 
rinzelnen  Nummern  bald  nach  ihrem  Erscheinen  in  dem  IMmaA- 
sehen  Berichte  anzugeben,  und»  was  uns  besonders  beMsdotei- 
werth  und  unsern  Stecken  forderlich  zu  sein  scheint,  Is  fai 
Archive  mittheilen  zu  können. 


Druckfehler. 
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9.  tot  4es  Afddrs  setse  man  Z.  7.  hinter  obtiendra  efai  CtW 

„ea"  In  „ 


«ad  verwandle  Z.  8.  „ea**  In  „on'^ 


Ji 


I 


XXVI II. 

tJLlterarlscIiei'   Bericht. 


Oescidchte  der  Dlathematlk  and 
Physik. 


Id  dem  neueeten  Bande  der  Anii;alen  der  k.  k.  Stern- 
warte in  Wien  (Drei  und  zwanzigster  Theil.  Neuer 
Polge  Dritter  Band.)  hat  Herr  Director  C.  L.  von  Littrow 
einige  interessante  iNutizen  über  Kepler  mitgetlieilt,  Heldie  nlr 
Vier  ausheben,  da  die  trefflichen  Aniialen  der  Wiener  Sternwarte, 
die  nach  dem  Belehle  Seiner  k.  k.  Majestüt  luif  lifTentiiche  Kosten 
heran spegeben  werden  .  ivohl  nicht  vielen  Leuern  des  Archivs  zu 
(üeaicht  kommen  dürften. 

In  der  zu  Linz  erscheinenden  Zeitschrift  ilea  Museum 
Francisco-Carolinura  lilr  1842  finden  sich  mehrere  AufsHtze 
'  von  Herrn  G.  Kapp  iiher  einige  Kepler's  Aufenthalt  in  Ltnz 
betreffende  sehr  interessante  Urkunden,  die  man  im  Archive  der 
ob  der  ennstschen  Stünde  aufgefunden  hat.  FÄu  Fucsimiie  eines 
Theils  einer  dieser  Urkunden  theilt  Herr  Üirector  von  Littrow 
in  dem  genannten  Bande  der  Annalen  mit,  und  bemerkt  zu  liesse- 
rem  Verständniss  desselben  vorher  Folgendes: 

Kepler  bekleidete  die  Professur  der  Mathematik  an  der  Land- 
schaflsschule ,  seine  HauptheschSftigung  bliel>  aber  die  V^erfertigung 
der  Rudolphin  lachen  Tafeln,  und  nebenbei  der  Lundniappen  yitn 
Obenisterreich.  Auf  die  letztere  Arbelt  scheinen  die  Stünde  he- 
sondern  Werth  i^elegt  zu  haben,  weil  die  vorhundenen  Karten 
von  Lazius  und  Hirsvogel  unrichtig  und  unvojlkomnien  \Taren.  Die 
Fortschritte,  die  Kepler  seit  dem  Jahre  1014  In  deren  Verbes- 
serung gemacht,  dünkten  den  Ständen  zu  geritig,  und  es  scheint, 
dasa  sie  es  an  Betreibungen  ninht  fehlen  liessen.  Kepler  fühlte 
die  Schwierigkeit,  zwei  so  weitlSuGge  Arbeiten,  deren  eine  die 
andere  ausscnlosa,  neben  einander  zu  ftSrdern.  Nati'irlich  lag  ihm 
Band  VII.  21 
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Ulf  rnlerschrilt  tllesea  Berichts  lautet  würtlicli  v«: 

Die  Aul'scbrift  ist  folgende : 

3o6an   Jtei»Iftö  Matliemntici  gehcifiimilefi  anpringf». 

Hier  bat  uUn,  ivas  jedvni'alls  liüchst  bcnierketiäwerth  Ut, 
tistiT  l)«!rilhiuti!r  L II n (Ismail ri  seihst  seinen  Namen  in  dereelhün 
icfarirt  einniul  Keppler,  und  einmal  Kepler  ^'t-^ch Heben, 
"»aller  bemerkt  Herr  Direetiir  v.  I.ittroiv  mit  Hecht,  ibiss  hier- 
nach die  Schreibweise  dieses  gefeierten  Niimens  der  Willkfibr 
anbeim  gestellt  zu  sein  scheine. 

Man  ist  Herrn  Üirector  v.  Littrow  fflr  diese  Miltheilungen 
>8Beu  Dank  echuldi».  so  wie  flbcrbannt  dergleichen  Jleitrüse 
nir  Geschichte  der  Mathematik  sehr  dankbar  aufzmiehmcn  sind. 
Bei  einem  Manne,  der  nie  Kepler  ein  so  sehr  hevre<{tes  Leben 
gelührt  bat,  und  seinen  Wahneitz  an  so  vielen  verschiedenen  Orteu 
aufzuschlaitun  geii'llbiet  getveeen  ist,  würden  sorgfallige  Naehlnr» 
Bcbungen  über  sein  Leben  an  diesen  verseil iedenen  Orion  gewiss 
,XM  manchen  nicht  unnichtieen  Resultaten  führen  und  211  interes> 
santen  Mittbeilun^ea  Veranlassung  gehen  kiinnen.  Sn  ist  2.  B. 
Kepler  bekanntbch  auch  kurz  vor  seinem  am  15.  November  1(^1 
—  Regensbui^  erfolgten  Tode  Professor  der  Mathematik  zu 
ustock  genesen.  Uebor  diesen  freilich  nur  sehr  kurzen  Ab- 
Bchnitt  seines  Lehens  ist,  sn  viel  uns  bekannt  ist,  bis  jetzt  nichts 
JenüKendos  veröffentlicht  worden.  Daher  möchten  vvuhl  einige 
Üachlorschungen  in  dem  dortigen  Uiiiv4!rsitÜtsarchive  über  die 
älichste  VcTanbissung  seiner  Berufung  und  über  sein  i^anzes  dor- 
tiges Wirken  wij lisch ensMcrIh  sein,  ivelchc  gern  in  das  Archiv  der 
ftlatliemalik  und  Physik  von  uns  aufgenoniiiiGu  »erden  würden. 


In  Nro.  ^.  und  44.  (ausgegeben  den  L  Mai  1S45),  und  ISro. 
—  40.  (ausgegeben  den  10.  Juni  1845)  der  Mi  t  theil  ungeii 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  bat  der  Ar- 
chivar der  Gesellschaft,  Herr  Rudolt  Wolf, 

Auszüge  aus  Samuel  Königs  Briefen  an  Alhrecht 
von  Huller,  mit  literarisch- historischen  Notizen 
mitgetheilt,  welche  auch  in  einem  besondern  Abdruck  als  für  sich 
bestehende  Schrift  erschienen  sind. 

SamuelKönijg,  welcher  1712  zu  B  üdi  ngvn  cebnrenivurdc  und 
nach  mancherlei  Schicksalen  im  August  1757  alsHofrath  itnd  Biblio- 
thekar des  Prinzen-Stalthalter  von  Holland  und  Professor  der  prakti- 
icbea  Philosophie  an  der  Ititlerakadcmte  im  Haag  starb,  gehört  zwar 
nicht  zu  den  grüssten  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts, 
nimmt  aber  neben  denselben  keine  unniinlige  Stolle  ein.  Am  meisten 
ist  er  durch  seinen  mit  Maupettuis  mit  grosser  Heftigkeit  gv- 
fahrten  Streit  über  das  Princi|i  der  kleinsten  Wirkung  und 
sein«  In  dieser  Streitsache  unter  dem  Titel  Ap|iel  au  public 
erschienene  Schrift,  seine  El  immens  de  G^o  m  ätr  i  e,  contenant 

a:  * 


tem  six  Premiers  livrca  d'CurlUe.    A  la  Hay«.  l^a  i.\ 
und  verschirHpDP  viniHit«   AbhniictluniEm  b»kuiüt  gftrnrdeD.    In 
•I<<n  VOM  HvrrN  Wulf  mit(ii-th>.-ittPN  ItrU-fen  0t^t  Küutg  srinaA 
liar(lhint«Ti  I^aiidismiiTiiii^  iVlltrccIit  v.    Huilpr  unanKi;«'«'l):t  Nach? 
rieht   fiWr  »mu«  äiliiikHul«   uml  n Wcnix-Iiiiftlidioii   ArlielUii  itnff 
Itr8trehun^«>n ,  vor/-i'>!il<cb  iiatfirli'l)  filier  iliv  <rrivikhn((^  Strcitsac^^ 
DiKMfUtnii  l-Mnen   rium   helir  fii'lkn  Itliik  in  ilua  Tn-ibeti  d«r  G^ 
Iphrted  <lrr  ikmiiliKcii   Zeit   iinil    cini^'iT   !£<?lelirlen  npsffl«chiine| 
lliiin,   iiikI   Biiiil   k'ileiil'alln   viri   selir   ikukL-ii'in erthor  Üeitrag  1 
4i(>Hchi('litc  iler  .Vlalhciiiurik.     Die  >S|iriH'hc   i^t  niclit  seilen  ettr 
ilerli.  iviv  z.U.  iu  dein  Fr  une  quer.  ^.Juin  17-lS  datirten  Dflefea 
wn  KUnig  u.  A.  Foli^eiideN  im  Hullcr' schreibt:   ,,Oti  nie  n»nd« 
qij'un  uoii^e  a^rieu dement   ä  ^tahlir  ä   Itenie    nne    profession    da 
inath<iinutii}^n<i,  tela  eat  iidmirublc;    imii)«  je  vnis  (|ne  cela  v»  da«H_ 
l'aDcieu  traii),   pui»«ijue  daii»  le  Gutachten  du  senat  acad^iniqiic> 
Mr.  Engelhard,    pur   Je  canal   npjiaremeut  de  i]ueh[ue6  odiIh,   «st 
nUs  en  avant  comme   fort  uapable  de  poete.     De  grdc«,  moii  chfr 
Monideiir,  jiuiK^iie  Vous  avez  vu  ce  qiie  c'est  (|ue  matb^niatitjuee 
mdiejc  Voiui  un  peu  de  cetto  affaire  lä,   puisque  Vns  amls  qnt  <mt 
du  credit  s'en  rapportent  k  Votre  juijeuieiit.     Que  sarent  ces  Mes- 
aieu»  du  (Gutachten  de  Mr.  Engelhard  et  de  ses  matheniuli<)uef!, 
qui  »nnt  aiusl  pea  son  fait  (pie  la  mt^decine  est  Je  mlen:  il  oe  n'y 
est  ianiais  appliqiid  et    ne  ne  doiine  pas  pour  cela.     II  en  eet  de 
de   Ulauuer   <iue  je  cnnnaia  particalierement ;  c'e&t  un  tres- 
pauvre  diahle,   aiisoluiiient  Biins   cenie  et  sans  scieDce  et  absolu- 
medt  incapahle  d'nn   tel    poste  **).    Je   n'en  dis  pa<i  autant   d'on 
cerlain  honitnc  du  paya  de  Vuud,  aomme  Mr.  M^ard,  qui  iait  le 

er  d'iivocat  ä  ueriie;  celtü-lä  est  fort  hahile,  an  poiut  que  j'iii 

jiDuvoir  Je  recoinmander  ä  Petershoar^  en  qualit^  de  geom^tre, 
il  n'a  pas  votilu  y  aller  u.  s.  n."  Vnn  einer  andern  Art  ist 
der  flchi'ine  vrm  einem  tiefen  GemOth  zeueende  Brief  Franequer. 
19.  iUi:einbre  1747,  in  welchem  er  Ualletn  den  Tod  seines 
von  ihm  erzogenen  Bruders  anzeigt. 

Jedenfalls  hat  Herr  WnlF  durch  die  Sammlung  dieser  Briefe 
einen  danlierivvvertheu  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  über- 
haupt und  der  Geschichte  der  Mechanik  insbesondere  geliefert, 
in  welcher  letzteren  der  Streit  zwischen  K5nij;  undMaupertui 
fiber  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  wenn  auch  die  wissen 
Nchaftlichen  Resultate  desselben  nicht  gross  genannt  werden  dflrfeD, 
tmnier  eine  nicht  ganz  nnhedentende  Rolle  spielen  wird. 

Sollle  sich  Herrn  Wolf  noch  Gelegenheit  zu  ähnticlien  Mit- 
theilungen darbieten,  so  verdient  er  alle  Aufmunterung,  dieselben 
dem  mathematischen  Publikum  nicht  vorzuenthalten. 


i 


*)  Ea  giebt  auch  eine  Ausgabe  von  1762. 

**)  Geraile   alier   liicser   pauvre  riiable  erliielt  nach  Hiirrit  Wolfi  8o-  J 
nierbung   im  Jahre   1749    die   neue  ProfcMur,   und  war  in  dcnclfaen  der  1 
Vnr^nger  doi  verdienten  Trallei,  wolclior  apiiter  AbadBiniber  tu  Berlb 
wurde,   and  als  solcher  im   Jahre   1B22  auf   tiner  Keiae  lur  Besorgvsc 

•  PendelappBTBl«  in  London  plötilich  starb. 


Systeme,  Ijchr-  und  IVörterbächer. 


WüTterüucli  der  uugeKanJten  Mntbeinat  ik.  Ein 
Handbudi  £ur  Benutzung  beim  StuOium  und  prakti- 
ficben  Ileti'iebe  derjenigen  Kunst«  und  Gewerbe,  wel- 
tbe  Annendungun  der  reinen  Mutbeniatik  erTordern. 
Zugleich  als  Fortsefzun<;  des  Klügel'ächen  Wr>rter- 
buch»  der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehre- 
ren Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G. 
A.  Jahn,  Dr.  Philos.,  Lehrer  der  Alatheniatik  und 
Astronomie,  u.  s.  n.  zu  Leipzig.  Zweiter  Band.  M—Z. 
Mit  vier  Tafeln  Abbildungen.     Leipzig.    1S45. 

Mit  dem  Torliegeuden  ZHciten  ItanJe,  der  auch  einige  Zusätze 
zu  hei  den  Blinden  enthalt,  ist  dieses  Wörterbuch  der  angenaudten 
Mathematik    gesclilnssen.     W;is    in    dem    Literarischen    Berichte 
_  Nro.    XSIL    S,  3'J9.    zur   Empfehlung  des  ersten   Bandes  gesagt 
I    trorden    ist,    gilt  auch  von  diesem  ganz  in  derselben  Weise  bear- 
'  belleten  zweiten  Bande.    Uenu  wir  sind  fortführend  der  Meinung, 
dass  dasselbe,    ohne  tiefer    in    die  Wissenschaft  einzugehen  und 
überhaupt  höhere  Ansprüche  zu  nilchen ,   in  dem  auf  dem  Titel 
näher    bezeichneten   Kreise    recht  nützlich   wirken  wird,    und  als 
UUIfsmittel    zum    Nachschlagen    gute  Dienste   leisten  kann,    wenn 
n  über  irgend    einen  Gegenstand  der  angewandten  nder  techni- 
schen Mathematik  eioe  augttnblickliche  nicHt  tiefer  eingehende  Be- 
L  lehrung   und  einige  Nach  Weisungen   über  die  betreffende  Literatur 
I  verlangt. 


Aritlimetik. 


ithmetik    für 


höhere  Bildungsan- 
^hologischeuGrund- 
chts  neu  entwickelt 
e  Abtheilune;.  ßie 
len  Zahlen,    tlanno- 


Lehrbuch    der 
stalten.  Aus  histi 
lagen   für  die  Zwecke  des  Un 
von   Dr.   Theodor  Wittstein. 
Operationen    an    einfachen  ral 
ver.    1840.     8  ggr. 

In  der  Vorrede  macht  der  Herr  Verfasser  vorzüglich  auf  zwei 
Eigen tbumlJcbkeiten  aufmerksam,  durch  welche  sich  dieses  neue 
Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  andern  Lehrbüchern  auszeichnet, 
von  denen  die  erste  die  wissenschaftliche  Systematik,  die 
zweite  die  Methode  d  er  Darstellung,  ivelches  Ausdrucks 
wir  uns  hier  fürs  Erste  bedienen,  nachher  aber  den  eigentlichen 
Zweck  des  Herrn  Verfassers  näher  bezeichnen  wollen,  betrifft. 

In  der  ersteren  Beziehung  wird  das  folgende  Princiji  aufge- 
stellt:  Jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  Arith- 
metik   musH    entweder    ein    FoTtschrill  in  der    Reihe 
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/irr  Kf  lÄ  •»;  >i  V  j?idr?e  ^  .  oder  ein  Fortschritt  im  dir 
Ei,l{  if^r  Ziiiurj  ^'^ttuafjt^n  sein. 

-\i»  J>    r-^'reite    üjeDthumlichkeit  bezeichnei  der  &«rr  Vcr- 

fL9^>if?  -cl^e  zluTii  lieh  e  Ai:fl"A>suD  s-  welcher  t-jd  iiua  dsr^- 
ciT;£T£  *il*  irl:hr«rri?-:hfr.  i*l»jei:re  üMenvorfeL  werden,  wor 
i-i  Llti  ke-^&tsT«  e^:*  eir.-e  Ik-riLUcL^  der  Ge^r-nieDie  iCr  die  Zw 
de-:  Arlr-*3;..*Tlk  ^eT-sL^rdes  w:s>er  i^ill.  s-jr-ieiii  viein^efar  dfc5  Ck- 
ri*4,":er*>;"-.Svit  <-lr.<^r  ^ei^iss^r  kiüsse  ^os  F>ni-e:>.  «die  HerWrl 
ä*Lr  jiLSi^eirL  K<- -rier. :  cnaer*  ceDLS.  ci.i  zu  de^iea  uk^  & 
ZlIi:  £<•?-•' r;.  kii.::i;  «-rkec-L:.  di^s  skh  ;r«  ibi-ei  d*r  L'ei*erirutE  ▼*• 
irpeTid  «-iwiL  L.tii**r..:e  .4  J'j  :ri:*r/d  ^-liezi  ii-d^-m  i.  zjmr  ix:nk 
Veni-*rr^ji.:;i:  <'.:#e^  i-^is^h&T  Äez-i".  :er.  L*€-i::*li?.  ^  is^rlire-a  Iftsse. 
Wi.zt  i»iiil  k:::.!!«*.  ii.?ö>  :.c>e  F^rrT.";  ltli  e;i»e  liiiL^-n^Sc^ii  IulW 
^•öf?:  fj»f  *-.r.:"i.:Le  R*-.hf^  ':-.:£e  .  "^er.r.  dtr  Uf-r^errtiii:  "«i«xj  ^  xk 
C  i'Oli.^ <•&::.£  *::«-:*  iir:h  Li>  r.JTii!^*.«-  i5  L.r*fi:riL£«-if*^ii  sibss» 
^jt  i.  K.  :k-.  ä*-:  Z*-.:  -T'I  if-r  :et..*-i  Ll\.1.  ^hs^nt-h  im  «aa- 
cer«-ii£rf»s*tr:f-r.  Fl':«-  x-ilrt-r*  I >-T;:f :.s! ro«-:  LLi»«*  :•£<-?  Relbeii  tob 

r'r  üif^f!  "•e!,,r-*.T  i^.  ;,**;:  f- :•*-:  A:«  frr:.T.£f:  r»#T:"tf:fL-  i«üii«idben 
iJ»e:  .  ci>«i>  ü  f >f-  Srlr.:':  :t:>?*'>  »!•:*-*  m«:!.  lire  k^-afni»- 
v«*r:bt  A  ".rTf-:*    t-.j   £*.:  LM.r*-""r  i:    j«' if'-fT  l~!  :f-T? :•*.•": äLUSTkhen 

im:  dif-  A:T  Li"£  VV'fs,.*.  v  *  '  f :  r^«.'^  ^  *t;'i-<?**-t  ^uLTfrfaiii  die 
LeL-f  1  fii  DfT  mii;i  :i.i:"^i  Zj^r.lf-r  >f .!•*•:  ri  inui»"Wi.  Aufiasfnimr 
De:  ZlIi;  i.iif-iiLi::»:  di  Ter:rLr»fi  imc  ,i  sfi!  >"^sTf«n-  «inreiheB 
vr'L  .    V 'ic'i;— L    t*T    sf't.    :■.;..-»    ^"•••!~if    Vf.~::if.i:i.:   «»rv  f-iiei.    wird. 

Vi*:  f-  ««vjjü*  i.::^'  *• !  B»'~:  L>:fr'M  ;  r-  *'i:'*»'  ZutneT  ..i  ie  id 
fiit*  Zi.i.»*':  *  !  '  :  t  ■*•■•;.  !:i*  :!  ;  :.»  >--."!:  .  *••  .-.~  :hiiifrik  und 
II    e:i    *«?fii«*-!'::.^t»*  i  f  Ij~1iii-!    Lf*:?."..'»*'!    ;  i  *'>*  :-i.  ifiirimn»«*!.  und 

"*^  r  en.:':fiii*'i    t.i.iie'   ilte?«-?  ^«'i-M'  t   Ii'l.•!;Tll..:^  t.l  i»e>nnderer 

■i-ii;.iiir  Li**i.      n..j'      .•^'.      -r     jL" 

'\   ,-,a.<--.  j*,,    ■-•,,..-  /,.    "• -*^- .-..:-"  •iir'v'.c       *    «-rfici«  "F    li:!*.*!.  den 

Vi**:ti.,(iP'  .-.    1.       .VI"      I.* . -ii'- *-        -T     '*•   U.-T'        I»f»utsrh 

•--  n  i    -   T    '  ^      J  ..'     A    ♦     >-.''•-,       -.".:-.        T*4n.    4. 

Ih**^*   ..ii-'    ,;":i»*T     V-,  ii»   >j  I    r..     •»**    "^t»-  •••    .  -■   '»•"^liniiii- 

tf»i     ir.t-iT.ii*    »r-*-r..-.*::;.'eT      -i-ir    rv.'    S^.t  i 'w.«     .-;  • '".•^r* tuende 

Aiitia!.diui;C    s-i"  .-.i>     ^   •.    X:i.    V»"-  Ni. .    -i   :.    »^--^  "^        SrienL 

.  tp^u.    jh^^-tiü**'-   . ':j-»:':'  ;;:     T  *'H'»'  i»-*   I^  -  ..  .'- "^  •■  •  können 

V. r    iiir..    !.«  n*    't«B^--    ..>    :".:.     .'■"    '    .j-- .••^t    ■■.^--■'•-  ^'     -f^ti  deft 

fi«*^l     ^  *"';.:-'i«'*-   ..IJ-i-i!"*-   f»"I       ..I».i':r    «t>    r-/.":<     '  *>-    iies  in- 

i^r^aie*  inutni»i«>*  «    -    :    ci*»ui  *s'»-*.^e*  i^rsr^n-tip^  .-    .  '--.lies,  qui 


BD  iir«seijlcri(,   ilaiit   l'une.    ftuvoir   lu  ttubutitiitian  k  faire   iiuur  Ip 

Fmiluil  ilc3  diflr^ritnliulk'M,  u  dtfiiuis  Inng-teiii»  4U  cuiiaid^r^e; 
Bittre  Tflnlive  atix  liniileN,  ti'ayarjt  jnmaiH  ^t^  bieii  discut^e,  f^ra 
J'nbjet  ilu  miimoiri'  (irftseiit.  Em  exnininurit  iine  integrale  multiple, 
prisc  entre  des  limitp»  coii.xtantOf<  et  Kuies,  uii  trouve,  «jii'elle  n» 
])eut  puH  eti  t^entiral  apres  tut  transfitrmat'ion  etre  repr^sent^e  par 
~D0  fipulc  Aufrp,  luais  qtie  poiir  uiio  int^ifi'slc  double  p.  e.  il  ea 
lut  qitatr«.  prises  eiitre  des  limUes  «lifferenles ,  pour  r^iirndulre 
,  valeiir  de  In  prnpDMi'e.  La  iiiatF^re  ^tant  ab»traite,  11  nous 
<emble  bon  dabnrder  la  iineetinn  pur  des  consid^ration»  g^om^- 
trifliies,  qui  f^ront  voir  uu  lectonr  mi  nremier  coup  d'oeil  les  dtflt- 
cnlt^a  imuvellcs  et  le  dieiiiiii,  (|u'il  lui  fuiit  tiUiTre  pnur  les  eur- 
tnotiter.  hii  transtoniiation  des  luti'^rulea  multiples  d'un  nomltre 
juelconque  de  var'iatiles,  prises  eiilre  den  limites  conslanles  et 
inies.  ee  fnrsiint  d'uite  niam^re  parraitemeitt  «emblnble  ii  cetle  des 
Integrales  duubles,  nous  croyons  pas  neceHsaire  d'y  Tairc  ajiplica- 
Hun  speciale."  Unter  mehreren  bemerkciiswerthen  Formeln,  zu 
denen  der  Herr  Verfasser  eelaiiat,  betJndet  sieb  auch  das  vun  Herrn 
Dr.  SrltlÜniilch  In  diesem  Archiv.  Tbl.  V.  S.  211.  entwickelte 
Integral 
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elcbes   Herr  Professor   A. 

lerrn   Dr.    Schlümilchs   Arbeit  auf  folgende  Art  ausdrü 

i)r:ius  mittelst  einer  Icicbteu  Trantifitrmation  daa  von   Herr»  l)t. 
rhliiniilch  a.  a.  O.  angegebene  lutegral  folgt. 

Wir  empfehlen    diese    Abhandlung    nochmals    zu    besunderer 


Oeometrie. 


ehst  Erl 


die  Methode  des  geometrischen  Unterrichts, 
ungen  xn  dem  Leitfaden  für  den  ersten 


icht  in  der  Geometrie,  Von  «cm  bard  «ecke  r. 
Oberlehrer  an  der  höheren  Bnrgerschul  e  zu  Olden- 
burg.   8.    Frankfurt  u.  M.    1845.     16  ggr. 

Die^e    Schrift  ist  gegen  die  Euklidische  Methode  gerichtet, 
enn  der  Herr  Verfasser  auf  S.  72.  in  einer  Note  sag! :  „Freunde 
■«ml  Verehrer  der  Euklidischen  Methode  nerden  das  hier  vom  pä- 
dagogischen Standpunkt  ans  gefällro  Urthell  vielleicht  ohvas  tveg- 
f  irerfeiid  finden.     Dass  die  Euklidische  Methode  vortrefflich  wirken 
'uon, '»<!  ete,  von  einem  tfkhtigen  Pädagogen  gvhiuidhaht.  wirklich 
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in  Jas  Seeleolebt-'D  cler  Jui^end  eingreift,  das  soll  niclit  ^elengnn- 
werdeu,"  eo  xtlnimen  wir  ihm  darin  vollkommen  bei.  Wenn  »rt 
danu  aber  hiiizuü^gt:  „Allein  die  Erfahrung;  bestüliiit  nur  zu  sehrj 
daas  diesa  brichst' selten  derFall  ist,"  so  inßsseii  ivir  uns  »TtiuhenJf 
ihm  'bemerlilich  zu  machen ,  das« ,  um  kurzweg;  ein  solches  CrtfaeQT 
ohne  alle  Aiimaassung  lallen  zu  düricn,  eine  «ehr  gro^de,  nn  wbfl 
vielen  Orten  in  verschiedenen  Ländern  —  und  Kwuf  nicht  WaSB  ia 
den    Ländern  deutHcher  Zun^,    similern   7..  H.   auch  in  EnglnntU^ 

Holland,  Schiveden  u,  s.  w. ,  wo  doch  aufh  Matheniii tik ,  11 ' 

Hell  Geometrie,  sehr  viel  gelehrt  um!  betrieben  wird  —  {!emiu:M 
Erfahrung  und  eine  genaue  Kenntniss  der  Indtv^idualitiit  sefarv>eh_ 
Lehrer  der  Mathematik  erforderlich  ist.  die  wir  um  in  dem 
Maacse,  nie  sie  um  einen  solchen  Au)is|iruch  geradezu  für  richtli 
oder  imrithti^  erklären  zu  dürfen,  wna  erforderlich  zu  sein  scbein^ 
nicht  bei{ef;en  künncn. 

Abgesehen  hiert'oii  ist  aber  das  Scbriftchen,  vim  dem  Stai 

E unkte    des   Herrn  VerlnSKers   aus,  verständig  ab^elastil  und  | 
ttiidet  den  erfahreoeii,  kenniriissreichen  und  meinem  Lehrgeged 
stände  mit  der  wärmsten   Liehe  ergebenen  Lehrer.     Eine  Lebl 
inelhode  im   ÄUeemeiiien    charaktensiren   zu   wollen .    bat    irnin 
seine  eigenlhfimlicbe  St^hwierisikeit,  was  auch  hier  der  Fall  ist.  Wi 
IcftDoen  nur  »agen  ,  dass  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  eben  difl 
ist,  Welche  in  neuerer  Zeit  der  alten  Euklidischen  Methode  i 
fach    cegenüber  gestellt  wordeu  ist,   und  sich  wohl  zuerst  ii 
Schrilteo  und  der  Lehrweise  Thibaut'«  —  den  wir  aber  hier  Itlfl 
anführen,  um  die  Methode  in  der  Kürze  zu  charakterisiren,  v    . 
wir  übrigens  nicht  sagen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  gerat 
ein  besonderer  Änhüiiger  deitselben  .sei  —  am  meisten  au^eprU 
hat.    „Die  Grundgedanken ,"  sagt  der  Herr  A'erfasser  auf  S.  73..  „  " 
den  Lehrer  beim  Unterrichte  in  der  Geometrie  leiten  nidssen, 
ruben   einerseits  auf  der  Forderung  der  Wisscnschalt,   doss  i_ 
in  das  Wesen  und  Werden  des   Gegenstandes   eindringt  und  i_ 
wesentlichen    Gesetze    der    Geometrie   genetisch    ableiten    niSsa 
andererseits  auf  der  Forderung  der  Pridagogik,  dass  die  Seele  I 
ihrer  Totalität  als  Einheit  vom  Denken  und  Anschauen  aufgefaasS 
und  namentlich    die  mathematische  Phantasie  als  das  eigentridifl 
Element  aller  mathematischen    Tbätigkeit  geübt  werden    masse,4 
worin   wir  ganz  mit  ihm   übereinstimmen,   aber  glauben,   dass  «" 
verschiedene  zu  diesem  Ziele  führende  Wege  gehe. 
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Wir  haltendiesen  einfach,  aber  doch  systenratisch  gegliedert, 
die  fortwährende  Anschauungund  die  praktische  Anwendung  geriSn 
ten  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  In  der  GeoSl  . 

e,  eben  für  diesen  ersten  geometrischen  Cnterrichl  in  den  nnl 
tersten  Klassen,  also  etwa  für  zehiijilhrige  Knaben,  sehr  ztt  eckmüss^ 
abgefasst,  und  sind  stets  der  Meinung  gewesen,  dass  dieser  erstq 
Unterricht,  wenn  er  einige  Frucht  tragen  soll,  peroüi 
kaum  anders  ertheilt  werden  kann  und  darf.  Für  ( 
Klassen  von  Tertta  an  machen  wir  aber  andere  wisse nschaftÜL. 
Ansprüche,    und  halten,    wie    sehr  auch   in  der  vorhergehend« 


Schrift  iiiiil  in  (let  Vorrede  zu  tier  vorliocreiiileTi  der  VerfaiKser  da- 

Sofien  sprechen  mag,  eine  Methode,  die  im  Wesentlichen  »ich  an 
ie  grieehisuheii  Muster  nnschliesst,  iii  den  HKnden  einen  tüchti- 
gen Lehrern«  für  diejenige,  welche  am  Meheruten  tarn  Ziele  führt, 
tiud  för  die  t;eoiimnile  «diesen hu hafl liebe  Uildune  der  Schüler  unter 
ullen  Umständen  die  meiste  Fnicht  bringt.  Von  den  Schlitzen, 
welche  und  die  sugenitnntu  neuer«  Geometrie  darbietet,  ksnn  und 
musit  man  auch  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  allen  nur  mtig- 
liehen  Gebrauch  machen,  tvocauf  in  diesem  Archive  echoa  mehr- 
nals  hingewiesen  worden  ist.  Mehrere  in  demselben  mitgetheilto 
AufiiKtKe.  2.  B.  von  Arndt,  Scblümilch  U.A.,  arbeiten  daraufhin, 
und  besonders  itind  den  Lehrern,  die  nicht  auf  dieQuellen  zurück- 
(•eheti  >vii[len.  auch  die  bis  ietxl  erschietionen ,  ebenfulU  im  We- 
sentlichen in  EuUidiecbem  leiste  ubgef'as^len  drei  SchriTten  von 
AdtiniB  über  die  Transversalen,  i'iber  die  harmonischen  VerLfilt- 
niaee  und  -Über  daa  Dreieck  zu  emplehlen ,  in  denen  schon  ein  sehr 
»iches  Material  niedergelej^t  ist.  Auch  verdient  von  Neuem  auf 
eins  im  Literar.  Berichte.  Nr.  IH.  S.  53.  anftezeigte  Schriftchen  von 
R.  Woir.  ferner  auf  die  Lehrbücher  der  Geometrie  von  Kunis«, 
Müller,  Bretschneider  u.  A.  uurnicrbsam  gemacht  /.u  ««rden. 


e  merk  würdigsten  Eig 
reieck».  Von  C.  Adam< 
rthur.    1H40.     8.    1  KtbJr. 


i'hat'ten  des  geradÜDi- 
Mit  zwei  Kupl'ertafclu. 
■  •>  ggr. 

Diese  Schrift  kann  als  eine  Fortsetzung  der  beiden  in  Nro. 
XV.  S.  -230.    und  Nro.  XXIll.  S.  mH.  des  Literarischen  Berichts 

,  angezeigten  Schriften  desselben  VerfasBers  über  die  Lehre  von 
den  Transversalen  und  über  iJle  harmonischen  VerhSitnisse  he- 
trachtet  werden,  und  hat  auch  ganz  denselben,  namentlich  am 
letzteren  Orte  nusfilhrlich    von  uns  angegebenen ,    sehr  löblicben 

*  Äweck ,  worüber  wir  uns  daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten 
brauchen.  Dieselbe  ist  in  ffinf  Abachnitte  getheilt,  welche  die  fol- 
genden Ueberscbriften  führen:  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Dreiecks.  Der  umschriebene  und  die  vier  berüb- 
renden  Kreise.  Die  Höhcnperpendikel.  Die  Distanzen  der  wicb< 
tigsten Punkte  im  Dreieck.,  Aufgaben.  —  DieDarstelInngist  überall 
dem  Gegenstande  vrdlig  angemessen:  einfach,  deutlich  'und  kli 
Die  Einmischung  der  Trigonometrie  ist  ganz  vermieden  worden, 
was  nur  viillig  gebilligt  werden  kann.  Ehen  so  zweckmSssht  er- 
scheint es  bei  einer  Schrift,  wie  die  vorliegende,  dass  die  Lehr 
siitze  und  Aufgaben  von  einander  getrennt  worden  sind.  Jeder 
Lehrer  wird  in  derselben  ein  reiches  Material  von  SStzen  linden, 
von  denen  er  auch  hliußg  sehr  zweckmässige  Anwendungen  al^ 
Uebungs aufgaben  machen  kiinnen  wird. 

Anger:  über  den  Einfluss  der  Projektion  sichre  auf  die  neuer« 
Geometrie.    Danzig.    1H45.    4S  ggr. 

Jacobs:  ausführliches  Lehr-  und  Uebungshuch  der_ Anfangs^ 
gründe  der  ebenen  analytischen  Geometrie.  Braun&chweig.  184$. 
1  Rthlr.  16  ggr. 


Praktisclic  Geometrie. 


Ueiisinser,  K-  L. :  AbhandluiigeD  aus  dem  (icbiet  der  Feld  j 
iue»skunst.     Friedberg.    1!S45.    IS  ggr. 

Bnurns,  C:  Principles  and  Practise  of  Land  EngiD<F«ritt£ 
Trlgotiometrical ,  SuMerraneous  and  Marine  Surveying,  with  i 
Appendix.     tJd.  edition     1849.     15  e. 

In  den  Mi tth«i luncen  der  natarrorschcndcri  GeBelt-l 
Schaft  in  Bern.    1844.   Nro.  iü.  Nr.  -3»— 38.  findet  man  intere«.] 
satite  Notiren  Eur  (Jesthichte  derVermessoneen   in  de 
SchweiK  vnn  Herrn  Rudolf  Wolf.    Nro.  .■«-38.  betreffen  y 
ziiglicb  die  Tf>n   Johann   (ieoric   Tralles  in   den  Jahre 
bis  I7P8  ansgefülirlen  Arbeiten.     In   dem  erstereti  Jahre  mi 
eine  Standtinie  bei  Thun.    Eine  zweite  Basis  maass  er  vom 
13.  Sejiteniber    1791   mit  einer  Ramsden'schen  Stahllsette  von  10( 
Pariser  Fuss  auf  dem   rossen  Moose  hei  Äarberg  zur  ßelehm 
und  auf  Kosten  seines  Schfilers  Hassler,  weither,  1770  zuAaraäl 
geboren ,    am    '21.  November   1843    als    Chef    der    anieribanischeof 
KQstenvermessung  starb.     Durch    das  Einnicken  der  Franzosen   i 
Bern  im  MärzJ7!W>vurden  die  stanzen  Arbeiten  unterbrochen,  und  ersE 
tu  den  Jahren  1801  und  1802  dachte  man  daran,  sie  durch  Tralle 
fortsetzen   zu   lassen.     Aber    bald    brach   die   Helvetib  zus: 
der  ängstliche  Tralle»  flüchtete  nach  Neuenburg  und  behrte  nicbta 
wieder' (s.  oben  S.  4Ii).,  ■ 

Die   erste  Periode    der  Venu es.su ngsarbeiten    in   der  Schtvcjz 
echtoBS  sieb  somit  ohne  grosse  Resultate ;  aber  das  eine  Verdienstfl 
bleibt  ihr,   das  Bedürfnis   geweckt  zu  haken  und  so  die  Matter^ 
aller  folgenden  Arbeiten  in  diesem  Fache  geworden  zu  seil 

IVr  HeiT  Verfasser  dieser  Ntttizen  verdient  alle  Aufmunterung.! 
diesetlien  bis  zu  den  neuesten  Zeiten,  wo  bekanntlich  so  grosse^ 
und  ausgezeichnete  geodätisch«  Operationen  in  der  8chweiz  aus-'l 
eeffilirt  worden  sind  (m.  s.  r.  B.  Literar.  Bericht  Nrn.  II.  S.  32.),  1 
fortzusetzen. 


Lehrbuch  der  hi 
Fischer,  Lehrer  de 
thematik  an  der  Ge 
Abschnitt.  Enthalte 
fehler  und  ihre  Ausgl. 
kleinsten  Quadrate.    " 


bereu    Geodäsie  von  Dr.  PbilinpJ 

praktischen    Geometrie  und  Ma-I 

^erbschule  zu  Darmstadt.     Ersterl 

id:  dieTbeorie  der  BeobachtuuE«-^ 

durch  die  Methode  dei 
Darmstadt.    1815.     8.     20  ggr. 


Diese  Schrift  ist  nichts  mehr  und  nichts  weniger  als  ein  Iwl  "1 
Weitem  dem  grössten  Tbeile  nach  gan»  «örtlicher  Aoseng  1 
aus  Enoke's,  wie  wir  wenigstens  meinen  sollten,  unter  allen. J 
Leuten  von  Fach  sehr  bekannt  geHordenen  *)  Abhandlung  über  J 
die  Methode  d«r  kleinsten  Quadrate  in  den  Jahrgangen  1834,  ISXi.  ^ 


.  VI.  <tor  Vorrode  lUu 
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1830  des  Berliner  astronomischen  Jahrbuchs  ^  mit  verschiedenen 
nicht  selten  ziemlich  willkiihrlichen  und  dem  richtigen  Verständ- 
niss  eben  keinen  Vorschub  leistenden  Auslassungen,  und  einigen 
Zusätzen  aus  ein  Paar  kleineren  Aufsätzen  von  Bessel  und  Ja- 
cobi,  also,  wie  wir  leider  nicht  anders  sagen  können,  eine  ganz 
unselbstständige  Arbeit.  Ueber  die  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  in  der  Geodäsie  kommt  auch  fast  gerade  nur 
das  vor,  was  sich  darüber  in  Encke's  Abhandlung  findet,  und  von 
einem  Ve  r  h  ä  1 1  n  i  s  s  seiner  (d.h.  des  Herrn  Verfassers)  Arbeit 
zu  der  in  Nro.  XII.  8. 183.  des  Literarischen  Berichts  angezeigten, 
nun  wohl,  wie  wir  wenigstens  hoffen  und  wünschen,  bekannt  genug 
gewordenen  trefflichen  Schrift  Gerlings  über  denselben  tie^en- 
stand,  welche,  wie  jeder  Kundige  weiss  und  bei  näherer  Ansicht 
sogleich  finden  wird,  als  das  nicht  leicht  zu  gewinnende  Resultat 
einer  langjährigen  geodätischen  Praxis  zu  betrachten  ist,  kann  daher 
^ar  keine  Rede  sein,  wie  ausführlich  sich  der  Herr  Verfasser  auch 
iD  der  Vorrede  über  äin  solches  Verhältniss  verbreiten  mag.  Wenn 
der  Herr  Verfasser  aber  in  der  Vorrede  S.  VI.  sagt,  dass  er  ohne 
die  ihm  durch  Encke's  Abhandlung  gewährte  Erleichterung  gar 
nicht  im  Stande  gewesen  sein  würde,  etwas  so  ziemlich  Voll- 
ständiges, und  jedenfalls  nicht  in  der  Kürze  der  Zeit,  welche  er 
auf  seine  Arbeit  verwenden  konnte,  zu  liefern,  so  können  wir  ihm 
darin  nach  der  vorliegenden  Probe  nur  vollkommen  beistimmen. 

Kolbe,  F.:  Sehnentafei,  enthält  die  zur  Bestimmung  aller 
Winkel  von  0^  bis  180^  von  Minute  zu  Minute  erforderlichen  Seh- 
nen für  den  Halbmesser  =  100.    Halberstadt  1845.    4.    8  ggr. 


Trigronometrle. 


Lauteschläger:  Trigonometrische  Aufgaben  mit  vollstän- 
digen Auflösungen.  Ein  Hülfsbuch  für  Lehrer  der  Physik. 
Darmstadt.   1845.     16  ggr. 


Mechanik. 


Mi g out  und  Bergery:  theoretisch  praktische  Anleitung 
zur  Berechnung  der  gebräuchlichsten  Maschinen.  Deutsch  von 
Schnuse  und  W.  Bernhardt.  Braunschweig,  1845.  2  Rthlr.  16  ggr. 


420 


<l  |i  f  I  K. 


\\,v»^  UtN.*.«Xi  »Nvxit-.«vA  **a;\*,^,'  Sr.i  '(•f'f-:  Vjtf«:  »>.t  üikt  d«i 
Vv.»  1»  'V  •:••*.  *<^  ^^  •'  r ,-  .  S  ,^  .  . ».  r  4  *  ;  ir  **  T  f  :  f  ii  I  f  T  l%iT 
,.1.\ «.      ^v.»,*.    *%.•.!.     f.»,.'v     i-fi,**!    /ii/    v,'»fij;iiii.'f  r.»fM'iiii£  :»L  t-»ts%i':ir 

\^     ^  X  /  t  X   .1  .    *.       ,•!  r  N  :  ,1  *    ;•>    f  I.  ' 
v.l.  ^t     ;.«      l..l»v     /Vüi-    va:.'»x     «.'I    lisa»    vss8!«f»ISÄ;'llilftil  TU-     Jl- 

m;*«.«*    :.    ..:.v*    v.l. -i!'      K^fi^^^i  f/*     »i      i  i  s  -   i    -   £ '-i  *•♦• 

,      v\  •      %.  .        .  ••         V  »1    :  I    ,    I      f  '  '^  l   .'I  l  !  i  r  !  •     l!   ^»-^lil.rntJfc' 

\.^«     .1».     «.!»•.%     n»\;i\\       ».»»Im;,.     *4t'.'ihr»l\4*r»l     nlilss»-.!!"*!     riT.f-^U-f^;,      "Ulli 

^.lVi,%^.  •!%         -   ?s.l'jJht;."i^      .l»'**-^  .Tr..i»»-«T>»      -iVf  ;..I  .:*•.         <!(!! 

,.^.     ,  .1     '..       %>«       ■»%:»      .r.     S.;.'*.'.      m<.«.-r.         fr^»"«  -»rf       ii!:f»:::EV 

<.■^r..•'.■»•>  •  '  -.-v  >v  -.'..-.'..•;  cV:  .  :;*«  .*r-  c^r^Ti.  .l;;-  '"iilMtiUlI. 
^^^,.w.;     ...».-..     ..»  '•.,.>...      .;?<:.    .  .-:«.       ^  .?•*.'•:•  ■■".'Jli.    !  ;»tf      ♦»lüfi. 

l-,i.. ,  .  «.  *  c.-*.r.  «-t..  .        .  ;.      /    , «    •.      *:•«;•     ;i        ■.:;;•       I?!»i;;r' 

•  „.,  .     .♦        ..         X.  I  1  ».T       ."."      ,  :       .:  .!■:*      .;  :••;:■»:      »       :       :: '.       "t 

,.:;»..  ,  •,     :.i,,  ;.  i't*         i-.«-.»:-        .  .»     T  .:;.  ■^.;..»1.'       •   •.'...!»*••  ..i*^ 

•r-^..„     ..-v^  w.i«.  :•    •  ■*'.    ■  VI.  1.1  .Tli:.»-        »*"Il!»*        ..l         if» 

V-  :»•<  •         ••■        '*•:>»*%.  .       «       V       :<  ••      • ».  «■r.;;»«.  f  »T»  -       :.;      '•!•    '»*      '"i        i»«r 
• :  .«-";-»-i««.«...       '.       .  .•«.!.  Tl.      V-.-».!»;.       •%.        '  ♦•      i"«:;;!  •■-'   -  ..i"^f 

^l>  o%  •;»'•. >i       v»«»       I.-...«.      T.."    .»♦?..  v,\i         '       ;::;••      .!  .•-■^••-•••f 

...■,%■:  *i        •«.        •-.    •        I  i;  ■.«■•"         »..?-       ■  •       ••••!:•-      ..  •       ""'.        ■".,-. 

.»:.    ..     .1..  ..•»  I    .         •^.  Vi    -      .■!•  l!«  ^■■'••'',  V.l    '•.  "•■  -■.:".    L 

.,,-^  . .  I  :i  ,  %     ,  1.  ••„    1  .     ir»«. -'i'-x-  .\*     1     .■.■••".;..••-;     »■  ■  ".       .  ">••    .'fsf 

».:  .       ^  .'.X,  ..     -l  •-  .■..■••;•*'•..  '  ;•     .  -*-^:        .-■•  ^•^^.^• 

%.  -  .    .»      'I.  .       -•      T-  .  ..  .I^--  *,'...         •  •-  •      :• 

^.•.,w^    !l       .H-       .  ;   .,  .  {•,       .  •-    ■     ...  t    ••»,:       •.  -?t 


*   •.   ■k    --.r« 


iirl: 


:  . .        r-        .:  •  "^      .  y        :       :•   "  "  •         .«'it« 


^    .    ■  i  ».^  ;  . . i?»f 


„.w.'*,  ..I.  .!-•       •     ■■  .■  •  ••  ~*'-  .:■»• 

X  .,  »^  r»     •  i  •■#.!»i»t»  »»i«;»**«  !:••*».'•*•  i;.»»*- 


t: 


.w«.         y^»-."'.-f...^v.'»»-         »»:•  \*i;i-rfci.«i««  ^'••■'  ^^1 


«I 

nKcrt  renn  lieh  das  optische  JlHe«dilnnE;s-I*roljlem  verkiifinft,  so 
aS8  zu  glfkher  Z<-it  dieses  «<in«r  lierriciliu;enilpn  Lfimiiig  entg«> 
geri^erühtt  werden  iiiuHste.  —  Am-h  he^tp  ich  ille  AhHJcht,  gleich- 
zeitig die  fheoretisrheii  KeMiltiitp  nieinrr  in rliri (ihrigen  Unters«- 
rhiirigeii  zw  verllffentlii-heii.  -r  Allein  ilii-sein  Noifiahen  trat  jedoeh 
iiie  schwere  Kraiiktteit,  nn  (leroii  Kolgen  irh  nneh  leide,  hinderud 
1  den  Weg,  und  icJi  sehe  mich  jetzt  i^eiiiithij^t,  dem  wisHenschaft- 
lichen  Puhlinim  ciristweileu  diisjenlge,  mm  wirklieh  fertijt  gewor- 
deb  Ist,  zu  Ohergebeii,  rjnndlch  den  Heleiirlituii{ft*»pparat  mit  einem 
liiikmsko[)iHchen  Olijeetive  grüBscrer  Art.  Ca  wt  dieser  Heleui-h- 
iuDgsapparat  als  snieher  ein  RelliBtstNiidij^es  fianzes,  und  se«iznot 
zU  verschiedenen,  dem  in  [ihutogruphiselier  oder  nptiseher  Teulinik 
Bewanderten  leicht  «inlemhf enden,  Anweuduniien,  unter  anderen 
»uch  zur  £rzeH^ing  der  sogenunuten  Nehelbilder.  Ich  hoffe,  ja  ich 
bin  flherzeugt  davon,  da.-s,  gleiidiwie  das  voh  mir  angesehene 
piiguerrcotYpeii-Ohjeetiv  zu  mehreren  nfitKÜchen  Entdeckungen 
die  erste  Veranlassung  wurde,  auch  dieser  Apparat  zu  neuen  Fort' 
schritten  in  mehreren  Kunst-  und  Indiistriez» eigen,  nanienttich  im 
uebiete  der  technischen  Ueleuchlungs  -  Industrie,  Gelegenheit  geben 
tv'ird,  wetehe  Fortschritte  ihrerseits  wieder  der  Wissenschaft  zu 
Viite  kommen  werden.  Ubwohl  ich  nun  diesen  Apparat  als  dae 
erste  mied  eiacs  wissensehnfllichen  Werkzeuges,  nümtich  der  Lam 
pen- Mikroskope,  betrachte,  so  empfangt  doch  in  Ihm  dns  Pnhliciim 
ein  Instrument,  welches  zur  Verschönerung  jedes  socialen  Lebens 
vorziiglivb  geeignet  ist. 

Die  Ausführung  dieser  Apparate  ist  dem  Herrn  Optiker  Woibl 
(Mariahilfer  Hnuiitstrasae  Nr.  40.)  Hhertrngen.  Er  besteht  wesent- 
lich aus  zwei  Ttieilen.  dem  bitdmnclieudeii  und  beleuchtenden. 
Ersterer  muss  die  Eigenschaft  haben,  von  dem  abzubildenden  Ge> 
l^eiistande  ein-achromatisches,  genügend  9<charfes  und  perspectivisch 
richtiges  Bild  zu  liefern,  d.  h.  eine  gerade  Linie  an  keiner  Stelle 
des  Gesichtsfeldes  in  eine  krumme  zu  verwandeln.  Der  Andere 
soll  die  Eigenschaft  haben,  nicht  etwa  Licht  zu  erzeugen,  —  wie 
:eine  Maschine  Kraft  erzeugt,  —  sondern  das  von  irgend  einer 
Jchtquelle,  etwa  einer  Lampe,  ausstrümende  Licht  auf  das  zweck- 
niässigste  zu  verwenden,  und  eben  dadurch  gewissermassen  zn 
Tervieißiltigen.  —  Der  Quantität  nach  hKngen  nun  die  Leistungen 
eines  solchen  Apparates  von  den  Dimensionen  desselben  ab;  der 
kleinste  derjenigen ,  die  hei  Herrn  WnibI  verfertigt  werden,  hat  die 
Eigen ac h a l't .  das  Licht  einer  Lampe,  bei  welcher  der  Durehmesser 
des  Brenners  einen  Zoll  nicht  tiherschreitet ,  zu  versechsfachen, 
oder  da  bei  dieser  Grösse  die  Lampe  eine  Lichtstärke  von  etwa 
Ifi  Milllkerzen  besitzt,  auf  eine  dem  Apparate  gegen  ijb  erstehen  de 
Wand  ein  solches  Licht  zu  werfen,  wie  es  von  der  Stelle  aus,  wo 
der  Apparat  steht,  aber  ohne  denselben  G  Lampen  oder  96  Kerzen 
werfen  würden.  Mit  den  Dimensionen  des  Apparates  aber  steigt 
die  Lichtstärke  desselben  im  kubischen  Verhältnisse,  d.  h.  ein 
zweimal  grilsserer  Apparat  hat  achtmal  so  viel  Licht.  Verwendet 
man  den  Be I euch tungs  -  Apparat  zur  Erzeugung  von  Nebelbildem, 
so  verhält  er  sich  zu  den  frühem  Erzeugnissen  dieser  Art,  wie 
sich  das  von  mir  angegebene  Daguerreotypen-Objectiv  zu  den 
rrtlberen  Erzeugnissen  jener  Art  verhielt:  Er  leistet  nSmIich  mit 
der  einfachen  Oellamne  hei  gleichen  Dimensionen  ungefähr  i1«b- 
mUm,  tnM  sonst  mit  aem  in  Hydrooxygengas  glühenden  Kalkcyllo- 
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Optik. 


In  dem  Literarischen  Berichte  Nro.  XI 
outiwheu  Arheiten  des  Herrn  Profeiiisorci 
Wien  Bericht  erstattet  worden.  Seit  je 
weiteren  Fort^pinf;  iliei«er  Arlteiteii  uns  nu 
Zeit  eine  aus  der  Wiener  Zeitunic  von 
entlehnte  Nachricht  zufcegansen ,  wefche  ti 
chiva,  denen  tvohl  nicht  allen  die  genan 
kommen  dürfte,  im  Folgenden  niittheilen : 

„Wissenschaftliche  Nach 
„Schon  im  Jahre  lÜtö  setzte  ich  da^ 
blirum  in  einer  Schrift,  betitelt:  ..  Bericl 
nisse  einijcer  dioptrimchp»  L'ntersuc 
von  den  unter  meiner  Leitung  istehenden  o; 
verspmch  darin,  tvenisüteiis  einige  der,  die 
(■ehilde  ;  Fernrohr ,  Mikrofkop ,  Camera  oh 
rechnungen  praktisch  ausführen  zu  l;issen , 
thfimliclikeiten  dieser  Linsen -Conibinntionei 
zaf&tien.  —  Der  Ausführung  dieses  Vor! 
jedoch  mancherlei  unvorhergesehene  Sth 
und  ich  hin  erst  jetzt  im  Stande  meinem 
kommen ,  wünsche  jedoch  für  diese  Verz! 
dadurch  schadlos  zu  halten,  dass  ii'h.  den  J* 
Industrietweiges  in  Oesterreich  als  Ziveck 
tend  .  nii-ht  nur  Sorge  trage  für  die  immei 
möglich  Veredlung  der  unter  meiner  Leitung 
Erteugnisse.  sondern  auch  von  nun  an  { 
Billigkeit  der  Preise,  in  so  lern  «eniu^tei 
Uediegenheit  der  Arbeiten  vereinbar  ist.  L 
Massregeln  sind  bereits  i^etroffen ,  und  i'  h 
{{ehürig'  nur  noch  hinzir/ulüi;en:  duss  ich  ; 
cinfacKer  und  präciser  .Sprache  bei  jeiieni 
ausgeführten  optischen  Instrumente  in  Ke'::.ti 
bin  von  dem  Zwecke,  den  Eisenschai'w:!  ii 
ben.  welche  Letztere,  so  olt  diess  thi-.r.iii 
stand  liebkeit  Eintrag  zu  thuu.  iienau  b^st 
ausgedrückt  werden  sollen :  da-'-«  ferr^er 
meines  Namens  vorzubeu-jen  i  nur  diejevi: 
Apparate  als  nach  meiner  Anifabe  aus^^eiübi 
die  ich  in  i!eei>;neter  Art  als  solche  aiier&et: 
Als  ersten  der  ausztilVihieriilen  <.it?.;eri.s 
solchen  sewählt.  der  einerseits  keine-^  ;;ro.' 
sehen  Etablisxemeats  bedarf,  und  •'.■■•:h  .v.:- 
interessanteste  und  edelste  der  Oi'ti»  l'rfcrSi 
•ooderen  Eigenschaften  sowohl  al*  auch  dir 
er  Tosenden  eines  optischen  lostruitietites : 
tiesicbtst'eld ,  die  die  Anderen  car  theil"« 
N;itur  nach  un  volUlen  Moasse  be-^it^ea  i 
Lampen-  oder  Hydrooxygen  -  G.is  -  Mikr'>«k 
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der  «txengt  wurde,  uod  liefert  mit  lelüferem  Eff««te  ,  di«,  trwtM 
man  tvill,  der  InlenttitÄt  des  Tageslichtes  jikiich  knmnieD,  in  die- 
Heiiie  (iherhieleii  köiiiipti.  —  Zudem  erfurdert  die  HmidMlituijS* 
dieses  IriHlniinciileä  iveiler  besondere  <<  esc  hie  kl  ich  keit,  ii»«li  niuser- 
^eivühnlicfae  Vorsicht. 

Herr  W»i))l,  der  durch  ein  Ic.  k.  ausschliesgl.  I*nvilei;iiiiii  ee- 
schülKt  ist,  bat  diese  A|>punile  in  dreierlei  Uimenei'iuea  verferbgit, 
und  ist  bereit,  selbe  nach  Wunsch  in  jeder  beliehisen  tirSsse  m 
,  liefern.  Prof.  Dr.  Jos.  Fetzval." 

Gewiss  tviirde  es  vielen  Lesern  des  Archivs  anstnehm  sein, 
-auch  die  Preise  der  Apparate,  auf  welche  to  der  vorhergetiendqn 
Anxei<;e  aufmerksam  gemacht  iTordcn  isC,  kennen  zu  It-riien  ,  nes- 
balh  n-ir  uns  erlauben,  Herrn  Pro/.  Petzral  oder  Herrn  Waibl 
hier  nm  deren  gefälliireMittbeiluns  zu'erauchen,  unditerden  dui 

EU  bringen. 


nivht  unterlassen , 
[allgemeiner  Kenntnlsa 


1  Literarischen  Itericht« 


Astronomie. 


Biot:   TtnUi  i 
IPario.   1845. 


d'astronoraie  physique.     Tnm.  IIL 
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Karsten:    kleiner  astronomischer   Almauach    auf  das   Jahr 
1846.    Rostock.    1815.    8.  ggr. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befefale  Seiner  k.  k.  Majestiit  auf  öffentliche  Konten 
herausge;;oiicn  von  C.  L.  von  Littrore,  Directur  der 
Sternwarte,  und  F.  Schaub,  Adjn  riet  der  Stern  w  arte. 
Drei  und  zwanzipster  Thell.  Neuer  Foläje  Dritte^.  \ 
Band.  Mit  drei  lithographirteo  Beilagen.  4.  Wien.  18ÜS,    * 

Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender:  Beobachtung  der 
Sonne nfinsterniss  vom  8.  Juli  184*2  zu  Uedenburg  in  Ungarn.  Von. 
Herrn  l>r.  C.  Bremiker.  —  Meteorologische  und  astrouonii^ieke 
Beobachtungen,  angestellt  zu  Prag  in  den  Jahren  1828 — 1833  von 
Herrn  F.  C.  Hallaschka,  Probst  zu  AU- Bunzlau,  k.  k.  wirkL 
Uofrath  und  Uirector  der  plitloäO|ihischen  Studien.  —  Facsimile 
einer  Handschrill  von  Jobann  Kepler.  —  Facsimile  eines  Fragments 
aus  P.  M.  Hell's  astronomischem  Taeehnche  auf  Wardue.  —  Be- 
Bcbieibung  des  neuen  Regulators  am  Uhrwerke  des  Refractors  tui4 
einer  Einrichtung  zum  Einstellen  am  Sfundenkreise  bei  fcl^twHhreI^-2  I 
dem  Eiagriffe  der  Uhr.  VonHerrnChr.  Starke,  leitendem  Werk-*  T 
ineister  an  k.  k.  pol y technischen  Institute  in  Wien.  —  Resultate 
der  Plaiietea-Beobachtungen  am  Meridiankreise  im  Jahre  1842. — 
Ueducirtc  Beubat^htungeu  des  Mondes  am  Meridiankreise  im  Jatire 
IMÜ.  —  Beobachtete  Mondsterne  1842.  —  Resultate  der  Planeten- 
Beobachtungen  am  Meridiankreise  im  Jahre  184ä.  —  Reducirte 
Bcobachtiingea  des  Moodes  am  Meridiankrrä«  im  Jahre  1843.  — 
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Beobachtete  ^"^,|^•-  .^LT^^*''''"'!?''^''!^^  '° 

den  Jahren  /  }^'  r.  »«"chtigunjr.  -  BeobachtuDÄen  am 

Meridiankre/^^»®!:«"^*1*  ^^i  meteorologischen  Beobachtungen 
im  Jahre  i«®fzeiehni88  der  Werke,  welche  der  k.  k.  Stern- 
warte vom  /  ®''  ^^^  ^'^  Ende  1844  als  Geschenke  zuge- 
konmien  gii^^zeichniss  der  Anstalten  des  Auslandes,  welche 
all  jährlich  r"'  Exemplare  der  Annalen  betheilt  werden.  — 
Pi4}t)  .'jp i^f {Jerkstiitte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  zu 

\Yigp^  4rif  von  Herrn  S.  Piössl. 

Man  J?^"^  ^^"  reichen  Inhalt  dieses  Bandes  und  den 
Eifer  und  f^^^^'  w*omit  die  Herren  Heraasgeber  der  Stern- 
warte zu  fst«*»«"'  erkennen. 


Physik. 


Q ^Physikalisches  Wörterbuch.  11.  Bd.  Sach-  und 
Namenrf  ^''^  ergänzenden  Zusätzen  v.  G.  W.  Muncke.  Nebst 
NachtrT^^^''^'  ?®®^^*  Ortsbestimmungen  von  C.L.  v.  Littrow. 
Leipzig)    ^  ^^t"*»"- 

l^lf  C.  L.  V.:  Nachträge  zu  dem  Verzeichniss  geogr. 
Ortsbe/»g«n-    I^eipzig.  1845.    4  ggr. 

^T  >  i'art  aerostatique  par  un  aäronaute.    Lille.    1845. 

II  l  die  Systeme  der  magnetischen  Curven ,  Isogonen  und 
fsodyn'^®'^^^  anderweitigen  empirischen  Forschungen  über  die 
mac'n^^'^''^"  Kräfte.  Erläutert  von  Ernst  Herger.  2  —  4te 
Lief.  paf.  Leipzig.  1845.  9  Rthlr.  (S.  Literar.  Bericht 
Nro.'  P'  343.) 

^dcr  Elektromagnetismus  und  die  Bewegung  der  Him- 
meIsU>'^    ihrer     gegenseitigen    Beziehung.     Breslau.    1846. 

fiodisch  wiederkehrenden  Eiszeiten  und  Sindfluthen  und 
flie  g^'^ten  Folgerungen  aus  diesen  wechselnden  Ueber- 
Mrhv^?^"  der  südlichen  und  nördlichen  Kontinente  von 
W.  /chhausen.    8.    Trier.    1845.    1  Rthlr. 
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Vermischte  Schriften. 


I 

.•  V.  Littrow!s  vermischte  Schriften.  Herausge- 
yvon  C.  L.  V.  Littrow,  Director  der  Sternwarte 
^n.    Drei  Bände.    Erster  Band.    Stuttgart    1845. 

thir.  IR  aar. 


zu?        

8.  ithlr.  18  ggr. 
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Mit  dieser  Sammlung  der  vermischteD^jj^^n  seines  ver- 
storbenen Vaters  hat  Herr  Director  C.  L.  v.  ^^^  gewiss  vielen 
Lesern  ein  sehr  angenehmes  Geschenk  g^inai^^g^Q^  mehreren 
anderen  Aufsätzen  enthätt  dieser  erste  Baoft^  Tilonnlio«  iv»< 
von  allgememem  mathematischen  und  physib^n  Interesse  ist 
und  unter  den  populären  Schriften  dieser  An  ^^  ^i^j^  vorzü«'- 
liche  Stelle  einnehmen  wird,  da  J.  J.  v.  .^^'^  Talent  für 
wahrhaft  populäre  Darstellungen  bekannt  gen  d  ^Vi^  erlauben 
uns  die  Leser  in  dieser  Beziehung  nur  auf  F'<>es  aufmerksam 
zu  machen :  Unrichtigkeit  der  christlichen  Zeitr^»  j^er  Winter, 
üeber  das  Nordlicht.  Witterung  des  Cholera^°2g;32.  Regu- 
lirung  der  Öffentlichen  Uhren.  Wittwen-Iustitu  allgemeinen, 
üeber  eine  Verbesserung  der  Fernrohre  durCUn  vaterländi- 
schen Künstler  (ein  sehr  klar  geschriebener  a|2  über  Fern- 
röhre im  Allgemeinen,    namentlich  aber  über  Wchromatiscbe 

Fernrohr  und  das  dialytische  Fernrohr  iiisbeson   2>ie  mit- 

getheilteu    Recensionen    sind    immer    selbst   S^verständlicbe 
Aufsätze  über  die  betreffenden  Gegenstände,    ^tlich  die  fol- 

f enden  hierher  gehörenden  :  Babbage,  Econoi^  Machinery. 
labbage ,  on  the  Decline  of  science  in  England^^^^^g,.  ^jj^ 
life  ot  Newton.  Brewster,  natürliche  Magie,  t  Heiiio'en- 
schein.  —  Wir  sehen  der  Fortsetzung  dieser  SaT^'^,  ^j^  ^g|._ 
langen  entgegen.  ^ 

The  American  Journal   of  Science  a^irts.     Cou- 
ducted  by  Professor  Silliman  and  Benjai^jj'ijjyjjj^ 
New  Haven.     (S.  Literar.  Bericht  Nro.  XXVII.  ij;-) 

VoL  XLIX,  1845.    Nro.  L    Art.  II.  Accou.  g^^j^^  ^^»^^. 
Articies  of  Philosophical  Apparatus;  by  Prof.  E.  S^j^^  n. ''0 
—  Art.  Vlll.  Singular  case  of  Parhelion,  with  a  sf^j,^'  ^j'  ^|j^ 
Theory  of  ordinary  Halos;  by  Prof.  E.  S.  Snell.  l  __    ^^.^ 
XL    Practica I  observations    on  the  Generation  of  Sij  £|ectri- 
city  by  the  Electrical  Machine;    by  Lieut.  Georg*  d«»     , 
U.  S.  A.  p.  9;5.  -   Art.  XIV.  New  Electro-Magnetl  V^;.  ,,*■; 
Prof.  Char.  G.  Page.  p.  13L  —  Art.  XV.  Axial  i^^^^^] 
and  Double  Axial  lieciprocating  Engine;    by  Prof.     i       -/ 
Page.  p.  136.  —  Art.  XVI.  Report  of  Observations  |,_rr 
Sit  of  Mercuiy,  Mai  8th.,  1845;  by  Prof.  Olmsted.  ^2 


ran- 


Druckfehler. 


Thl.  VII.  Heft  IV.  S.  348.  muss  die  Nummer  der  Abhan     j.« 
LX ,  sondern  „  XL  "  lieissen.  ^  "'** 
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